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LE CAS DES VARIETES DE SIEGEL
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Les variétés de Shimura les plus étudiées sont celles associées au groupe GLo,
autrement dit les courbes modulaires. Si Y est une courbe modulaire, on obtient sa
compactification de Baily-Borel j : Y — Y™ en ajoutant un nombre fini de pointes
(car GLg est de rang semi-simple 1). Comme Y™ est lisse, le complexe d’intersection
associé a un systéme de coefficients F sur Y est j.F. Il est possible dans ce cas
de calculer la fonction L de Y* a coefficients dans j,.F, et il a été prouvé dans des
travaux d’Eichler, Shimura, Deligne et Thara (entre autres) qu’elle s’écrit comme
un produit alterné de fonctions L de formes modulaires cuspidales et de fonctions
zéta.

La fonction L est un produit de facteurs locaux L,, ol p parcourt I’ensemble des
nombres premiers, et ce sont les L, que I'on calcule. Le cas essentiel est celui ot
Y™ et j,F ont bonne réduction en p. Le facteur local L, ne dépend alors que des
réductions modulo p de Y* et j.F.

Pour calculer L, dans le cas des courbes modulaires, il existe deux méthodes :
la méthode des congruences, qui ne se généralise pas en dimension supérieure, et la
comparaison de la formule des traces d’Arthur-Selberg et de la formule des points
fixes de Grothendieck-Lefschetz. C’est cette deuxieme méthode que 1'on cherche a
généraliser.

Pour une variété de Shimura générale MX(G, X) , 'application de cette méthode
au calcul de L, est plus délicate. Un premier pas est le calcul de la trace d'une
correspondance de Hecke composée avec une puissance du morphisme de Frobenius
sur la cohomologie du complexe d’intersection de la compactification de Baily-Borel,
ou, ce qui suffit grace a la conjecture de Deligne si la puissance de Frobenius est
assez grande (cf [P3], [F] et [V]), des termes locaux naifs de ces correspondances.

Brylinski et Labesse ([BL]) ont effectué ce calcul pour G = Rp/gGL2, avec E
une extension totalement réelle de Q de degré supérieur ou égal a 2, et ils en ont
déduit que la fonction L du complexe d’intersection était bien de la forme attendue.

Pour G = GU(2,1), le calcul a été fait par Kottwitz et Rapoport dans I’article
[KR] du livre [LR] (dans ce cas, on peut aussi montrer que la fonction L & coefficients
dans le complexe d’intersection est un produit alterné de fonctions L automorphes,
voir ’article de Langlands et Ramakrishnan dans le méme livre [LR]). Le cas d’un
groupe G de rang 1 et d’une correspondance de Hecke triviale a été traité par
Rapoport dans son article [R], paru aussi dans [LR].

Signalons enfin que le cas d’un groupe unitaire sur Q de rang quelconque et d’une
correspondance de Hecke triviale a été traité dans [M].
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Dans cet article, nous calculons les termes locaux naifs d’une correspondance
de Hecke composée avec une puissance du morphisme de Frobenius pour le com-
plexe d’intersection de la compactification de Baily-Borel des variétés de Shimura
associées aux groupes symplectiques sur Q (de rang arbitraire).

Notre outil principal est le théoreme de Pink calculant les restrictions aux strates
de la compactification de Baily-Borel du prolongement d’un systeme de coeffi-
cients sur la variété de Shimura (cf [P2]). Pour les variétés de Shimura M¥(G, X)
considérées dans cet article, le théoréme de Pink s’écrit (cf le théoreme 2.2.1)

*Rj. FRV ~ FX¥ RD(T'y, RU(Lie(N), V).

j est l'inclusion de la variété de Shimura dans sa compactification de Baily-Borel
MY (G, X)*, V est une représentation algébrique du groupe G, FXV est le systeme
de coefficients associé a V, i est l'inclusion d’une strate associée a un parabolique
maximal P, N est le radical unipotent de P et I'y est un sous-groupe arithmétique
de la parte linéaire du quotient de Levi de P.

Pour pouvoir utiliser ce théoreme, nous donnons une nouvelle construction du
prolongement intermédiaire d’un faisceau pervers pur : Si j : U — X est I'inclusion
d’un ouvert non vide dans un schéma X séparé de type fini sur un corps fini et K
un faisceau pervers pur de poids a sur U, alors

K = w<oRj. K.

Dans cette formule, w<, est le tronqué pour la t-structure (* D<%(X),*D>%(X)),
olt “D<(X) (resp. Y D>%(X)) est la sous-catégorie pleine de la catégorie des com-
plexes mixtes sur X dont les objets sont les complexes qui ont tous leurs faisceaux
de cohomologie perverse de poids < a (resp. > a). Cette t-structure est assez inha-
bituelle, puisqu’elle est dégénérée et de coeur nul.

De plus, la t-structure (*D<% D21} sur un schéma stratifié s’obtient en
recollant les t-structures analogues sur les strates.

En combinant la formule ci-dessus et le théoreéme de Pink, on obtient le théoréme

principal de cet article (théoreme 4.2.1) :

Théoréme . On note ¢ la dimension de M®X(G,X). Soit V une représentation
algébrique de G sur laquelle le centre déployé de G agit trivialement. Si i est l'in-
clusion d’une strate de bord de M*(G,X)*, on a l’égalité virtuelle :

[i*ICy] = F*r (Z > (=1)cerdS=1 [RT (rs7RP(Lie(Ns»gig.V)ztr,qs,seS\{r})]) ,

S i€lg

ou ICy est le complexe d’intersection sur M¥ (G, X)* & coefficients dans V, défini
par la formule suivante :

IOy = (ju(FRV[e))[~d].

Les notations précises sont expliquées dans 4.2. Disons seulement que les ¢; sont
des entiers qui ne dépendent que des dimensions des différentes strates (on peut
prendre par exemple t; égal & 'opposé de la codimension de la i-iéme strate), que
S parcourt un systeme d’indices des sous-groupes paraboliques standard dont les
strates de bord associées dans la compactification de Borel-Serre réductive s’en-
voient sur la strate de la compactification de Baily-Borel considérée, que, si Pg est
le sous-groupe parabolique correspondant a S, alors Ng est le radical unipotent de
Pgs et I'g est un sous-groupe arithmétique de la partie linéaire du quotient de Levi
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Ps/Ng de Pg, et enfin que RI'(Lie(Ns), gig.V)>t,_, <ti_,,ses\{r} €st un tronqué
pour les poids de certains tores centraux de Pg/Ng.

L’action des correspondances de Hecke sur les complexes de systemes locaux
qui apparaissent dans ce théoreme est donnée par le théoreme 5.2.2. Grace a ce
théoreme, a un résultat de Kottwitz sur le comptage des points a valeurs dans
un corps fini ([K]) et a la conjecture de Deligne évoquée plus haut, on peut en
déduire une formule pour la trace sur la cohomologie du complexe d’intersection
a coefficients dans V' d’une correspondance de Hecke composée avec une puissance
assez grande du morphisme de Frobenius.

Du point de vue topologique, le complexe d’intersection peut étre calculé en
utilisant la compactification de Borel-Serre réductive. Plus précisément, Goresky,
Harder et MacPherson construisent une famille de complexes pondérés sur la com-
pactification de Borel-Serre réductive et montrent que le complexe d’intersection
sur la compactification de Baily-Borel est 'image directe de deux de ces complexes
pondérés par le morphisme naturel de la compactification de Borel-Serre réductive
sur la compactification de Baily-Borel (cf [GHM]).

Nous définissons en caractéristique finie des complexes pondérés analogues aux
images directes des complexes pondérés de Goresky, Harder et MacPherson, en rem-
plagant les troncatures par les poids pour les actions des tores centraux des groupes
associés aux composantes de bord par les troncatures par les poids de ’endomor-
phisme de Frobenius sur les strates de bord. Les premiers, a notre connaissance, a
utiliser ce type de méthode sont Looijenga et Rapoport dans [LR2]. Le théoréme
ci-dessus vaut en fait pour un complexe pondéré quelconque.

Passons en revue les différentes parties.

Les deux premiéres parties contiennent des rappels.

Dans la partie 1, nous introduisons les variétés de Shimura que nous comptons
étudier et leurs modeles entiers, puis nous rappelons les théoremes d’existence des
modeles canoniques sur Q de la compactification de Baily-Borel et des compactifi-
cations toroidales. En suivant Pink ([P2] 3.7), nous définissons une stratification du
bord de la compactification de Baily-Borel par des variétés de Shimura associées a
des groupes symplectiques plus petits. Enfin, nous rappelons rapidement certains
des résultats de Chai et Faltings sur les modeles entiers des compactifications.

La partie 2 présente la construction des systéemes de coefficients sur la variété
de Shimura provenant de représentations du groupe. Nous rappelons d’abord la
construction de ces systémes de coefficients sur les points complexes, puis nous
expliquons une méthode, due & Pink ([P2] 1), pour montrer que ces systémes de
coefficients proviennent de faisceaux étales sur les modeles canoniques. Ensuite,
nous énoncons le théoreme de Pink sur le prolongement de ces faisceaux étales a la
compactification de Baily-Borel.

La partie 3 est indépendante des autres. Dans un premier temps, nous y étudions
la t-structure (YD<%(X),*D>%(X)) définie plus haut et y montrons la formule
pour le prolongement intermédiaire d’un faisceau pervers pur K de poids a sur
un ouvert non vide j : U — X. Dans un deuxiéme temps, nous considérons des
t-structures sur un schéma stratifié X qui s’obtiennent en recollant des t-structures
(vD=e' wD>a"y sur les strates (avec un a’ qui dépend de la strate). Grace aux
propriétés de ces t-structures, nous obtenons si l'ouvert U est réunion de strates
une égalité entre les classes dans le groupe de Grothendieck d'un w<,Rj. K et d'une
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somme alternée de tronqués par le poids qui se calculent sur les strates contenues
dans X — U (théoreme 3.3.5).

Dans la partie 4, nous appliquons les résultats de la partie 3 aux variétés de
Shimura. Dans 4.1, nous définissons les complexes pondérés et montrons que deux
de ces complexes sont isomorphes au complexe d’intersection. Dans 4.2, a ’aide
du théoreme de Pink et du théoreme 3.3.5, nous obtenons une formule explicite,
dans le groupe de Grothendieck, pour la restriction a une strate de bord de la
compactification de Baily-Borel d’un complexe pondéré.

Dans la partie 5, nous traitons le cas des correspondances de Hecke. Nous com-
mengons par montrer, dans 5.1, quelques résultats généraux sur les correspondances
cohomologiques entre tronqués par le poids, en particulier un analogue pour les cor-
respondances du théoréme 3.3.5 (proposition 5.1.5). Dans 5.2, nous calculons expli-
citement les correspondances cohomologiques qui apparaissent au second membre
dans la proposition 5.1.5. Ce calcul ressemble beaucoup a celui fait dans 4.2, mais
il faut d’abord compléter le théoréeme de Pink par la proposition 5.2.3.

C’est un plaisir de remercier G. Laumon, qui a passé beaucoup de temps a
discuter avec moi. Je remercie également M. Harris pour ses critiques d’une premiere
version de mon texte, et R. Kottwitz, qui a corrigé ou simplifié les démonstrations
de certains résultats de la partie 3.

1. VARIETES DE SHIMURA ET LEURS COMPACTIFICATIONS

1.1. Variétés de Shimura. Pour tout d € N, on note

0 1
Jg = € GLy(Z)

et
(0 Ty
Jd,d = ( —J, 0 ) S GLQd(Z).

Le groupe général symplectique GSp,, est le schéma en groupes sur Z dont
I’ensemble des points & valeurs dans une Z-algebre A est

GSp,,(A) = {g € GL24(A) tq thd,dg = c(g9)Ja,a,c(g) € A}

G = GSpy, g est un groupe réductif connexe déployé¢ sur Q, de Q-rang semi-
simple d, ¢ : G — Gy, g est un caractére de G, et le groupe dérivé de G est
Spay g = ker(c).

On note X ou Xt (resp. X; ou X~) 'ensemble des morphismes h : S — Gg
(ot S = Re/rGyy est le tore de Serre) qui induisent une structure de Hodge pure
de type {(0,1),(1,0)} sur Q%¢, et tels que la forme bilinéaire R2¢ x R?¢ — R,
(v,w) — tvJy gh(i)w soit symétrique définie positive (resp. négative). G(R) agit
transitivement (par conjugaison) sur X = X U X, et le morphisme
a[d —de >

ho:z:a+le(de al,

est dans X, donc X ~ G(R)/Stabgr)(ho)-

Définition 1.1.1. Soient d,n € N*, S un schéma sur Z[1/n] et (A — S, A) un
schéma abélien sur S principalement polarisé et de dimension relative d. On note
Al[n] le schéma en groupes fini étale sur S des points de n-torsion de A. Une structure
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qui,
a un automorphisme du S-schéma en groupes Z/nZ s pres, envoie ’accouplement

de niveau n sur A est un isomorphisme (au-dessus de S) 1 : An] — (Z/ nZ)zd

de Weil A[n] x Aln] — Z/nZ ¢ associ¢ a A sur la forme bilinéaire alternée sur
(Z/nZ)** de matrice Jd.d-

Définition 1.1.2. On note Mg, le champ sur Z[1/n] des schémas abéliens prin-
cipalement polarisés de dimension relative d avec structure de niveau n.

M, est au choix de la forme alternée pres le champ défini par Chai et Faltings
dans [CF] IV.6.1, mais vu comme champ sur Z[1/n] (au lieu de Z[1/n, e2™/"], cf 1a
remarque [CF] IV.6.12). C’est un champ de Deligne-Mumford, lisse et de dimension
relative d(d + 1)/2 sur Z[1/n]. Sin > 3, Mg, est un espace algébrique, et méme
un schéma quasi-projectif sur Z[1/n]. La fibre générique de Mg, est la variété de
Shimura M¥4(") (G, X) associée & la donnée de Shimura pure (G, X) et au sous-
groupe ouvert compact Ky4(n) = Ker(GSde(Z) — GSpyy(Z/nZ)) de G(Ay). En
particulier, 'ensemble des points complexes de M, est

Man(C) = M (G, X)(C) = G(Q) \ (X x G(4)/Ka(n)):
Comme G = Ker(c) et ¢: G — Gy, g est surjectif, on a
mo(Man(C)) 2 RT*Q \ A /c(Ka(n)) = Q7 \ Af /e(Ka(n)) ~ (Z/nZ)*.

Sid=0,onaG = Gyg, X = {£1} = 71(R*) avec laction évidente de

G(R) =R*, et
Mo = Spec(Z[1/n, e*™/M)),

vu comme un schéma sur Z[1/n].

Soit d € N. Sin divise m, on a un morphisme évident 71 : My — Mg spec(z(1/m])
(qui est un morphisme d’oubli d’une partie de la structure de niveau). Ce morphisme
est fini étale galoisien de groupe Kg4(n)/Kq(m).

Soit g € G(Af). Si m € N est tel que Kq(m) C gKg(n)g™!, alors on a un
morphisme fini (de degré [gKq(n)g~! : Ka(m)]) et étale Ty : Mg mo — Manao
(cf [P1] 3.4 et 11.5). Sur les points complexes, ce morphisme T} est le morphisme

GQ\ (¥ x G(Af)/Ka(m)) — G(Q)\ (X x G(Af)/Ka(n))
[(z, )] — [(x; hg)].

En particulier, si m € N est tel que Kq(m) C gKa(n)g~! NKga(n), on dispose d'une
correspondance (T, T1) : Magmo — Mding X Mding-

Soit p un nombre premier ne divisant pas n; on note Z, le localisé en p de
I’anneau Z et Afc I’anneau des adeles finies dont la composante en p est triviale.
On suppose que I'élément g de G(Ay) fixé ci-dessus est en fait dans G(AIJZ). Alors,
si m € N est tel que p ne divise pas m et Kg(m) C gKg(n)g~!, le morphisme
Ty : Mam,g — Ma,n,q se prolonge en un morphisme Mgz, — Manz,
qui sera encore noté Ty (cf le début de [K] 6). Si de plus K4(m) C gKq4(n)g~'NKq(n),
on obtient donc une correspondance (T, T7) : Md,m,z(p) — Md,n,z<p) X Md,n,z<p)~

Remarque 1.1.3. Le choix de m n’a pas d’importance lorsque 'on s’intéresse a
laction de la correspondance (T, T7) sur la cohomologie. En effet, si I'on remplace
m par un multiple m’, la correspondance (T,,71) est remplacée par sa composée
avec le morphisme fini étale galoisien 71 : My m/ z.,, — Mam.z,, -
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~

Dans la suite, on suppose toujours n > 3 et on note G(Z), G(Z), etc, au lieu de
GSpy,(Z), GSpyy(Z), etc.

1.2. Compactifications sur Q. Nous allons énoncer quelques-uns des résultats
de Pink ([P1]) dans le cas particulier considéré. Commencons par rappeler la des-
cription des sous-groupes paraboliques maximaux de G. Le tore diagonal

A0 0
T=<A 0o . 0 s A AL, e, Aag € Gm@,/\T)\Qd_T_H =1
0 0 A

est un tore maximal de G, et l'intersection B de G avec le groupe des matrices
triangulaires supérieures de GLg4,g est un sous-groupe de Borel de G. On appelle
sous-groupes paraboliques standard de G les sous-groupes paraboliques de G qui
contiennent B. Tout sous-groupe parabolique de G est conjugué par G(Q) & un
unique sous-groupe parabolique standard, et les sous-groupes paraboliques standard
maximaux sont Pyg,...,Pg4_1, avec

A x %
P, = 0 B x |,ACeGLy,g,B € GSpy,. g 'AJy . C =c(B)Jy_,
0o 0 C
Soit r € {0,...,d — 1}. On note N,. le radical unipotent de P,.,
Id—r 0 *
U, = 0 L, O
0 0 Ig,

Q, = 0 B + |,BeGSpygqypCP,
0 0 I,
sir >0,
Gmolg *
QO - ( é(@ ¢ I > C P07

G, = Q,/N, et

A 0 0

Lg’r = 0 I O ,A, Ce GLd,T’Q, tAJd,rC =Jig_r p CL,.
0o o C

On a L, = Ly, x G, avec Ly, ~ GLg_rq et G, ~ GSpy,. . Si A est une Z-
algebre, on note Ly, (A) et G, (A) les images réciproques par ces isomorphismes de
GLq_(A) et GSp,,.(A).

Q, est le sous-groupe distingué de P, défini par Pink dans [P1] 4.7 (cf [P1]
4.25). On peut donc construire comme dans [P1] 4.11 un espace homogene ), sous
Q,(R)U,(C) et une application h, : J, — Hom(Sc, Q,c) tels que (Q,,Y,) soit
une donnée de Shimura mixte.

On note (G, X;) la donnée de Shimura pure (Q,,Y,)/N, (cf [P1] 2.9). Elle est
isomorphe & la donnée (GSpy, g, ) de la section 1.1.

On a une application “partie imaginaire” de ), dans U,.(R)(—1) = (2i7) ‘U, (R)
([P1] 4.14), et XT (resp. X~) est I'image réciproque d’un coéne ouvert convexe
C(X*,Q;) (resp. C(X,Q,)) de U, (R)(—1) ([P1] 4.15). Identifions U, (R)(—1) &
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My, (R). Alors, d’apres [P1] 4.26, le cone C(X1,Q,.) (resp. C(X~,Q,)) est I'en-
semble des matrices de la forme AJ;_,, avec A symétrique définie positive (resp.
négative).

Si P est un sous-groupe parabolique maximal quelconque de G, il est conjugué
par G(Q) a l'un des P,., et on peut donc associer & P une donnée de Shimura mixte
(Q,)), et une donnée de Shimura pure (Gp, Xp) = (Q,Y)/N, ot N est le radical
unipotent de P. Les données de Shimura mixtes (Q,)) sont appelées composantes
rationnelles de bord de (G, X) ([P1] 4.11).

On fixe n > 3, et on note K = Kg4(n).

La compactification de Baily-Borel partielle de X" est

X*:XI_IHXP,
P

ou P parcourt I’ensemble des sous-groupes paraboliques maximaux de G ; on munit
X* de la topologie de Satake (cf par exemple [P1] 6.2). L’action de G(Q) sur X se
prolonge en une action continue sur X*, et la compactification de Baily-Borel de
MYX(G,X)(C) est

M¥(G,X)"(C) = G(Q) \ (X" x G(Af)/K).

Elle a une structure canonique de variété complexe projective normale ([BB] 10.11).

Pink a montré que M¥(G,X)*(C) a un modele canonique M¥X(G,X)* sur
Q ([P1] 12.3), qui est un schéma projectif normal sur Q. Le modeéle canonique
M¥X(G,X) de MX(G, X)(C) est un ouvert dense de M¥(G, X)*. De plus, toujours
d’aprés [P1] 12.3, la stratification du bord de M (G, X)* de [P1] 6.3 et [P2] 3.7 est
définie sur Q.

Rappelons la définition de cette stratification (on suit [P2] 3.7). Soient r €
{0,...,d — 1} et g € G(Ay). On pose H,, = gKg ' NP, (Q)Q,(Af), Hpy, =
gKgil N LZ,T(Q)NT(AJ‘)a KQ,g,r = gKgil N QT’(Af)v KN,g,r = gKgil N NT(Af)v
Togr = Hogr/Kngr et Kgr = Kggr/Kn,gr C Gr(Af). Le groupe Hy , agit
sur M¥asr(G,, X,) et son sous-groupe distingué d’indice fini Hy 4,+Kg,g,r agit tri-
vialement. On note M%or(G,, X,)/H, , le quotient de la variété quasi-projective
MXar(G,, X,) par le groupe fini Hy,/He g, Kg,g,r- On a un morphisme

igr s M¥or (G, &) — MR (G, &)

qui est le composé du morphisme fini M*or(G,, X,) — Mo (G,, X,)/H,,, et
d’une immersion localement fermée. Sur les points complexes, 74, est donné par le
diagramme suivant :

MKQ’T(GM X,)(C) =——=G,(Q) \ (Xr x G-(Ay)/Kyr) [(z,gN(Ay))]
1§
Qr(A7)\ (X x Qu(Ag)/Kq,gr) [(z,9)]
M¥o(Gy, ,)(C)/Hy o = Pr(Q) \ (X, x P(Q)Q,(Ag)/Hy,) [(z,0)]

M¥(G, X)*(C) =——=G(Q) \ (X" x G(Af)/K) [(z, q9)]
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igr s'étend en un morphisme fini iy, : M¥or(G,, X.)* — MX(G,X)*. Les
images des morphismes i, forment une stratification du bord de M¥(G, X)*,
et on a Im(ig,) = Im(ig ) si et seulement si r = ' et P,.(Q)Q,(Af)gK =
P.(Q)Q-(Af)g'K.

Nous allons voir que 44, est une immersion.
Lemme 1.2.1. Le double quotient P,(Q)Q,(Ay) \ G(Af)/G(Z) est un singleton.

Il existe donc un systéme de représentants (g;),;e; dans G(Z) du double quo-

~

tient P, (Q)Q.(Ayr) \ G(Ay)/K. Comme K est distingué dans G(Z), les groupes
Hy, », He g, r, etc, ne dépendent pas de j; on les note donc H,., Hy ., etc. Comme
K = Ker(G(Z) — G(Z/nZ)), on voit que H,/Kn, = T's, x K, avec T'y, =
Ker(Ly,(Z) — Ly (Z/nZ)) et K, = Ker(G,(Z) — G,(Z/nZ)). En particulier,
H, = Hy, Kq,, et les iy, ., j € J, sont des immersions localement fermées. De
plus, les strates M%+(G,., X,.) sont isomorphes & la variété de Shimura M, nq de
la section 1.1.

La compactification de Baily-Borel M¥ (G, X)* n’est pas lisse si d > 3, mais elle
admet une famille de résolutions des singularités, les compactifications toroidales
(cf [AMRT] ou [P1] chapitres 6-9 pour la construction sur C, [P1] chapitre 12 pour
les modeles canoniques). Ces compactifications dépendent d’une décomposition en
cones admissible pour (G, X) ([P1] 6.4). Nous allons définir certaines décompositions
particulieres.

Il faut d’abord rappeler quelques définitions.

Soit (Q, Y) une composante rationnelle de bord de (G, X’). On note (cf [P1] 4.22)
C*(X1,Q) (resp. C*(X~,Q)) I'union des cones C(X*,Q’) (resp. C(X~,Q’)) pour
(Q’,Y’) parcourant I’ensemble des composantes rationnelles de bord entre (Q,))
et (G, X) (ie telles que Q C Q'). D’apres [P1] 4.26, pour tout r € {0,...,d — 1},
C*(X*T,Q,) C U.(R)(—1) (resp. C*(X~,Q;) C U.(R)(—1)) est égal & I'ensemble
des matrices AJy_,, ol A est symétrique positive (resp. négative) et le noyau de A
est défini sur Q.

Le complexe conique C(G, X) de (G, X) est le quotient de I'union disjointe sur
I'ensemble des composantes rationnelles de bord (Q, ) des C* (X1, Q)UC* (X, Q)
par la relation d’équivalence engendrée par les graphes des inclusions C* (X, Q') U
C*(X~,Q)cC*(XT,QUC*(X,Q) pour Q C Q' ([P1] 4.24).

Une décomposition en cones K-admissible S, pour (G, X) est une collection de
sous-ensembles de C(G, X) x G(Ay) qui vérifie les conditions (i) a (v) de [P1] 6.4.
En particulier, on demande que pour toute composante rationnelle de bord (Q,Y),
pour toute composante connexe X° de X et pour tout g € G(Ay),

Sad(XO?Qvg> = {U € Sad,O' C C*<X0’ Q) X {g}}

soit une décomposition (partielle) en cones polyédraux rationnels du cone C*(X°, Q) x
{9}

On note C' le coéne convexe de My(R) des matrices symétriques positives dont
le noyau est défini sur Q; on fait agir GL4(Z) sur C par (g, A) — gAtg. Soit S
une décomposition en cones polyédraux de C invariante par Paction de GLg(Z)
et telle que GL4(Z) \ S soit fini. On veut lui associer une décomposition en cénes
admissible S,q pour (G, X).

11 suffit de définir Suq(X*, Q, g) pour les composantes de bord minimales (Q, ))
de (G, X). Soit (Q,Y) une telle composante. On se rameéne par conjugaison au
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cas ou (Q,Y) = (Qq,)0).- On a vu plus haut que le cone C*(XT,Qq) (resp.
C*(X~,Qu)) était égal & CJg (resp. —CJy). Pour tout g € G(Ay), on pose

Sad(X+7 QOag) = {U'Jd7a € S} X {g}
Sad(Xia QOag) = {_U'Jd?o— € S} X {g}

Il est clair qu’on obtient bien une décomposition en cones admissible pour (G, X).
De plus, cette décomposition est complete (resp. lisse pour K) si et seulement si S
est complete (resp. lisse pour le réseau nMy(Z) C My(R), cf [P1] 5.2).
On note M¥(G, X, S) la compactification toroidale associée. Si S est complete
et lisse, MX(G, X, S) est projective et le bord M¥(G, X, 8) — M¥(G, X) est une
union de diviseurs lisses a croisements normaux.
L’identité M ¥ (G, X) s’étend en un morphisme surjectif MX(G, X,S) — M¥X(G, X)*.
Les images inverses des strates de M X (G, X)* forment une stratification du bord de
MY (G, X,8), et on sait décrire ces strates et les complétés formels de M¥ (G, X, S)
le long de ces strates en termes de certains plongements toriques ([P2] 3.10).

1.3. Compactifications sur Z. Dans cette section, (G, X’) est la donnée de Shi-
mura (GSpy, g, Xq) de la section 1.1. On suppose toujours n > 3, et on note
K= Kd(n)

Soit § une décomposition en cones polyédraux du cone C' de la section 1.2. On
suppose que S est invariante par action de GL4(Z), compleéte et lisse pour le réseau
My(Z), et que GL4(Z) \ S est fini. Chai et Faltings ([CF] IV.6.7) ont montré que
la compactification toroidale M¥(G, X, S) a un modele entier M, (S) D My :
Mg (S) est un espace algébrique propre et lisse sur Z[1/n] dont la fibre générique
est MX(G, X, S), et le bord Mg ,,(S)— Mg, est un diviseur & croisements normaux
relatif sur Z[1/n]. Si n divise m, le morphisme 77 : Mg m — Mg, z01/m) s€
prolonge en un morphisme Mg, (S) — Mg, 271 /m)(S), qu'on notera Ti.

En utilisant les compactifications toroidales, Chai et Faltings ont aussi construit
un modele entier de M¥(G,X)* ([CF] V.2.5) : un schéma M5, D Ma,, normal
et projectif sur Z[1/n], dont la fibre générique est M¥(G, X)*. De plus, on a une
stratification de M3, —Mag,,, par des M,.,, 0 < r < d—1, qui étend la stratification
de la section 1.2, et 'adhérence d’'une strate est isomorphe & sa compactification
de Baily-Borel ([CF] V.2.5 (4)). On notera toujours iy, et iy, les prolongements
des morphismes i, , et i,, de 1.2. Si n divise m, le morphisme T} : Mg, —
M a,nz(1/m) se prolonge en un morphisme My — MZ,H,Z[l/m]’ qu’on notera T} .

Lemme 1.3.1. Soient p un nombre premier qui ne divise pas n et g € G(A?).
Alors, si m > 3 est tel que p ne divise pas m et Kg(m) C gKq(n)g™t, le mor-
phisme T : Md7m7z(p) — Md,n,Z(p) de 1.1 se prolonge en un morphisme Tg :
Zﬂn,Z(m - MZ:”’Zm'
Démonstration. Supposons d’abord d > 2. On note w le faisceau canonique sur
Man et sur Mg, (cf [CF] 1.4.11). D’apres le principe de Koecher ([CF] V.1.8
(iii)) et le point (3) du théoreme V.2.5 de [CF], le schéma My, est canoniquement
isomorphe & Proj( @ I'(Mg.n,w®*)), et on a une formule analogue pour MG, Le
keN

lemme en résulte.

Si d = 1, il n’existe qu’une seule décomposition en cones polyédraux complete
S,etona M}, = Myn(S), M}, = Mamn(S). Le lemme est une conséquence du
corollaire V.6.11 de [CF].
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Sid=0,ona Mg, =M}, et My, =M,  , doncil n’y arien & prouver.
O

Enfin, le morphisme M¥(G, X,S8) — MX(G, X)* se prolonge en un morphisme
Man(S) — My, ([CF] IV.2.5 (2)), et on a une description analogue a celle de
[P2] 3.10 des images inverses des strates de M}, ([CF] IV.6.7 (4), IV.6.11 et V.2.5

(5))-

2. SYSTEMES DE COEFFICIENTS ET THEOREME DE PINK

Dans cette section, (G, X) est la donnée de Shimura (GSpy, o, Xq) de la section
1.1, n est un entier > 3, K = K4(n) C G(Ay), et £ est un nombre premier.

2.1. Systémes de coefficients. Si V est une représentation algébrique de G(Qy)
dans un Qg-espace vectoriel de dimension finie, on peut lui associer un systeme local
de Q-espaces vectoriels sur M¥(G, X)(C),

G(Q\(V x X x G(Af)/K) — G(Q) \ (¥ x G(As)/K) = M*(G, X)(C)

(G(Q) agit diagonalement). Langlands a montré que ces systémes de coefficients
provenaient de faisceaux f-adiques lisses sur M¥(G, X)c (cf [L] p 34-38). Nous
allons rappeler ici la méthode de Pink pour étendre ces systémes de coefficients au
modele entier.

Soit ¢ : X — X un revétement étale galoisien de groupe profini I'. Pink a
construit dans [P1] 1.10 un foncteur exact

KD, - MOdF — EtX

de la catégorie Modr des I-modules & gauche continus (discrets) dans la catégorie
Etx des faisceaux abéliens étales sur X. Pour tout M € Modr, on a

prpM = (M ® limpa,Z)",
A

ou A parcourt l’ensemble des sous-groupes ouverts distingués de I' et pa est le
revétement étale fini X /A — X. Les fibres de up ,M sont données par la propo-
sition suivante :

Proposition 2.1.1. ([P2] 1.10.4) Soit M un objet de Modp. Soit xo un point
de X, k son corps résiduel, k une cléture séparable de k, x - Spec(%) — X le
point géométrique de X correspondant, T : Spec(%) — X un point géométrique
de X au-dessus de x. Pour tout o € Gal(k/k), on note (o) Uunique élément de
T tel que 0.7 = 2.4p(0). Alors ¢ : Gal(k/k) — T est un morphisme continu, et
la fibre de ur (M) en x est isomorphe & M avec Uaction de Gal(k/k) donnée par
o.m = y(o).m.

De plus, on sait calculer les images inverses des ur M par certains revétements
étales, grace au lemme ci-dessous, qui est un cas particulier de [P2] 1.11.5 :

Lemme 2.1.2. Soit I un sous-groupe fermé de . On note ¢’ : X — X' = )?/F’
et f: X' — X les morphismes évidents.
Alors, pour tout M € Modr, on a un isomorphisme canonique

fpur oM ~ urs o Rest, M.
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Revenons a la situation du début. On note Repg(q,) la catégorie des représentations
algébriques de G(Qy) dans des Q-espaces vectoriels de dimension finie, et K,
I'image de K dans G(Qy). On fait agir G(Ay) sur les objets de G(Qg) via la pro-
jection G(Af) — G(Qy).

Soit

Md,n = (hilMd,érn-
reN

/\//\ld,n est un schéma sur Z[1/¢n] (il n’est pas localement de type fini), et le mor-
phisme évident ¢ : Mg, — Mgn[1/f] = Mgn|spec(zi/ng) €St un revétement
étale galoisien de groupe K.

Définition 2.1.3. Soit V' € Repg(qg,)- On choisit un Zy-réseau A C V' invariant
par Ky, et on pose
FRYV = Q@ lim px, o(A/€™A).
meN

C’est un faisceau (-adique lisse sur Mg ,[1/4], qui & isomorphisme prés ne dépend
pas du choix de A. On obtient donc un foncteur exact FX de Repg(q,) dans la
catégorie des faisceaux f-adiques sur M, ,[1/€], et on notera encore F¥ son foncteur
dérivé.

Pour toute V' € Repg(q,), 'analytisé de I'image réciproque de FRV sur MX(G, X)¢
est le systeme de coefficients défini au début de cette section (cf [P2] 5.1).

On s’intéresse enfin aux poids des faisceaux obtenus. On dira qu’une représentation
V de G(Qy) est pure de poids ¢ si le centre G, g.J2¢ de G agit sur V par le ca-
ractere x —— !, et qu’elle est de poids < ¢ (resp. > t) si elle est somme de
sous-représentations pures dont les poids ¢’ vérifient ¢ < t (resp. t' > t).

Proposition 2.1.4. ([P2] 5.6.6, voir aussi [LR2] 6) Pour toute représentation
V € Repg(q,), le faisceau (-adique lisse FRV est mizte (au sens de [D] 1.2.2), et
il est pur de poids —t si V' est pure de poids t.

2.2. Prolongements des systémes de coeflicients & la compactification de
Baily-Borel. Dans cette section, on utilise les notations des sections 1.2 et 2.1.
En particulier, pour tout € {0,...,d — 1}, on note Hy,, = KNP, (Q)N,(Af) et
Tyr=H,/(Hp NN, (Ay)) (c’est un sous-groupe arithmétique de la partie linéaire
Ly, de L,).

Nous allons énoncer le théoreme principal de [P2] pour les variétés de Shimura
considérées. Remarquons d’abord que, comme expliqué dans [P2] 4.9, comme on
dispose des modeles entiers Mg ¢rn, 7 € N, et de compactifications de Baily-Borel
et toroidales de ces modeles sur Z[1/¢n] qui vérifient les propriétés de [P2] 3.7-3.11,
la preuve du théoréme [P2] 4.2.1 s’étend aux modeles entiers si on ne consideére que
des faisceaux de Zy-torsion. On obtient donc le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. On note j limmersion ouwverte Man[1/¢] — M [1/£]. Pour
tout V € D*(Repg(q,)), pour tousr € {0,...,d—1} et g € G(Z), on a un isomor-

phisme canonique

i;’er*}"KV FR-RU(Hyy g.V)

FK RU(Ty,,, RT(Lie(N,), g.V)),

~
~

ot g.V est V avec laction de G(Qy) donnée par (h,v) — (g; “hge).v.
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Démonstration. Le premier isomorphisme est celui de [P2] 4.2.1, compte tenu des
remarques ci-dessus et du fait que H, /H, , = K,.. Le deuxiéme isomorphisme vient
de lisomorphisme canonique RI'(Hy,, ) >~ RI'(T'y,, RT'(Ky,r, )), du lemme 5.2.2
de [P2] (qui dit que la cohomologie continue de Ky, est égale a la cohomologie du
groupe discret Ky, NN,.(Q)) et du lemme ci-dessous, qui est une version algébrique
du théoreme de van Est.

O

Lemme 2.2.2. Soient U un groupe algébrigue unipotent connexe sur Q et I'y un
sous-groupe arithmétique de U(Q). On note Mody la catégorie des limites induc-
tives de représentations algébriques rationnelles de dimension finie de U (ou, ce
qui revient au méme, de Lie(U)), et Ay la Q-algébre des polynémes a coefficients
rationnels sur U(Q), qui contient la sous-algébre Q des constantes. Pour tout M,
on définit une suite exacte

0— M 2% 19(M) 25 1Y (M) 22 12(M) = ..
par :

o uy: M — I°(M) est linjection évidente M ~ M @Q — M® Ay = I°(M) ;

o pourtouti € N, w1 : I'{(M) — I'T1(M) est le morphisme évident I'(M) —
Coker(u;) — Coker(u;) @ Ay = I'tH(M).

Alors :

(i) Pour tout M € Mody, M ® Ay est un objet injectif de Mody et un objet
acyclique pour le foncteur ( )'U (invariants par Ty ).

(i) Pour tout M € Mody, le morphisme suivant est un isomorphisme :

RT(Lie(U), M) = RD(U(Q), M) ~ I*(M)Y® — 1*(M)F'v ~ R(T'y, M).

Ce lemme est prouvé dans [GHM] 24.
Enfin, la compatibilité de I'isomorphisme du théoréeme de Pink avec les mor-
phismes T, de la section 1.1 est explicitée dans la proposition ci-dessous :

Proposition 2.2.3. ([P2] 4.8) Soient p # ¢ un nombre premier qui ne divise pas
n et g € G(AL). On choisit m > 3 tel que Kq(m) C gKa(m)g™1, et on note K =
Ka(m) et j' : Mg m — M, Uinclusion. Soient h € G(Z) et r € {0,...,d — 1}.
On fize ' € G(Z), q € P.(Q)Q-(Af) NG(AY) et k € K tels que hg = gh'k. On
note iy, . linclusion de lﬁ strate My, dans My, définie par h.

Alors le morphisme Ty : M27m7z(p) — M§7n,Z(p) envoie limage de i/h,r ians
celle de ip -, et le morphisme My m 7, — My n g, obtenu en restreignant Ty a
ces images est Tg, ot G est l'image de q dans GT(A?).

Soit V € Db(Repg(Qz)). D’apreés le théoréme de Pink et le lemme 2.1.2, on a
des isomorphismes canoniques

T2y,  Rj FRV ~ T2 FXRU(Hy,, h.V) ~ FX-RD(Hy,,., gh'.V) ~ FX-RU(Hy ., hg.V)
i RLTIFRV ~ ), “RjLFR gV ~ FXCRD(H ., hg.V),

ou le dernier isomorphisme de la premiére ligne vient de l’isomorphisme qgh'.V —
gh'k.V = hg.V, v — k.v. Par ces isomorphismes, le morphisme de changement
de base

Triy,  RjFRV =iy “ToRLFE(V) S50, “RiLTIFE(V)
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correspond au morphisme induit par l’inclusion HZ,T C Hyp
’ ’
FXrRU(Hy,p, hg.V) — FErRU(HY ., hg.V).
3. PROLONGEMENT INTERMEDIAIRE DES FAISCEAUX PERVERS PURS

Cette partie est indépendante des autres.

On fixe un corps fini F,; et un nombre premier ¢ inversible dans F,. Tous les
schémas sont séparés de type fini sur F,. Si X est un schéma, on note D, (X, Q)
la catégorie des complexes f-adiques mixtes sur X (au sens de [BBD] 5.1.5; en
particulier, les complexes sont & poids entiers), munie de la t-structure donnée par
la perversité autoduale.

Soient X un schéma et j : U — X un ouvert non vide de X. Le premier objectif
de cette partie est d’écrire j. K, ou K est un faisceau pervers pur sur U, comme
un certain tronqué par le poids de Rj,K (théoreme 3.1.4). Le deuxiéme objectif
est de calculer la trace d’une puissance ® de I’endomorphisme de Frobenius sur la
cohomologie de ji, K en fonction de la trace de ® sur la cohomologie de Rj.K et
de complexes de méme type supportés par X — U (théoreme 3.3.5).

3.1. Troncature par le poids dans D% (X, Q).

Proposition 3.1.1. Soit X un schéma sur F,. Pour tout a € Z U {£o0}, on note
YDSAUX), ou YD 8%l n’y a pas d’ambiguité sur X, (resp. YDZ*(X) ou ¥ D>?)
la sous-catégorie pleine de D8 (X, Q) dont les objets sont les complexes miztes K
tels que pour tout i € Z, PH'K soit de poids < a (resp. > a). Alors :

(i) D= et D2 sont des sous-catégories stables par décalage et extensions
(cf [BBD] 1.2.6) de DP,(X,Qy) (en particulier, ce sont des sous-catégories
triangulées). La dualité de Poincaré échange Y DS et *DZ~%, Sia < a’, on
a“Ds*nvD>" = 0.

(ii)) On a WD<%(1) = *D="2 ¢t *D2%(1) = “ D292 (ou (1) est le twist d la
Tate).

(iii) Pour tous K € *D=® et L € *D=%"1 on a RHom(K, L) = 0.

(iv) Pour tout a € ZU{+oc}, (VD= W DZ29F1) est une t-structure sur DL, (X, Q).

Cette proposition sera démontrée dans la section 3.2.

D’apres [BBD] 1.3.3, linclusion ¥ D= C D? (X, Q) (resp. “*D=% C D% (X, Qy))
admet un adjoint & droite (resp. & gauche), qu’on notera w<, (resp. w>,), et pour
tout K € Db (X,Qy), il existe un unique morphisme wsq+1K — (w<,)K[1] qui
fait du triangle suivant un triangle distingué

W< K — K — w41 K — (w< K)[1].
Ce triangle est, & isomorphisme unique pres, l'unique triangle distingué A —
K — B 1L avec A € "DSa et B € wpzatl (toujours d’apres [BBD] 1.3.3).
Comme la dualité de Poincaré échange “ D% et “ D=~ elle échange aussi w<,

et w>_q4.

Remarques 3.1.2. (1) “D=%n’est pas la catégorie des complexes mixtes de poids
< a : un complexe mixte K est de poids < a si et seulement si PH K est de
poids < a 4 i pour tout ¢ € Z ([BBD] 5.4.1), et cette condition est différente
de la condition qui caractérise les objets de ¥ D<¢,

(2) Le décalage de 1 dans la définition de la t-structure est nécessaire : (¥ DS, % D2%)

n’est pas une t-structure.
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(3) (WD=® wDZa+1) est une t-structure quelque peu étrange : son coeur est nul,
et elle ne donne donc pas lieu a une théorie cohomologique intéressante. De
plus, YD et ¥ DZ%*! sont, des sous-catégories triangulées de D% (X, Q) (en
particulier, elles sont stables par le foncteur [1]), ce qui est inhabituel.

(4) Si K est un faisceau pervers mixte, w<, est simplement le plus grand sous-
faisceau pervers de K de poids < a, et w>q K est le plus grand quotient pervers
de K de poids > a ([BBD] 5.3.5). Beilinson a montré dans [B] que le fonc-
teur “réalisation” ([BBD] 3.1.9) de la catégorie dérivée bornée de la catégorie
des faisceaux pervers mixtes sur X dans D? (X, Q) est une équivalence de
catégories. Si K € D! (X,Qy) est représenté par un complexe C* de fais-
ceaux pervers mixtes, alors w<, K (resp. w>,K) est représenté par le complexe
(w<oC™) (resp. (w>,C™)).

La proposition suivante donne quelques propriétés des foncteurs w<, et w>g.

Proposition 3.1.3. (i) Pourtout K € D% (X,Qy), on a w<q(K (1)) = (w<q+2K)(1)
et wsa(K(1)) = (wsa42K)(1). ,
(ii) Soit K € D% (X,Qy). L’image par PH* de la fléche de cobord w>q41 K —
(w<o K)[1] est nulle pour touti € Z, donc la suite exacte longue de cohomologie
perverse du triangle distingué

1
Weok — K — wsq K 5

donne des suites exactes courtes de faisceaux pervers
0 —PH'w<o K — PH'K — PH'w>q41 K — 0.

(1ii) w<q et ws, commutent au foncteur de décalage [1], et ils envoient les tri-
angles distingués de D5, (X,Qq) sur des triangles distingués.

(v) w<, et w>, envoient la catégorie abélienne des faisceaux pervers miztes
dans elle-méme, et leurs restrictions a cette catégorie sont des foncteurs exacts.
Pour tout K € D% (X,Qy), pour tout i € Z, on a

we,(PH'K) =PH'w<, K
wso(PH'K) = PH'ws K.
(v) Soit f : X — Y un morphisme. Si la dimension des fibres de f est inférieure
ou €gale a d, alors

RA(WD=*(X)) C “D=*(Y)
Rf.("D>%(X)) C “D=""(Y)
F7("DA(Y)) € P DS (x)
J(D2(Y)) € vD=(X),
La démonstration des propositions 3.1.1 et 3.1.3 sera donnée dans la section 3.2.

Théoreme 3.1.4. Soient a € Z, X un schéma séparé de type fini surFq, j: U —
X un ouvert non vide de X, et K un faisceau pervers pur de poids a sur U. Alors
les fleches canoniques

W T — ji K — w< Rj. K
sont des isomorphismes.

Si K est le faisceau constant Qp, cette formule est a rapprocher des formules
4.5.7 et 4.5.9 de P'article [S] de Morihiko Saito.
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Démonstration. Il suffit de montrer que la deuxieme fleche est un isomorphisme
(le cas de la premiere fleche en résulte par dualité). Cela découle des trois points
suivants (¢ est I'inclusion de X — U dans X) :
(1) Un complexe K € Dt (U, Q) a au plus un prolongement L € D% (X, Q) tel
que i*L € *D<% et i'L € “DZ%+L, En effet, soient L, L’ € D! (X, Q). On a
un triangle distingué

RHom(i*L,i'L') — RHom(L, L") — RHom(;*L,j*L') =% .

Sii*L € “D<%et i'L € *D=%"1 alors RHom(i*L,i'L') = 0 d’apres le (iii) de
la proposition 3.1.1, donc on a un isomorphisme

RHom(L,L') = RHom(j*L, j*L").

(2) Soit K € D, (U,Qy). On note L = w<,Rj. K. Alors i*L € “D<% par le (iv)
de la proposition 3.1.3. De plus, on a un triangle distingué

L — R]*K — w2a+1Rj*K +—1>a
d’ot1 un isomorphisme
i'wsay1RjK[—1] == i'L.

D’apres le (iv) de la proposition 3.1.3, i'L € W DZo+L,

(3) Soit K un faisceau pervers pur de poids a sur U. Alors 5. K est pervers pur
de poids a sur X par [BBD] 5.4.3, donc, par [BBD] 5.1.14 et 5.4.1, pour tout
k € Z, PH*i*j, K est de poids < a + k et PH*i'j,, K est de poids > a + k.
D’apres le lemme 3.5.1 de la section 5 & la fin de cette partie, P H*i*jj, K = 0
sik >0 et pH’“i!jg*K = 0 si k£ < 0, donc, pour tout k € Z, kai*jg*K
est de poids < a — 1 et pHikIjg*K est de poids > a + 1. Autrement dit,
i*ji K € YDSe—l c wDSe et 4, K € wD2ot

O

3.2. Preuve des propositions de la section 3.1. Dans cette section, nous allons
prouver les propositions 3.1.1 et 3.1.3 de la section précédente.

Démonstration de la proposition 8.1.1. (i) Il est clair que *D<% et ¥ D2 sont
stables par décalage et que la dualité de Poincaré échange ¥ D<® et ¥ DZ~,
Pour montrer la stabilité par extensions de “D<® (resp. ¥ D=?), il suffit de
prouver que la catégorie des faisceaux pervers de poids < a (resp. > a) est une
sous-catégorie épaisse de la catégorie des faisceaux pervers, c’est-a-dire stable
par noyaux, conoyaux et extensions. Par dualité, il suffit de traiter le premier
cas. La stabilité par noyaux et conoyaux résulte de [BBD] 5.3.1, et la stabilité
par extensions se prouve facilement & partir de [BBD] 5.1.9. Supposons que
a < o'. En appliquant la fin de [BBD] 5.1.8 aux objets de cohomologie perverse,
on voit que D= N wpza' —

(ii) Evident.

(iii) Voir le premier des lemmes ci-dessous.

(iv) La condition (ii) de [BBD] 1.3.1 est évidente. La condition (i) résulte du
point (iii) ci-dessus, et la condition (iii) est prouvée dans le deuxiéme des
lemmes ci-dessous.

O
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Lemme 3.2.1. Soient X un schéma séparé de type fini sur F,, K,L € D% (X, Q)
et a € Z. On suppose que pour tout i € Z, PH'(K) est de poids < a et PH(L) de
poids > a+ 1. Alors RHom(K, L) = 0.

Démonstration. Pour tout ¢ € Z, on a un triangle distingué

rr o 41
PreiaL — Pr;L — PH'L[—i] RN

d’ou un triangle distingué
RHom(K,P7<; 1L) — RHom(K,P7<;L) — RHom(K,?H'L)[~i] .

Si on montre le résultat pour L pervers, on pourra, grace a ces triangles, en déduire
le résultat pour L quelconque en faisant une récurrence sur le cardinal de {i €
Z tq PH'L # 0}. On peut donc supposer L pervers. On se raméne de méme au cas
ou K est pervers.

Notons F' le morphisme de Frobenius géométrique. D’aprés [BBD] 5.1.2.5, on a
pour tout ¢ € Z une suite exacte

0 — Ext'™'(Kz, , Ly, )r — Ext'(K, L) — Ext'(Kg , Lz )" — 0.

K est de poids < a et L de poids > a + 1, donc Exti(KFq, LFq) est de poids > i
pour tout ¢ € Z ([BBD] 5.1.15 (i)). On en déduit que si ¢ > 0, Exti(K@q,L@q) est
de poids > 0, donc que

i i F
Ext (Kﬁq s L?Q)F = Ext (Kﬁq 5 Lﬁq) =0
(comme dans la preuve de [BBD] 5.1.15). 4

D’autre part, K et L sont pervers (donc KE et LFQ aussi), d’olt EXtZ(KE , LR) =
0 pour ¢ < 0.

Finalement, on a obtenu : pour tout i € Z,

Ext'(Kg,, Ly, )r = Ext'(Kg, Lg,)" = 0.
Les suites exactes ci-dessus impliquent que, pour tout ¢ € Z,
Ext’(K,L) =0,

ce qui est le résultat cherché.

O

Remarque 3.2.2. Le lemme ci-dessus reste valable, avec la méme preuve, pour une
perversité arbitraire (vérifiant les conditions de [BBD] 2.2.1).

Lemme 3.2.3. Soit X un schéma séparé de type fini sur Fy. Alors pour tout a € Z
et tout K € DY (X,Qy), il existe un triangle distingué dans D%, (X, Qy)

K — K — K, =4

tel que pour tout i € Z, PH' K, soit de poids < a et PH' Ky de poids > a + 1.

Démonstration. On fixe a € Z et on raisonne par récurrence sur card({i € Z tq PH'K #
0}).

Supposons qu’il existe i € Z tel que K ~ P H!K[—i]. Alors, d’apres [BBD] 5.3.5,
il existe un sous-faisceau pervers L C PH'K de poids < a tel que PH'K /L soit de
poids > a + 1. 1l suffit de poser K; = L[—i] et Ko = (PH'K/L)[—i].

Soit K € DP (X,Qy) tel que n = card{i € Z tq PH'K # 0} > 2. Supposons
le lemme prouvé pour tous les K’ € D’ (X, Qy) tels que card{i € Z tq PH'K' #
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0} < n, et montrons-le pour K. Il suffit de montrer le résultat suivant : si on a un
triangle distingué de D?, (X, Qy)

K — K — K"+,

et que la conclusion du lemme vaut pour K’ et K", alors elle vaut aussi pour K.
On se donne donc des triangles distingués dans DY, (X, Q)

+1 +1
! 1
K2 K2
K’ K K
A 1’
Kl Kl

et on suppose que pour tout i € Z, PH K} et PH'K/' sont de poids < a et PH K}
et PH'KY de poids > a+ 1; autrement dit, K| et K} sont dans Y D<% et K} et K
sont dans ¥ D=+, D’apres le lemme 3.2.1, RHom(K{, K4[1]) = 0, donc il existe
un unique morphisme K{ — K/[1] qui fait commuter le carré

K —— K{[1]

| ]

K" —— K'[1]

D’apres [BBD] 1.1.11, on peut compléter le diagramme commutatif en traits pleins
pour obtenir un diagramme dont les lignes et les colonnes sont des triangles dis-
tingués et dont tous les carrés sont commutatifs, sauf le carré marqué —, qui est
anticommutatif :

K[l — K1[2] - — » Kui[2] - - » K{[2]

¢
‘ —
I
Ky — — 5 Kb[1] - — » Ks[1] - — » KY[1]
/P
I
I
K" — K'[1] K1 K"[1]
/P A
I
I
K — KI[1] - — » Ky[1] - — » KV'[1]

Comme ¥ D=% et * DZ%*! gont stables par extensions (proposition 3.1.1 (i)), K; €
wDSe ot Ky € WD20H,
O
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Démonstration de la proposition 3.1.3. (i) Soit K € D? (X,Q). On a un tri-
angle distingué
(wear2F)(1) — K(1) — (wsas2K)(1) =
avec (w<q12K)(1) € YD et (wsq2K)(1) € “D>2, d’olt des isomorphismes
canoniques w<q(K (1)) = (w<q+2K)(1) et wsq(K (1)) = (Wsar2K)(1).

(ii) Soient K € D (X,Qy) et i € Z. Comme P H'ws,41 K est de poids > a + 1
et que PH M w<, K est de poids < a, la fleche PH w> o1 K — PH wo K
est nulle par [BBD] 5.3.1.

(iii) et (iv) Il suffit de prouver les assertions pour w<,, celles pour ws, en
résultant par dualité. w<, commute au décalage parce que “D<® est inva-
riante par décalage. Soit K un faisceau pervers mixte. Si L est le plus grand
sous-faisceau pervers de K de poids < a, alors K/L est de poids > a+1 ([BBD]
5.3.5). Donc w<o K = L, et w<,K est pervers. L’exactitude de la restriction
de w<, & la catégorie des faisceaux pervers mixtes provient de la fin de [BBD]
5.3.5 (le fait que les morphismes sont strictement compatibles a la filtration
par le poids). Soient K € DP (X,Qy) et i € Z. D’apres (ii), on a une suite
exacte de faisceaux pervers

0 — PH'we, K — PH'K — PH'wsq 1 K — 0

avec P H'w<, K de poids < a et P H'w> 441 K de poids > a+1, donc P H'w<, K =
w<o(PH'K). Le fait que w<, envoie les triangles distingués sur des triangles
distingués résulte de la preuve du lemme 3.2.3.

(v) Les inclusions résultent de [BBD] 4.2.4 et 5.1.14. Traitons par exemple le cas
de Rfi. Soit K € “D<%(X). Pour tous i,j € Z, PHK est de poids < a par
définition de “D=*(X), donc Rfi’PH'K est de poids < a par [BBD] 5.1.14,
et PH(RfPHIK) est de poids < a + i par [BBD] 5.4.1. Or, par [BBD] 4.2.4,
PHY(RAPHIK) = 0sii > d, donc PH(Rfi’PH'K) est de poids < a + d pour
tous ¢,j € Z. En utilisant la suite spectrale

EY =PHY(RfPH'K) = PH'Y'RfiK,

on voit que PHF*Rf K est de poids < a + d pour tout k € Z.
O

3.3. t-structures recollées. Nous utiliserons la notion suivante de stratification :

Définition 3.3.1. Soit X un schéma séparé de type fini sur F,. Une stratification
de X est une partition finie (S;)o<i<n de X par des sous-schémas localement fermés

(les strates) telle que pour tout ¢ € {0,...,n}, S; est ouvert dans X — U S;.
0<j<i

Soit X un schéma muni d’une stratification (Sk)o<r<n. Pour tout k£ € {0,...,n},
on note i l'inclusion de Sy dans X. U = Sj est un ouvert de X ; on note j = ig :
U — X Tlinclusion.

La proposition suivante est un cas particulier de [BBD] 1.4.10.

Proposition 3.3.2. Soit a = (ag,...,a,) € (ZU {£oo})"*t. On note * D=%(X)
ou W D=2 (resp. “D>%(X) ou “D>2) la sous-catégorie pleine de D° (X, Q) dont
les objets sont les complexes mixtes K tels que pour tout k € {0,...,n}, i; K €
WD (Sy) (resp. iy K € WD>%(Sy)).

Alors (W D=2 % D>9) est une t-structure sur D (X, Q).
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On note aussi ¥ D=(30,-an) — wpn>(ao—1,...an—1) ] egt, évident d’apres la définition
de W D=2 et ¥ D>2 que ce sont des sous-catégories stables par décalage et extensions
de Db (X,Qy), que la dualité de Poincaré échange * D=2 et * DZ~2 et que

ng(ao,..A,an)(l) _ ng(a0—27...,an—2)

wD>(a07...,a,,L) (1) _ wD>(aof27...,a,,L72).

D’aprés [BBD] 1.3.3, I'inclusion “ D<¢ C Db (X, Q) (resp. “D>2 C D? (X,Qy))
admet un adjoint & droite (resp. & gauche), qu'on note w<, (resp. ws,). Pour tout
K € DY, (X,Qy), il existe un unique morphisme w-,K — (w<,K)[1] tel que le
triangle

WK — K — w5o K — (w< o K)[1]
soit distingué. De plus, & isomorphisme unique pres, il existe un unique triangle
distingué K’ — K — K" =% avec K’ € “D<¢ ¢t K" € “D>q.

Enfin, la dualité de Poincaré échange w<, et w>_, (car elle échange Y D=2 et
w DZ*Q)_

Lemme 3.3.3. Siay = --- = a, = a, alors (*D<%,YD>%) est la t-structure
(vD=%(X),*D>%(X)) de la section 3.1.

Démonstration. Soit K € WD<%. D’apres le (iv) de la proposition 3.1.3, pour tout
k € {0,...,n}, itK € “D=%(Sy). Donc K € “D=2. Par dualité, on a “D>* C
wD>g_

Soit K € “D=2. On a un triangle distingué

1
wgaK—>K—>w>aK+—>.

D’apres ce qui précede, w<, K € “D<% et ws, € *D>%, donc w<, K = w<, K = K,
et K € “D<¢ Par dualité, on a *D>¢ C “D>°,
O

Proposition 3.3.4. Pour tous a € ZU {£oo} et k € {0,...,n}, on note
w’;z = W< (+00,...,400,a,+00,...,400)

ko _
W3 g = W>(—o0,...,~50,a,~00;...,~0)

ot, dans les deuz formules, le a est en k-iéme position (et on commence ¢ compter
a0).
(i) On a

_ n
W>aq = W>q,, 077" 0 W>gy-

(ii) Soient a € Z U {+oco}, k € {0,...,n} et K € Db (X,Qy). Alors on a des
triangles distingués (uniques & isomorphisme unique preés)

: ; +1
w%aK — K — Rigwsqip K —

. .1 +1
W<ty K — K — w’;aK —.

Démonstration. (i) Il suffit d’appliquer plusieurs fois [BBD] 1.4.13.1.
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(i) 1 suffit de traiter le cas de w¥, (celui de wk, en résulte par dualité). On
définit a € (Z U {Foo})"*! par : a, = +oo et sir £k, et a, = a.
On note L = Ripwqi K € “D>%, et on complete le morphisme évident

K Y, Ri iy K — L en un triangle distingué L' — K — L Al

11 suffit de montrer que L € *D>% et que L' € *D=%. Sir # k, 4. L = 0, car

it Rip. = 0, donc i.L € *D>%(S,) (et il est évident que i*L' € D= (S,.)).

De plus, ifL = i} L = ws,iiK € “D>%(S;) et on a un triangle distingué
GL — K — L = wegit K 5, donc itL ~ we il K € YDSU(Sy).

(Il

Théoréme 3.3.5. Pour tout a € (Z U {£oo})" L, pour tout K € *D=%(U) on a

(W<, Rj K] = > (—1)"[Rin,«Wsa,, in ... Rin«Wsa, in RjK]

1<ni<---<n.<n
dans le groupe de Grothendieck de D, (X, Qy).

Démonstration. D’apres la proposition ci-dessus, on a, dans 'anneau des endomor-
phismes du groupe de Grothendieck de D (X, Qy) :

Weq = Wy, 0 oWy, = (1= Rinstsq, i) o -0 (1= Ritawsa, 7)o (1= Rjst,5").

Le théoréme résulte de cette égalité et du fait que Rj,wsq,j" RjK =0 (car K €
wp<ao([))).
O

3.4. Propriétés supplémentaires des t-structures recollées.

Proposition 3.4.1. (i) Si K € D=% et L € *D>%, alors RHom(K, L) = 0.
(11) w<q et ws, commutent au foncteur de décalage [1], et ils envoient les tri-
angles distingués sur des triangles distingués. Pour tout K € Dt (X,Qy), on
a

W<(ag, ..., an,)(K(l)):(wS(ao+2 ..... an+2)K)(1)

W (ag,..msan) K (1) = (W (ap42,....a,+2) K) (1)-
(iii) Soit ' = (ap,...,al,) € (Z U {Foo})" ! tel que ay < a), pour tout k €

r'n

{1,...,n}. Alors, pour tous K € WD<% et L € wD>ﬂ/, le morphisme canonique
RHom(K,L) — RHom(j*K,j*L)

est un isomorphisme.

() Soient f :' Y — X un morphisme et (S},)o<k<n une stratification de Y
telle que, pour tout k € {0,...,n}, f(S},) C Sk. On suppose que la dimension
des fibres de f est inférieure ou égale a d. Alors

f*(ng(ag,...,an)(X)) C wDS(ao—O—d,..,,an—i-d) (Y)
f!(wD>(a0""’a")(X)) c wD>(a07d,..‘,a”7d) (Y)
Rf* (wD>(a0,4..,an)(Y)> c wD>(ao—d,...,an—d) (X)

Rf! (ng(aU,...,an) (Y)) c ng(a0+d,...,an,+d) (X)
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Démonstration. (1) Montrons le résultat par récurrence sur n. Si n = 0, c’est le
lemme 3.2.1. Soit n > 1, et supposons le résultat vrai pour n’ < n. On note
n—1

a = (ag,...,an-1), V = U Sy, Y =5, =X —V, j; 'immersion ouverte
k=0
de V dans X et i 'immersion fermée de S,, dans X. Soient K € YD<2 et
L €®D>% On a un triangle distingué
RHom(i*K,i'L) — RHom(K, L) — RHom(jK,jiL) -5 .
OrjiK € D¢ (U), jiL € “D>¢(U),*K € *D=(Y) et i}, L € “D>*(Y),
donc, d’apres 'hypothése de récurrence,
RHom(j; K, jiL) = RHom(i*K,i'L) = 0,
d’on
RHom(K, L) =0.
(ii) w<, et ws, commutent au foncteur de décalage car Y D=2 et “D>< sont

stables par décalage. Soit K — K’ — K" L un triangle distingué. D’apres
[BBD] 1.1.11, on peut construire un diagramme commutatif dont les lignes et
les colonnes sont distinguées

+1
WK — s we K —— [ ——

+1

+1
WK —— ws K —— [/ ——

+1 +1 +1

Comme “D=2 et “D>2 sont des sous-catégories stables par extensions de
Db (X,Q), L € “DS%et L' € *D>% donc L = w<, K" et L' = w5,K". La
derniére assertion se prouve exactement comme la propriété analogue dans le
(i) de la proposition 3.1.3.

(iii) Notons ¢ 'immersion fermée X —U = S1U---US, C X, b= (a1,...,a,) et
b = (d},...,ad,). Soient K € “D<% et [ € “D>%. On a un triangle distingué
canonique

RHom(i*K,i'L) — RHom(K, L) — RHom(j*K,j*L) -5 .
Or i*K € “DSY(X —U) et i'L € *D>Y(X — U), done, d’aprés le point (i),
RHom(i*K,i'L) = 0.

(iv) 11 suffit de traiter les cas de f* et Rf, car ceux de f' et Rf, en résultent
par dualité. Pour tout k € {0,...,n}, on note ¢}, l'inclusion Sj, C Y et fj :
S;. — Sk la restriction de f. Soit K € *D=%(X). Pour tout k € {0,...,n},
i fFK = fritK; it K € WDS%(Sy) par la définition de ¥ D=%(X), donc,
d’apres le (iv) de la proposition 3.1.3, fii; K € *D="4(S;). On a donc bien
f*K c wDS(ao+d,.A.,an+d)(Y).
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Soit K € “D=¢(Y). Fixons k € {0,...,n}. Comme S, = f~1(Sy), le
diagramme suivant est cartésien aux nilpotents pres

,
S}, Y

fkl fJ

donc, d’apres le théoreme de changement de base propre, i, * Rfi K =~ Rfkgiﬁc*K.
Ori},"K € “D=%(S}), donc, d’apres le (iv) de la proposition 3.1.3, i RfiK ~
Rfpil," K € D=%+4(8;). On a donc bien RfiK € ¥ D<(a0+dantd) (X,

|

La proposition suivante est une reformulation de [BBD] 1.4.14 dans le cas parti-
culier considéré.

Proposition 3.4.2. Soit a = (ag, - .., a,) € (ZU{Foo})" 1. On note a’ = (ap, a1 +
1,...,an +1). Alors, pour tout K € *D<%(U)NYD2%(U), wsgy i K = w<,Rj K
est l'unique prolongement de K dans *D<%N wp2a’

En particulier, st K est pervers pur de poids a sur U, on a

W>(a,a41,....a+ DI = Ju K = w<o Rj K,
et par dualité on obtient aussi

wZaj!K = ]'*K = wg(a,a—l,...,a—l)Rj*K'
(On retrouve le résultat du théoréme 3.1.4.)

3.5. Quelques lemmes techniques. Ce paragraphe contient quelques lemmes
utilisés dans les preuves des résultats des parties 3 et 4.

Lemme 3.5.1. Soient X un schéma séparé de type fini sur Fy et (S) une partition
finie de X par des sous-schémas localement fermés. Pour tout a, on note iy : So —
X Uinclusion. Alors, pour tout K € D%(X,Qy), on a _
(a) K € PDZ0 si et seulement si pour tout o, pour touti > 1, on a PH (i}, K) =
0;
(b) K € PDZ0 si et seulement si pour tout o, pour touti < —1, on a PH (i}, K) =
0.
De plus, si U est un ouvert de X réunion de strates, si j : U — X est l'inclusion
et si K est un faisceau pervers sur U, alors ji,. K est l'unique prolongement L &€
D%(X,Qy) de K tel que : pour tout o tel que S, C X — U, on a
PH(i* L) = 0 pouri >0
PHI(iL,L) =0 pouri <0

Démonstration. Il suffit de montrer (a), car (b) en résulte par dualité. D’apres
[BBD] 2.2.5, les i}, sont t-exacts a droite, donc, si K € PDS% on a bien PH! (i’ K) =
0 pour tout « et pour ¢ > 1.

Réciproquement, soit K € D’C’(X, Q) tel que pour tout «, pour tout i > 1,
PHI(i%K) = 0. On sait par [BBD] 2.2.12 qu'un complexe L est dans PD=0 si et
seulement si pour tout point x de X, notant i, : + — X et dim(z) = dim({z}),
on a H'(i*L) = 0 pour i < p(2dim(z)). On va utiliser cette caractérisation pour
montrer que K € PD=°. Soit x un point de X, et soit a tel que z € S,. Comme S,



COMPLEXES PONDERES SUR LES COMPACTIFICATIONS DE BAILY-BOREL 23

est localement fermé dans X, {z} NS, est ouvert dans {z}, donc dim({z} N S,) =
dim({z}) ({x} est irréductible), et dim(x) ne change pas si on considére z comme
un point de S,. Comme par hypothese i* K € PD=0(S,,), on a bien H (i*K) = 0
si i < p(2dim(x)).

Montrons enfin la derniere assertion du lemme. U est un ouvert de X réunion de
strates, j : U — X est I'inclusion, K est un faisceau pervers sur U. D’apres [BBD]
1.4.24 (qui s’applique par [BBD] 2.2.3 et 2.2.11), on a PH(i*ji.K) = 0 pour tout
a tel que S, C X — U. L’annulation des P HO (i} ji, K) s’en déduit par dualité.

Soit L € D%(X,Qy), muni d’un isomorphisme j*L ~ K, tel que, pour tout o tel
que S, C X — U, on ait PH(i* L) = 0 pour i > 0 et PH*(i,L) = 0 pour i < 0.
D’apres ce qui précede, on sait que L est pervers. En raisonnant par récurrence sur
le cardinal de {a tq S, C X — U}, on se rameéne au cas ou X — U = S, est une
strate. Notons ¢ = i,. On a un triangle distingué

isi'L — L — Rj,j*L ~ Rj, K 5,
d’oll une suite exacte
PHO(i,i'L) — PHO(L) = L — PH°(Rj,K).
Comme i, est t-exact ([BBD] 2.2.6), PH (i,i'L) = i,P H°(i'L) = 0, et le morphisme
L — PH°(Rj,.K) est injectif. D’autre part, on a un triangle distingué
G L~ K — L — "L =5,
d’ott une suite exacte
PHO(jiK) — L — PH (i,i*L) = i,PH(i* L) = 0.

Le morphisme P H°(j,K) — L est donc surjectif, ce qui finit la démonstration.
O

Lemme 3.5.2. Soient X un schéma de type fini lisse purement de dimension d
sur un corps k de caractéristique 0 ou fini et K € D%(X, Q). On suppose que les
H'(K) sont lisses. Alors, pour tout i € Z, PH'(K) = H=4(K)][d).
Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur le cardinal N(K) de {i €
Z tq H'(K) # 0}. 4
Si N(K)=1,o0naK ~ H'(K)[—i] pour un i € Z, donc K[i + d] est pervers, et
; 0 sij#i+d
P = .
HI (K) { Hi(K)d sij—i+d
Soit K tel que N(K) > 1, et supposons le résultat prouvé pour tous les L tels
que N(L) < N(K). Soit i = maz{k € Z tq H*(K) # 0}. Comme H(K)[—i] est
lisse, on a comme plus haut
I . 0 sij#i+d
PEI(HY —i) = .
B (H(K)[=i]) { Hi(K)[d] sij=i+d
D’autre part, d’apres I’hypothese de récurrence, on a
0 sij>i+d
HI=HK)[d] sij<i+d

On conclut en utilisant la suite exacte longue de cohomologie perverse du triangle
distingué

PHI (r<im1K) = H™ (1<, 1 K)[d] = {

Tgi—lK _>T§iK ~K — HZ(K)[f’L} +—1>
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4. COMPLEXES PONDERES SUR LES COMPACTIFICATIONS DE BAILY-BOREL

Dans la suite, (G, X) est une des données de Shimura (GSp,, o, X) de la section
1.1, K = K4(n) avec n > 3, et £ est un nombre premier. On choisit un nombre
premier p # £ qui ne divise pas n et on travaille sur les réductions modulo p des
schémas de la partie 1, qu'on notera M¥(G, X), M¥(G, X)*, etc. Pour tout V &
Db(Repg(QZ)), on notera encore FXV le complexe f-adique mixte sur M¥(G, X)
obtenu en réduisant le complexe FXV sur M,[1/4].

4.1. Complexes pondérés. Dans cette section, on définit a I'aide des foncteurs
W< de 3.3 une famille de complexes sur la compactification de Baily-Borel, qu’on
appellera complexes pondérés, et dont les complexes d’intersection sont des cas
particuliers. Ces complexes pondérés sont des analogues en caractéristique finie des
complexes pondérés définis sur MX(G, X)*(C) par Goresky, Harder et MacPherson
dans [GHM].

Notation 4.1.1. Soit t € Z. Pour tout V' € Repg(q,), on note w<,V (resp. w>;V)
la plus grande sous-représentation de V' de poids < t (resp. > t).

Les foncteurs exacts w<; et w>¢ s’étendent trivialement a la catégorie dérivée
Db(Repc;(QE)). En effet, comme Repgg,) est une catégorie semi-simple (car G
est réductif), le foncteur de cohomologie H* est une équivalence de catégories de
Db(Repc;(@z)) avec la catégorie des objets gradués de Repg(qg,) qui sont nuls en
degré assez grand et en degré assez petit.

Pour tout V' € Db(Repg(Qg)), on a

V=wVowsV,

et, pour tout i € Z, H(wtV) = w H' (V) est de poids < t et Hi(ws,V) =
w>¢H (V) de poids > t.

Lemme 4.1.2. On note ¢ = d(d+1)/2 (c’est la dimension de MX(G, X)). Alors,
pour tous V € Db(Rep(;(@z)) eta € ZU{too},

WeoFXV = FRwse oV
Ws o FRV = FRu o, V.

Démonstration. Notons t = ¢ —a, K = FXV, K; = waZtV et Ky = FRuw V.
Comme V = weV & w>,V, on a K = K; & K. 1l suffit de montrer que K; est
dans YD<*(M¥(G, X)) et Ky dans “D>*(M¥(G, X)).

MX(G, &) est lisse et pour tout i € Z, H (K1) = FKXH (w>,V) et H(K>)
FRH (w4 V) sont lisses, donc, d’apres le lemme 3.5.2, pour tout i € Z, PH'(K,) =
H'=¢(K1)le] et PHY(K2) = H'°(K2)[c]. ‘

Soit i € Z. D’apres la proposition 2.1.4, H*~°(K) est de poids < —t et H*~¢(K3)
est de poids > —t. On en déduit que PH* (K1) = H'=¢(K1)[c] est de poids < —t+c =
a et que PH(Ky) = H'"¢(K3)[c] est de poids > —t + ¢ = a.

d

On pose M* = MX(G,X)*, My = M¥(G,X) et, pour tout r € {1,...,d},
on note M, I'union des strates de bord correspondant & (Qg—;, Vi—.). Pour tout
r €{0,...,d}, on pose ¢, = dim(M,) = (d—r)(d+1—r)/2.
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(Mo, M, ..., M,) est une stratification de M* (au sens de la définition 3.3.1) ,
et c’est toujours celle qu’on utilisera dans la suite.

Définition 4.1.3. Soient tg,...,tq—1 € Z U {xoo}. Pour tout » € {1,...,d}, on
pose a, = —ty_, + ¢,. On définit un foncteur additif triangulé

WZtOV"thdfl ZDb(REPG(QZ)) _ Dfn(MK(G,X)*)

de la maniére suivante : pour tout m € Z,si 'V ¢ Db(Repc;(Qe)) est tel que H* (V)
soit de poids m pour tout i € Z, alors

Stoyen>ta 11, _ . K
W=t =tat V= wS(ferCmferal’~~~,7m+ad)Rj*]: V.

Définition 4.1.4. Soit V € Repgg,)- Comme MX(G,X) est de dimension cy,
FEV[co] est un faisceau pervers sur M¥(G, X). On pose

10XV = (1 (FXV [eo))) o).
Proposition 4.1.5. (1) Pour tous tog,...,tq—1 € Z U {xoo} et pour tout V €
Db(Repg(@g)), on a un isomorphisme canonique
D(Wzto-,--wztd—l V) ~ WZSO ,,,,, 25“’”(V*)[2c0](00),

ot V* = RHom(V,Qy) est la représentation duale de V et s, = 1 — ¢, +
2(cg—r — o) pour tout v € {0,...,d—1}.

(2) Notons, pour tout r € {0,...,d—1}, t, =1+ cq_r —co = 1 — codim(Mg_,)
et 8, = cg—r — co = —codim(My_,.). Alors, pour tout V € Repg(q,), on a des
isomorphismes canoniques

TOXVY ~ W2tos2ta—11, 2, 728055 28d—17/

Démonstration. (1) On peut supposer que V' € Repg(q,) et que V' est pure de
poids m € Z. V* est alors une représentation de G(Qy) pure de poids —m. On
pose ag = —m + ¢g et, pour tout r € {1,...,d}, ar = —(t4—r + m) + c,. Alors

W2tor o2V = o 0 RIFRV,
donc
D(W=tor2tam1tV) = s 0oy (1 FRV* 260 (o))
= (w2(7a0+200 ,,,,, 7ad+2co)j!~7:KV*>[200](00)'

D’apres la proposition 3.4.2,

.....

- Kyr* - Ky /*
wZ(*a0+200,~-’*ad+260)]!}— 14 :wS(*a0+2507*111+260*1,~~7*ad+20071)R]*]: V.

Notons by = m + ¢ et, pour tout r € {1,...,d}, b, = —(s4—r — m) + ¢,. Alors
bp = —ag + 2¢q et, pour tout r € {1,...,d}, b, = —a, — 1 4+ 2¢y. Donc

D(WZto """ Zta—1 V) = (wg(b()’.._,bd)Rj*fKV*) [200] (CO)
= WZSO""’ZSd_l(V*)[QCO](C()).

(2) On peut supposer que V est pure. Soit m son poids. FXV est lisse pur
de poids —m sur My, qui est lisse de dimension ¢y, donc le seul faisceau de
cohomologie perverse non nul de FXV est PHOFXYV = FRV|c], qui est pur
de poids —m + ¢g. D’apres la proposition 3.4.2,

IC5V[e] = ju(FNV]e))
= wg(—m+c0,...,—m+c0)Rj*JTKV[CO]
= W< (—m+co,—m—1+co,..., 7m71+co)Rj*‘7:KV[COL
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donc
ICXV = wg(—m+c0,...,—m+c0)Rj*fKV
= W< (—m+co,—m—1+co,..., 7m71+60)Rj*]:KV
Pour conclure, il suffit de remarquer que, pour tout r € {1,...,d}, —tg—r —
m+c.=-m—1+cyet —sqg_, —m-+c, = —m—+ cp.

O

4.2. Restrictions des complexes pondérés aux strates. Onnote S = G,,,g.124
le centre de G, pour tout r € {1,...,d — 1},

NI, ., 0 0
S, = 0 My 0 |, A€Gnmg
0 0 I,

Gmo-lyg O
So=< ’6@(1 Id>'

Pour tout r € {0,...,d — 1}, S, ~ G,,, g est le centre de G,.
On utilisera les notations de 1.2 et les notations suivantes : Soit S C {0,...,d—1}

non vide. On pose
Ps= () P..

seS
C’est un sous-groupe parabolique standard de G, dont on note Ng le radical uni-
potent et Lg = Pg/Ng le quotient de Levi. Soit 7 = min(S). Ona Q, C Ps C P,
donc Pg/N,. est produit direct de G, et d’un sous-groupe parabolique Py g de Ly,
dont on note Ly g le quotient de Levi.
On pose

et

Hs =KNPs(Q)Q,(Af) =KNP,rs(Q)Q,(Ay)
Hi s =KNP;s(QN,(Ay)
I'es =Heys/(KNNg(Q)Nr(Af)) = (KNPrs(Q)Ns(Af))/(KNNg(Af)).
On a K, =Hg/Hyg, et I'y,s = Ker(Ly g(Z) — Lg,s(Z/nZ)) est un sous-groupe
arithmétique net de Ly 5(Q).
Soit V' € Reprg(q,)- Si (ts)ses € (Z U {£o0})?, on note
Vet, ses

le sous-espace vectoriel de V' sur lequel, pour tout s € S, Sy agit par des caracteres

z — z' avec t < t;. Comme les Sy sont centraux dans Lg, Vo, ses est stable par

Ls(Q).

La définition ci-dessus s’étend trivialement aux complexes et donne un foncteur

exact
{ Db(RepLs(@e)) - Db(RepLs(Qz))
V — V<t5,s€S

On définit de méme V>, ses.

Théoréme 4.2.1. Soient to,...,tq-1 € Z U {+oo} et V € D’(Repg(q,)). On
suppose que tous les H* (V') sont purs de méme poids m € Z. On fixzer € {0,...,d—
1} etg e G(Z) Alors

i, W2 (V)] =
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FK- (Z > (=1 dS)=L[Rr (FS,RF(Lie(NS),gig.V)>tm<ts’S€S\{r})]>
S i€ls

ot S parcourt les sous-ensembles de {r,...,d — 1} contenant r et, pour tout r €

S c{r,...,d =1}, (9i)ic1s est un systéme de représentants dans P(Z)Q,(Z) du

double quotient P5(Q)Q,(Af) \ P-(Q)Q,(Af)/H,.

Supposons que V' est concentré en degré 0. Alors, sits = [s(s+1) —d(d+ 1)]/2
pour tout s € {0,...,d — 1}, ou si ts = 1+ [s(s + 1) — d(d + 1)]/2 pour tout
s €{0,...,d — 1}, on a ICKV = W=te2ta=1(V) (proposition 4.1.5 (2)). On

obtient donc en particulier une formule pour [i;,,IC’KV].

Démonstration. Le théoreme résulte du théoreme 3.3.5 et de la proposition ci-
dessous.
O

Remarque 4.2.2. Grace a ce théoréme et aux résultats de [K], on peut calculer la
fonction trace de Frobenius pour un complexe pondéré (et en particulier pour les
complexes d’intersection & coefficients dans une représentation V' de G(Qy)).

Rappelons qu’on a noté, pour tout r € {1,...,d}, M, I'union des strates Im(iy,q—,),
g € G(Z) (c’est-a-dire 1'union des strates de M¥(G; X)* associées au sous-groupe
parabolique maximal P4_,. de G). On note i, I'inclusion de M, dans M¥(G, X)*.
Proposition 4.2.3. Soient ri,...,7. € {0,...,d — 1} tels que r1 > -+ > 1,
ai,...,ac € ZU{too}, V € D’(Repg(q,)), r € {0,...,rc} et g € G(Z). Pour tout
i€{l,...,c}, on pose t; = —a; +r;(r; +1)/2. On note
L=Rig_r, sWsa.iy_y. - Rig_r, sWsa,iy_, RiF(V)

et i =1ig,. Soit S ={ry,...,re,r}.
Alors on a un isomorphisme canonique

i L~ @Lc,
C

ou C parcourt 'ensemble des doubles classes de Ps(Q)Q,(Af)\P,(Q)Q,(Af)/H,,

et de plus, si h est un représentant dans P,.(Z)Q,.(Z) de la double classe C, on a
un isomorphisme

Lo ~ F% RI(Ts, RT(Lie(Ng),hg.V)<t, . <t.)-
Démonstration. SirT < r.,onpose ¢ =c+ 1,170 =7, aw = —00 et ty = +00;

sir=re, onposec =c OnadoncS = {ry,...,re}, avec 4 > -+ > ry = r.
D’apres la définition de L, on a une décomposition

-
L= @Lxl,.“,xcm

ou (Xi,..., X ) parcourt les ¢’-uplets de strates de MX(G,X)* de la forme X; =
Im(ip, r,) tels que X;11 C X; pour 1 <i<¢ —1et Xoo =1Im(iy,), et

.....

Soit (X1,...,X.) un tel ¢-uplet. On choisit g; € G(Z) tel que X; = Im(ig, r,)-

gi---91:75

. i
Pour tout i € {1,...,¢' =1}, X, C X; ¢———— M¥i(G,,, X,.)* estlastrate

correspondant au sous-groupe parabolique maximal Ri11 = (P, N Q,,)/N,,
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de G,, et & un h;4q1 € G, (2), on choisit g;+1 € Qy, (Z) relevant h;y;. Comme
Xo = Im(ig,), il existe h € P.(Q)Q,(Af) tel que hgK = go ... ¢1K, et h est
dans P,(Z)Q,(Z) = P.(Q)Q,(A;) N G(Z) car g,g1,..., 90 € G(Z) et K C G(Z).
Notons, pour tout ¢ € {1,...,c}, S; = {r1,...,m}. Soit i € {1,...,¢ —1}. Le sous-
groupe distingué Qg,,, de R,y défini par Pink est Qr, ., = Q,..,/(Qr,,NN;,), le
radical unipotent de R4 est Ng, ., = N, /(N ., NN,,) =N, N, /N, ona
Qr.,,/Nr,, = Gy, et le quotient de Levi Lg,,, = Rij;1/Ng,,, s’écrit Lg,, =
Lo, x Gy, avec Lyg,., = (Pr,, NQy,)/Qy, . Ny,. On voit facilement que
L¢s, ., = Les, x Lyg,,, et que Ng,,, = NSHI/NSi. On en déduit en particulier
que le groupe
FRH»I = (KU N Lf,RiJrl (Q>NRi+1 (Af»/(KTz N NRH»I (Af))
= Ker(Lyr,, (2) — L g, (Z/nZ))

vérifie I's,,, = I's;, x I'g,,,. Comme Ly g5, C Ly, et G, commutent et que
Si1,...,S,, agissent trivialement sur Np on a un isomorphisme canonique

i+1 i+1

i4+1
i+17

RF<FRi+1 5 RF(Lie(NRi+1), gi+1-RF(FSi s RF(Lie(NSi), gi-. .. gl-V)<t1,...,<ti))<ti+1) ~
RI'(Ts,,,, RT'(Lie(Ns,, ) git1---91-V )<ty <tivs)
d’ou, grace au théoreme de Pink et au lemme 4.1.2, un isomorphisme canonique

Rig, g, rixF57i RU(Ts,, RT(Lie(Nsg,), gi - - g1.V )<ty <t;) =

-
W>a;41g;01..91,7541
K., .
Frriwr RI'(Ts,,,, RU(Lie(Ng,,, ), Giv1 -+ 91V )<ty <tisy)-
Une récurrence sur ¢ donne alors un isomorphisme canonique

FX RI(Ts, RT(Lie(Ns), ger ... 1.V )<ty,....<t,,)
F RI(T's, RT'(Lie(Ng),hg.V)<i,.....<t.,)
= FXRI(Is, RT(Lie(Ng),hg.V) <. <t.)-

Il reste a compter les ¢’-uplets (Xi,...,Xs). On a associé a (Xq,...,Xx) (de
maniere non unique) un (¢’+1)-uplet (g1, ...,9c, h), avec g1 € G(Z), g; € Qr,_, (

~
~

d
Z)
pouri>2ethe€ PT(Z)QT(Z) tels que hgK = g ... g1K. On note (X1,...,Xo) =

X gk Ona Xy o= Xg;,...,g;”h/ si et seulement si

PTl (Q)er (Af)glK = PT1 (Q)Qm (Af)giK
Py} (Q)Qry (Af)g2g1 K = Py 101 (Q)Q1, (Af)ghgi K

Po vy (QQr, (Af)ge . i K =Py, 4 (QQs, (Af)gy - .., g1 K.

Il est évident que chaque ligne implique la précédente, et que la derniere condition
est équivalente a

P5(Q)Qr(Ap)hgK = Ps(Q)Qr(As)N gK,
elle-méme équivalente a
Ps(Q)Q-(Ap)hH, = Ps(Q)Q,(Af)h'H,,

cargKg' =K (g € G(Z)) On en déduit finalement que I'application X}
Ps(Q)Q,(Af)hH, induit une bijection entre l'ensemble des ¢’-uplets (X1,..., X)
et le double quotient Ps(Q)Q.(Ay) \ P.(Q)Q.(Ay)/H,.
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d

Remarque 4.2.4. Nous pouvons maintenant rendre plus explicite le rapport entre les
complexes pondérés définis ici et ceux de [GHM]. Soient t,...,tq—1 € ZU {£oo}
et V une représentation algébrique de G, qu’on suppose pure de poids 0 pour
simplifier. Pour tout r € {1,...,d}, on note a, = —tq—, + (d —r)(d+1 —r)/2.
Alors, d’apres le théoreme 3.3.5, on a une égalité dans le groupe de Grothendieck
de DY,(MX(G, X)*, Q)

[W2tor2ta11/(Qy)] = > (“D°[Rirawsa, i, .. Ripawsa, i, REFEV(Q)].
1<ri<--<r.<d
Or, d’apres le calcul explicite des
Ly, = Ripwsa, it ... Ripswsa, it RjFSV(Qy)

qui a été fait dans la proposition ci-dessus, il existe une maniére naturelle de relever
ces complexes en des complexes sur M, [1/¢], qu'on notera encore Ly, ... Notons
Ly, ... r.(C) le complexe de faisceaux de Qe-espaces vectoriels sur My (C) déduit
du complexe L, . . sur M(’;)n[l/ﬁ]. Alors la somme alternée

Z (—1)(“[[47_1,.“7”(@)]

1<r < <re<d

c

est égale & la classe (dans le groupe de Grothendieck de la catégorie dérivée de la
catégorie des faisceaux de Qg-espaces vectoriels sur MQR(C)) de l'image directe
par le morphisme canonique de la compactification de Borel-Serre réductive de
M®(G, X)(C) sur M} ,(C) = M¥(G,X)*(C) du complexe pondéré de [GHM]
associé au profil de poids (to, ..., tq—1) et a coefficients dans V.

5. CORRESPONDANCES DE HECKE

Dans toute cette partie, les fleches marquées “CB” seront des fleches de change-
ment de base.

5.1. Correspondances cohomologiques et troncature par le poids. Soient
¢ : X' — X41,¢ : X’ — X, deux morphismes finis entre des schémas séparés de
type fini sur F,.

Définition 5.1.1. Soient j; : Y7 — X1,72 : Yo — Xo,7' : Y/ — X’ des
immersions localement fermées. On suppose que ¢;(Y') C Y7 et ¢2(Y’) C Y3, et on
note ¢; : Y/ — Y7 et cp : Y/ — Y, les morphismes obtenus par restriction.

Alors, pour tous K € D2(Y1,Qy), L € Db(Ya, Q) et pour toute correspondance
cohomologique u : ¢ K — c,L de K & L & support dans (¢, ca), on appelle image
de u par (j1,72) la correspondance cohomologique de Rji.K & Rjo.L & support
dans (¢;,¢2) suivante :

R K B Rjl K -5 RiLe,L “E @ Ry, L.

*
Si X7 = Xs et j; = jo = j, on note aussi uw = Rj.u.
Lemme 5.1.2. ([F] 1.5.1) Supposons que X1 = Xo et que j = j1 = jo et j' sont

des immersions ouvertes. Alors, pour toute u : ¢;K — C!2L, Rj.u est lunique
prolongement de u en une correspondance cohomologique €] Rj. K — E!QRj*L.



30 S. MOREL

Dans la suite, on suppose que X7 = Xy = X. Soient (Sk)o<k<n €t (S})o<k<n des
stratifications de X et X’ (au sens de la définition 3.3.1). On note iy, : S — X
(resp. i) : S}, — X') Vinclusion, U = Sy (resp. U’ = S})) et j =ig (resp. j' = ().

On suppose que, pour tout k € {0,...,n}, ¢ et ¢, envoient S}, dans Sk.

On note cf,ck : S}, — Sk les morphismes obtenus; si k& = 0, on note aussi
= _ 0

1 =cj et cog = c5.

Lemme 5.1.3. Soient K,L € D! (X,Qy), u : ¢;K — L une correspondance
cohomologique a support dans (¢1,¢2) et a € (Z U {Foo})" L. Alors il existe une
et une seule correspondance cohomologique w<,u : Ciw<, K — Cyw<aL (resp.
Wsal : CiWso K — E’Qw>gL) qui fait commuter le diagramme

F{’U)SQK E— ETK

JW‘ l

Cwe, L —— L

G K ——clws K
resp. J{u J'“ba"

—| —!

ey — Chws oL

Démonstration. 1l suffit de traiter le cas de w<,, car celui de ws, s’en déduit par
dualité. Considérons le diagramme suivant, dont les lignes sont distinguées

_ _ _ +1

Clw<o K K CQWso K ——
’UIJ

_ _ ! +1

Cow<q L ¢y L CoWsq L —

D’apres le (iv) de la proposition 3.4.1, Gw<, K € *DS%(X') et Chws,L € Y D>2(X').
En appliquant le (i) de la méme proposition, on trouve R Hom(¢jw<q K, E!2w>2L) =
0, donc le morphisme canonique

RHom(Gw<, K, chw<,L) — RHom(Tw<,K,cL)

est un isomorphisme, ce qui donne 'existence et 'unicité de w<qu.
O

Nous allons expliciter les correspondances w<,u et ws,u dans deux cas par-
ticuliers. On aura besoin d’un morphisme fonctoriel déduit de I'isomorphisme de
changement de base propre. Considérons un diagramme cartésien aux éléments nil-
potents pres
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On a un isomorphisme de changement de base Rf.g’ g g'Rf,, d’ott un morphisme
fonctoriel

!

L T A A T R
Si j:U — Y’ est un morphisme étale, on en déduit un morphisme fonctoriel
. . 0 NP
(f')g =3'f"d —id =9r.
Revenons au calcul de w<q,u et ws,u.

Lemme 5.1.4. Soient a € Z U {xoo} et k € {0,...,n}. On définit a,a’ € (Z U

{£oo})"* par a, = —al = 400 sir # k et ar, = a), = a. On suppose que c§ et
ck sont étales. Alors, pour tous K,L € D% (X,Qy) et pour toute correspondance

. — = ’ z
cohomologique u : ©] K — G, L, ws,u est égal au composé
— — . . CB . . . . . -
Clws o K = Ripws o1, K =5 Ri AV ws 405 K = Ril W=t it K = Ril, wsqi), T K
L

—I! — . . CB . | . . | . . —!
Cyws oL =Ty Rijwsqif L < Ri}, 5w qif L == Ri} W a5 it L <— R} wsqi}, e, L

et w<qu est égal au composé

— . N CB . . . o] . gl

Aw<a K = Cipw<qil, K — i} i w< iy K = i} w< i, K — i W<ail 6t K
Lo

! . .| CB . 1 - . 1 . 1

Gw<e L == Cyinweaty L < iy 5 wealy L == ijyw<acs iy L == ij weqi}, o5 L

Démonstration. 1l suffit de traiter le cas de ws,u, autre cas s’en déduisant par
dualité. Notons v : Gjws K — Ehws, L le morphisme défini dans I’énoncé. D’apres
le lemme 5.1.3, il suffit de montrer que le diagramme suivant est commutatif

GK — 5 Cws o K

— —!
ey —— Chws, L

Le morphisme v est le composé de trois morphismes :
(1) un morphisme vy : Ciwso K — Ri} w=qi), Ti K = ws4C; K ;
. — - . N
(2) un morphisme ws 6] K — ws4,C L, obtenu en appliquant & u le foncteur
W>gq 3
. ! . . —I !
(3) un morphisme vy : ws 4Gy L = Ri} w4t} CyL — Chwsg L.
Il suffit de montrer que les deux diagrammes suivants commutent

K —— Clws K L — ws 4Gy L

FOONT

— —I
WsaCT K CoWwsq L
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Le premier diagramme se réécrit

_ adj  _ . . IR .
G K —— T Rigs i K ——— Tl Ripwsqi7 I

1) lCB (2 lCB

-/ k% -/ kx - %
Rij, i7"y K —— Rij, ci"ws i3 K

3) Jl

N -/ ) Rk
Rij i ¢ K —— Rij w41, ¢]

CB

(1) est commutatif par des arguments standard, (2) et (3) sont clairement commu-
tatifs. Pour prouver que le deuxieme diagramme est commutatif, on se ramene de
la méme maniére a montrer la commutativité du diagramme

! L adj R-l .y k| )’
C2 ey, 1y, Co

o

e CB gkl
CoRipxiy L <—— Ri},, 51},

Si on remplace la fleche de droite par sa définition, ce diagramme se réécrit

,!L adj Ri' ! *,gL ady Ril i *,IL
Ca > gty Co » g1y Co

ade ZTCB

e CB ., 1. adj A
Cy Rigwiy L «—— Ri} c5'ix L <— Ri} i} " Ri} c& i}

En développant les fleches de changement de base, on obtient le diagramme ci-
dessous (ou toutes les fleches sont des fleches d’adjonction), qui est clairement
commutatif

.y x|

I . | . .y okl . . . . 1 . !,
ey L ———— Rij, i) ¢ L — Rij i} Gy Rigsip L < Ri} il "¢y Rij.ch ck it L

|

e ex oy K=l — o k.
CoRip 1 L R, 1), CoCa. Ry 5 1,

T ]

= D kookloxr — o= VR L VRN L ek
CoRirwcy 5 i L = CyCa, Ry 05 1, L < Rij c5 i L —— Ri}, %, Rij.cs5 i

O

Nous appelons “groupe de Grothendieck des correspondances cohomologiques a
support dans (¢1,¢2)” le groupe engendré par les classes d’isomorphisme de triplets
(K,L,u), ou K,L € D?,(X,Qy) et u est un morphisme ¢ K — ¢,L (un isomor-
phisme (K, L,u) — (K’,L',u) est un couple d’isomorphismes (f : K — K’ g :
L =5 L) tel que @h(g) ou = o' o E(f)), soumis aux relations : [(K', L', u)] =
(K, L,u)]+[(K",L",u")] 1l existe des triangles distingués K — K’ — K" A
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et L —s L' —s L" 5 tels que le diagramme suivant commute

_ _ _ +1
aK G K’ G K"
ul u/\\/ u//l

_ _ _ +1
ey L ey L/ ey L

La proposition suivante se prouve exactement comme le théoreme 3.3.5.

Proposition 5.1.5. Pour tout a € (Z U {£oo})" L, pour tous K, L € “D<%(U)
et pour toute correspondance cohomologique u : ¢ K — c4L, on a

weaRjwul = Y (=17 [Rin,wsa,if, ... RinsWsa, i}, Rjsul
1<ni<..np<n
dans le groupe de Grothendieck des correspondances cohomologiques a support dans
(€1,¢2).
5.2. Correspondances de Hecke sur les complexes pondérés. Dans cette
section, (G, &) est la donnée de Shimura (GSpy, o, Xg) de la section 1.1, et on
utilise les notations de la partie 4. On fixe n > 3, un nombre premier p # £ qui ne

divise pas n, et g € G(A%), et on note K = Kg4(n). Comme dans la partie 4, on
travaille sur les réductions modulo p des variétés de Shimura.

Définition 5.2.1. Soient m > 3 tel que p ne divise pas m et K' := Ky(m) C
gKg 'nK,et V € Db(Repg(Qe)). La multiplication par g induit un isomorphisme
9.V =5 V, d’ott une correspondance cohomologique sur FXV & support dans
(Tg, Th),

ug  TrFEV ~ FR g v 2 PRy o~ T FRY,
qu’on appelle correspondance de Hecke associée a g.

Dans cette section, nous allons calculer, pour V' € Db(Rep(;(Qe)), 0<r.< - <

ry <d—letay,...,a. € ZU{£oo}, la correspondance Rig—r, sWsa,8)_, - Rid—r, sWsa,33_, Rjug
(d’apres la proposition 5.1.5, on pourra en déduire la classe dans le groupe de Gro-
thendieck d’une correspondance w<,Rj.uy). Pour tout s € {1,...,c}, on pose

ts = —as +7rs(rs +1)/2.
Notons S = {ry,...,r.} et £ 'ensemble des c-uplets (X1,...,X.) tels que X; C
MX(G, X)* soit de la forme I'm(ip, ), b; € G(Z), et X;11 C X;pour1 <i<c—1.
On définit une application

{G(@me@)x-o-xQn_l(i) — £
(gla~"7gc) [ — X

=—=91,--,9c
de la maniere suivante : X, = (Xi,...,X.) avec Xy = Im(iy, r,), et, pour
. N Toyaniy
tout j € {1,...,c— 1}, X4 la strate de bord de M ™ (G,,, X, )* = X;

associée au sous-groupe parabolique maximal (P, NQ,,)/N,, de G,, et al'image

de gj;1 dans G, (Z).

Cette application est surjective, et ona X =X P si et seulement si

PTl (Q)Qh (Af)glK = PT1 (Q)Qm (Af)giK
Pt (QQr, (Af)g201K = Py 103 (Q)Qr, (Af)gogn K
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P{rl,...,rc}(Q)Qrc (Af)gc .. ~91K = P{rl ..... TC}(Q)QTC (Af)g{: c gllK

Comme chaque ligne implique la précédente, on en déduit que X, =X 4 1,

et que g — X, ;) induit une bijection ¢ : Ps(Q)Q,, (Af) \ G(As)/K — E.
D’apres la proposition 4.2.3, on a un isomorphisme canonique

Rig—yoWsa,iy_y, - Rid—ry sWsayi_p RjTFEV P Le,
CEPs(QQr. (A)\G(As)/K

ou, pour tout C, si ¢(C) = (Im(ip, v, ),---,Imip.r.)) € €, alors
Le = Riy, v, sWsa, iy, p - Riyy oy cWsay iy, o RjTFV.

La correspondance Rig—r, «W>a, iy, .- Rid—r; «W>a, 73, Rjsug est donc donnée
par une matrice (ucl,cz)cl,CQGPs(Q)QrC (A)\G(Ay)/K, dont nous allons calculer les
coefficients.

Dans la suite, on utilisera les notations de la section 1.2 (en particulier H,, Hy .,
etc) et on notera avec un ’ les groupes analogues obtenus en remplagant K par K’.

Soient Cy,Cy € Ps(Q)Q,.(As) \ G(As)/K. On fixe hy € C; N G(Z) et hy €

Con G(Z) D’apres la proposition 4.2.3, on a des isomorphismes
Le, ~ Rip, v o FX7e RT(T's, R (Lie(Ng), h1.V) <ty <t.)

Lc, = Ripy . o« F5re RT(T's, RT(Lie(Ng), ho.V) <4, ... <t.)-

Soient C”" une double classe dans Ps(Q)Q,, (Af)\G(Af)/K' et h € C'NG(Z). On
suppose que C7 = C'gK et Cy = C'K. Il existe donc q1,¢2 € Ps(Q)Q,, (Af)ﬂG(A?)
tels que g1hy € hgK et gohs € hK, et les diagrammes suivants sont commutatifs

./ v

MX (G, X,,) — MK (G, X)* MX (G, X,,) —= MK (G, X)*
qul TgJ TmJ/ Tll
MEe (G, X, ) 275 MK(G, X)* MEre (G, X)) —27% ME(G, X)*

olt 7, (resp. gy) est 'image de g1 (resp. ¢2) dans G, (A%).
702 note ves la correspondance cohomologique de Lo, & Lo, a support dans
(T'y,T1) image par (in, r.,0h,,r.) de la correspondance

Tq* iy Ly fK/TCRF(FSaRF(Lie(NS),111h1~v)<t1,...,<tc)

1 Zhl sTe

a3 "hy tqihy
_—

FXreRT (s, RT(Lie(Ns), g2ha.V) <ty .. <t.) = Ti i, . Lea,
ol la fleche du milieu est induite par l'isomorphisme gi1h1.V —— goho.V,v —
G5 hy pa1eha e,

Théoréme 5.2.2. On a

/
Uc,,Cy = [H&S : Hé,S] E vor,
C/

ot la somme est sur les doubles classes C' dans Ps(Q)Q.(Ayr) \ G(Af)/K’ telles
que C1 = C'gK et Cy = C'K.
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Démonstration. On note £’ 'ensemble des c-uplets (X7, ..., X\) tels que, pour tout
ie{l,...,c}, X! ¢ M¥(G,X)* soit de la forme Im(iy, ), bi € G(Z), et, pour
tout i € {1,...,¢—1}, X/,; € X’;. On construit comme plus haut une bijection

~

Ps(Q)Qr.(Af) \ G(Ay)/K' — &' et, pour tout ¢ € Ps(Q)Qr. (Af) \ G(Af)/K,

o~

un complexe L, qui, si h € C" N G(Z), est isomorphe &
FXre RT(T'g, RT(Lie(Ng), h.V) <4, ... <1.)-

Les morphismes Tg et T; induisent de maniére évidente des applications & —
&, qu'on notera encore T, et T1. Si on identifie £ (resp. &) & Ps(Q)Q,. (Af) \
G(Af)/K (resp. Ps(Q)Q,.(Af) \ G(Af)/K'), T, et T sont simplement les appli-
cations ¢’ — C'gK et ¢’ — C'K.

D’apres le lemme 5.1.4, uc, ¢, s’écrit > ucr, pour C’ parcourant Tg_l(Cl) N
T, (Cy), ot ucr est de la forme T,Lc, — L — T, Lc,. Pour voir que ucr =
Hes : sz slver, il suffit de raisonner par récurrence sur ¢ comme dans la preuve de
la proposition 4.2.3, en utilisant la description du lemme 5.1.4 et le corollaire de la

proposition ci-dessous.
O

Proposition 5.2.3. Soient h,h' € G(i), m > 3 tel que p ne divise pas m et K' :==
Ka(m) C gKg~t, et r € {0,...,d —1}. On note i =ip, : M1 = M% (G, X,) —
MX(G,X)* (resp. i’ = it My = M¥XH(G,, X,) — MX(G,X)*). On suppose
que Ty(i'(M{)) = i(M), c’est-a-dire que P,.(Q)Q,(Af)hK = P, (Q)Q,(Af)h gK.
On a un diagramme commutatif

M| —— M¥ (G, X)* +— M¥ (G, X)

l | g

My — M¥(G, X)* +— M¥(G, X)

Le carré de droite est cartésien, et T, et d sont finis étales. Alors, pour tout L €
DY MX(G, X),Qy), la fleche composée

w:d*i*Rj.L =i"T,Rj,L > ¢ Rj.T;L=14"Rj.T\L
—

*T,Rj.L

— d'i"*Rj,L = d*i*Rj. L

(ot la derniére fléche est celle définie avant le lemme 5.1.4) est égale a [Hy, :
Hj ,].id.

Corollaire 5.2.4. Soient r € {0,...,d — 1}, hi,ha,h' € G(Z) et g1, g2 € G(A%).
Soit m > 3 tel que p ne divise pas m et K' := Kq(m) € g1Kg;7* N g2Kgy ' On
suppose que Tg, (resp. Tg,) envoie Im(iy, ) dans Im(in, ) (resp. Im(in,,.)). 11
existe donc g1,q2 € P (Q)Q,(As) N G(Afc) et ki, ko € K tels que qgthy = h' g1k et
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qoho = W goks, et les diagrammes suivants sont commutatifs

MEHNG,, X)) — MK(G, X)* MEHG,, X)) — M¥ (G, X)*
Tﬁl l T.Ln l TQZJ/ Tyg l
M5 (G, X)) —2 ME(G, X)* M5 (G, X)) —25 MR(G, &)

ou Gy et Gy sont les images dans G,(A%) de q1 et g.
SoitV € Db(Repg(QL,)), Alors la correspondance cohomologique vy : Tgli;;lﬂ,Rj*}'KV —
13 ih,, VRjFEV définie par
Tz, R FRV =i, TR FRV
B, TRV
— T 1 he, ARITFE(V)
= Trip, RjFKV
est égale a [He,, : Hy | fois la correspondance
T3 iy, Rj.FV ~ F* RU(Ty,, RT(Lie(N,), q1h1 V)

LN FXRD(Ty,, RU(Lie(N, ), q2ho.V)) =~ T3 ir,, R FXV.

Démonstration. Notons
Ty iy, RLFSV =@, Ty RjFEV
- i’h, RJ*T* FKv
>, RJJK 9;-V
= i%l/yT*Rji]:K v
pour j =1,2, et
Uiy SRLFEV i RIS gV
-~ . * . 1 K
=~ i, R'];ngf 1%
= i;l',W*ThRj*]:KV
— T iy, JRiFEV
On a v; = Y1 par définition de Rj.ug, w2v2 = @1 d’apres la proposition 2.2.3
et Yoo = [Hy,r : He +Jid d’apres la proposition ci-dessus, donc
= Y1 = Py = [Hy, - Hy Jug
O
Démonstration de la proposition. On peut supposer que g = 1, et on le fera pour
simplifier les notations.

Comme T'; est un morphisme fini entre schémas normaux, on dispose d’un mor-
phisme fonctoriel trace T'rz : Tl*TI — id (SGA XVII 6.2.5 et 6.2.6). On notera

—x% =1
encore Trz le morphisme fonctoriel 7y — 7' qui s’en déduit par adjonction.
D’apres le lemme 5.1.2, le morphisme

T Rj.L % Rj.TYL = RLTIL 2 T\ Rj. L
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est égal a
—x =
Try, : ThRjL — T Rj.L.
Soit Z = (M Xpx(G,x) M¥ (G, X)*)req (c’est I'union disjointe des strates

Im(iy,,.) de M¥' (G, X)* au-dessus de M;). On a un diagramme commutatif dont
le carré du bas est cartésien aux nilpotents pres

N Z—— MR (G, a0

C lTl
M; ——— M¥(G, X)*

ou c est fini étale et k est une immersion ouverte.

Notons n7 la pondération de T; définie dans SGA XVII 6.2.6 : si 2/ est un
point géométrique de MK/(GJ()* d’image x dans MX(G,X)*, et si K,/ (resp.
K,) est le corps des fractions de 1’anneau strictement local de MX (G, X)* en 2’
(resp. de MX(G, X)* en z), alors nr(z2') = [K, : K,]. En particulier, si 'image de
2’ est dans M¥' (G, X), alors np(z') = 1 (puisque Ty est étale). Pour tout point
géométrique x de M¥(G, X), on a donc

(+) > np(@)) =deg(Ty) = [K: K'].
x’ 6?;1 (z)
nr donne par changement de base une pondération de ¢, d’out des morphismes
trace Tr. : co.c® — id et Tr. : ¢* — ¢'. D’aprés la compatibilité aux changements
de base du morphisme trace, le morphisme fonctoriel

. = T =! |,
it =T, ———— I'T; — c'i*

est égal au morphisme Tr. : ¢*i* — c¢'i*, donc 'endomorphisme u de d*i* Rj,L
qu’on veut calculer est égal au morphisme
& Rj.L = k*c*i* Rj. L 2% k*c* Rj. L = d*i* Rj. L.

Pour conclure, il suffit donc de montrer que si 2’ est un point géométrique de
MK/(G,X)* qui se factorise par i : M| — MK/(G,X)*7 alors np(z’) = [Hy, :
)

Soit 2’ un tel point. Son image x dans M¥ (G, X)* se factorise évidemment par
i: M; — M¥X(G,X)*. D’apres la propriété SGA XVII 6.2.4 (*) des pondérations
et Pégalité (+) ci-dessus, on a

Z nr(z”) = [K: K]
w”ET;l(w)

Or le groupe K/K' agit transitivement sur Tl_l(as), donc les np(z"), ' € T_l(l‘),

sont tous égaux. On en déduit que nr(z’) = [K: K’}/card(?fl(x)).
Il reste a calculer card(Tl_l(;U)). Notons N le nombre de strates de M¥ (G, x)*
de la forme I'm(7,,) qui sont envoyées sur M par 7. Comme on a Im(iy ) =
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Im(iy, ) si et seulement si P,.(Q)Q,(Ay)01K' = P.(Q)Q,(Af)b2K', N est égal au
cardinal de la fibre en P,.(Q)Q,(Af)hK de l'application évidente P,.(Q)Q,(Af) \
G(Ay)/K' — P (Q)Q.-(Af) \ G(Af)/K, c’est-a-dire & [K : K'|/[H, : H]. Comme
chaque strate Im(i},) de M¥X' (G, X)* qui senvoie sur M; a [K, : K.] points
géométriques au-dessus de x, on trouve finalement

K: K] K: K]

— 1 / _
card(Ty (z)) = [K, : K] [H,:H.]  [He,: bl

ce qui finit la preuve.
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RESUME. In this work, we calculate the trace of a Hecke correspondance com-
posed with a power of the Frobenius endomorphism on the fibre of the in-
tersection complexes of the Baily-Borel compactification of a Siegel modular
variety.

Our main tool is Pink’s theorem about the restriction to the strata of
the Baily-Borel compactification of the direct image of a local system on the
Shimura variety. To use this theorem, we give a new construction of the inter-
mediate extension of a pure perverse sheaf as a weight truncation of the full
direct image.

More generally, we are able to define analogs in positive characteristic of
the weighted cohomology complexes introduced by Goresky, Harder and Mac-
Pherson.
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