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0 Introduction

Les variétés de Shimura les plus étudiées sont celles associées au groupe GLo, autrement
dit les courbes modulaires. Si Y est une courbe modulaire, on obtient sa compactification de
Baily-Borel j : Y — Y™ en ajoutant un nombre fini de pointes (car GLsg est de rang semi-
simple 1). Comme Y™ est lisse, le complexe d’intersection associé a un systeéme de coefficients
F sur Y est j.F. Il est possible dans ce cas de calculer la fonction L de j,F, et il a été prouvé
dans des travaux d’Eichler, Shimura, Deligne et Thara (entre autres) qu’elle s’écrit comme un
produit alterné de fonctions L de formes modulaires et de fonctions zéta.

La fonction L est un produit de facteurs locaux L, ou p parcourt 'ensemble des nombres
premiers, et ce sont les L, que I'on calcule. Le cas essentiel est celui out Y* et j,J ont bonne
réduction en p. Le facteur local L, ne dépend alors que des réductions modulo p de Y™ et
JsF.

Pour calculer L, dans le cas des courbes modulaires, il existe deux méthodes : la méthode
des congruences, qui ne se généralise pas en dimension supérieure, et la comparaison de
la formule des traces d’Arthur-Selberg et de la formule des points fixes de Grothendieck-
Lefschetz. C’est cette deuxieme méthode que I'on cherche a généraliser.

Pour une variété de Shimura générale M K(G, X)), Papplication de cette méthode est plus
délicate. Un premier pas est le calcul de la trace d’une puissance du morphisme de Frobenius
sur la cohomologie du complexe d’intersection de la compactification de Baily-Borel, ou, ce
qui suffit grace a la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz (cf SGA 4 1/2 Rapport),
de la fonction trace de Frobenius de ce complexe.

Brylinski et Labesse ([BL]) ont effectué ce calcul pour G = Rp,gGL2, avec E une extension
totalement réelle de Q de degré supérieur ou égal a 2, et ils en ont déduit que la fonction L
du complexe d’intersection était bien de la forme attendue.

Pour G = GU(2,1), le calcul a été fait par Kottwitz et Rapoport dans l’article [KR] du
livre [LR] (dans ce cas, on peut aussi montrer que la fonction L & coefficients dans le complexe
d’intersection est un produit alterné de fonctions L automorphes, voir I'article de Langlands
et Ramanujan dans le méme livre [LR]). Le cas général d’un groupe de rang 1 a été traité
par Rapoport dans son article [R], paru dans le méme livre.

Dans cette these, nous traitons le cas des groupes unitaires sur QQ de rang arbitraire, avec
la restriction suivante : comme on ne dispose pas de compactifications toroidales des modeles
entiers, on doit exclure un ensemble fini de nombres premiers.

Du point de vue topologique, le complexe d’intersection peut étre calculé en utilisant la
compactification de Borel-Serre réductive. Plus précisément, Goresky, Harder et MacPher-
son construisent une famille de complexes pondérés sur la compactification de Borel-Serre
réductive et montrent que le complexe d’intersection sur la compactification de Baily-Borel
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0 Introduction

est 'image directe de deux de ces complexes pondérés par le morphisme naturel de la com-
pactification de Borel-Serre réductive sur la compactification de Baily-Borel (cf [GHM]).

On peut définir en caractéristique finie des complexes pondérés analogues aux images di-
rectes des complexes pondérés de Goresky, Harder et MacPherson.

La méthode consiste a remplacer les troncatures par les poids pour les actions des tores
centraux des groupes associés aux composantes de bord par les troncatures par les poids de
I’endomorphisme de Frobenius sur les strates de bord. Les premiers, a notre connaissance, a
utiliser ce type de méthode sont Looijenga et Rapoport dans [LR2].

Les deux points clé de notre méthode sont le théoreme de Pink calculant les restrictions aux
strates de la compactification de Baily-Borel du prolongement d’un systéme de coefficients
sur la variété de Shimura (cf [P2]) et la formule suivante : Si j : U — X est 'inclusion d’un
ouvert non vide dans un schéma X séparé de type fini sur un corps fini et K un faisceau
pervers pur de poids a sur U, alors

K = weaRj K.

Dans cette formule, w, est le tronqué pour la t-structure (Y DS(X),“* D>%(X)), on * DS4(X)
(resp. “D~?%(X)) est la sous-catégorie pleine de la catégorie des complexes mixtes sur X dont
les objets sont les complexes qui ont tous leurs faisceaux de cohomologie perverse de poids
< a (resp. > a). Cette t-structure est assez inhabituelle; par exemple, elle est dégénérée et
de coeur nul.

Pour les variétés de Shimura M* (G, X) considérées dans cette these, le théoreme de Pink
s’écrit (cf le corollaire [2.2.2))

i*Rj, FXV ~ FX RD(T'y, RU(Lie(N), V).

4 est Iinclusion de la variété de Shimura dans sa compactification de Baily-Borel M¥ (G, X)*,
V est une représentation algébrique du groupe G, FXV est le systeme de coefficients associé
a V, i est I'inclusion d’une strate associée a un parabolique maximal P, N est le radical
unipotent de P et I'y est un sous-groupe arithmétique de la parte linéaire du quotient de Levi
de P.

On peut aussi appliquer ce théoreme a des systémes locaux sur les strates de bord de la
compactification de Baily-Borel, ce qui permet, par exemple, si My € M; € M¥(G, X)* sont
deux strates, de calculer la restriction a M, de Ril*iTRj*]-"KV, ou 71 est l'inclusion de M;
dans MX(G, X).

Rappelons que les poids du faisceau lisse FXV sont déterminés par le caractere central de
V (cf 3.4).

On a vu ci-dessus qu’on disposait d’une formule pour calculer le prolongement intermédiaire.
Supposons par exemple que le caractére central de V est trivial, donc que FXV est pur de
poids 0, et notons d la dimension de M K(G, X). fKV[d] est alors un faisceau pervers pur
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de poids d sur M¥(G, X), et le complexe d’intersection ICy & coefficients dans V, égal par
définition & (ji«(FXV[d]))[~d], est donné par la formule suivante :

ICy = weqRj FXV.

Il s’agit ensuite de calculer le complexe wngj*j’:KV. La t-structure (*D<¢,“D>%) sur la
compactification de Baily-Borel s’obtient en recollant les t-structures analogues sur la variété
de Shimura et les strates du bord. En utilisant cette remarque et le fait que les foncteurs
de troncature w¢q et w4 sont triangulés, on obtient la formule suivante dans le groupe de
Grothendieck (qui est un cas particulier du théoreme :

[ICy] = [wegRj+ FXV] = > (“U)[Rinswsai, .. Rinwsqin, RiFEV],

1I<ni< - <npr<n

ol iz est I'inclusion de la k-ieme strate dans M¥(G, X)* (on a choisi un ordre total sur les
strates tel que la dimension soit décroissante).

On peut calculer explicitement les complexes qui apparaissent dans cette somme alternée
grace a des applications successives du théoreme de Pink. On obtient finalement le théoreme
0.2.2) :

[i"ICV] =

K s car .
Fatn Z Z [IndKZ;Z,;U{T} (=1) ") Rr (Fmg,SU{r}7 RF(Lze(NSu{r})7 V)>tr,<ts,ses)}
Sc{l,...,r—1}i€lg

Les notations précises sont expliquées dans 5.2. Disons seulement que i est comme plus haut
I’inclusion d’une strate de bord de la compactification de Baily-Borel, que les ¢; sont des entiers
qui ne dépendent que des dimensions des différentes strates (on peut prendre par exemple
t; égal & opposé de la codimension de la i-ieme strate), que S U {r} parcourt un systeme
d’indices des sous-groupes paraboliques standard dont les strates de bord associées dans
la compactification de Borel-Serre réductive s’envoient sur la strate de la compactification
de Baily-Borel considérée, que, si Pgy(,y est le sous-groupe parabolique correspondant a
SuU{r}, alors Ngg,y est le radical unipotent de P g,y et les 'y, o gqr) sont des sous-groupes
arithmétique de la partie linéaire du quotient de Levi P g / Ngsuiry de Pgugyy, et enfin que
R (Lie(Ngyugry)s V)t,,<te,ses est un tronqué pour les poids de certains tores centraux de

Psuiry/Nsugr-

Passons en revue les différentes parties.

Les trois premiéres parties contiennent essentiellement des rappels.

Dans la partie 1, nous introduisons les groupes unitaires GU(p,q) que nous comptons
étudier et leurs données de Shimura, puis nous rappelons la définition de I’ensemble des points
complexes des variétés de Shimura associées et celle de ’ensemble des points complexes des
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0 Introduction

compactifications de Baily-Borel. En suivant Pink ([P2] 3.7), nous définissons une stratifica-
tion du bord des compactifications de Baily-Borel par des variétés de Shimura associées a des
groupes unitaires plus petits. Enfin, nous rappelons les théoremes d’algébricité (sur C) pour
les variétés ci-dessus et les théoremes d’existence des modeles canoniques sur le corps reflex.
Signalons aussi que la section 1.3 contient une liste des sous-groupes paraboliques standard
de GU(p,q), et la section 1.5 un calcul de nature combinatoire sur la compactification de
Baily-Borel, qui sert dans la section 5.2, et pour lequel nous n’avons pas trouvé de référence.

La partie 2 présente la construction des systémes de coefficients sur la variété de Shi-
mura provenant de représentations du groupe. Nous rappelons d’abord la construction de ces
systemes de coefficients sur les points complexes, puis nous expliquons une méthode, due a
Pink ([P2] 1), pour montrer que ces systemes de coefficients proviennent de faisceaux étales
sur les modeles canoniques. Ensuite, nous énoncons le théoreme de Pink sur le prolongement
de ces faisceaux étales a la compactification de Baily-Borel.

La partie 3 est consacrée aux modeles entiers. Le but est de montrer que, quitte a inverser
un ensemble fini de nombres premiers, la situation des deux premiéres parties sur le corps
reflex s’étend a ’anneau des entiers de ce corps. Comme les variétés de Shimura considérées
sont PEL, elles ont des modeles sur I’anneau des entiers du corps reflex ol on a inversé le
discriminant et certains nombres premiers qui dépendent du niveau. Une fois qu’on a ces
modeles, la construction de Pink des systemes de coefficients étales s’étend automatiquement
(cf 3.3). En revanche, pour s’assurer que ces systemes de coefficients sont bien mixtes (3.4),
pour avoir une compactification de Baily-Borel avec des propriétés convenables (3.2) et pour
que le théoreme de Pink reste vrai (3.5), on doit inverser d’autres nombres premiers, sur
lesquels on n’a que tres peu d’informations.

La partie 4 est indépendante des autres. Dans un premier temps, nous y étudions la t-
structure (YDS*(X),*D>%(X)) définie plus haut et y montrons la formule pour le prolonge-
ment intermédiaire d’un faisceau pervers pur K de poids a sur un ouvert non vide j : U — X.
Dans un deuxieme temps, nous considérons des t-structures sur un schéma stratifié X qui
s’obtiennent en recollant des t-structures (nga/7 “’D>“/) sur les strates (avec un a’ qui dépend
de la strate). Grace aux propriétés de ces t-structures, nous obtenons si 'ouvert U est réunion
de strates une égalité entre les classes dans le groupe de Grothendieck d'un w¢,Rj. K et d'une
somme alternée de tronqués par le poids qui se calculent sur les strates contenues dans X —U
(théoreme [4.3.5)).

Dans la partie 5, nous appliquons les résultats de la partie 4 aux variétés de Shimura. Dans
5.1, nous définissons les complexes pondérés et montrons que deux de ces complexes sont
isomorphes au complexe d’intersection. En particulier, & I'aide du théoréeme de Pink et du
théoreme nous obtenons une formule explicite, dans le groupe de Grothendieck, pour
la restriction & une strate de bord de la compactification de Baily-Borel du complexe d’inter-
section (plus généralement, d'un complexe pondéré). Grace a cette formule et & un résultat
de Kottwitz ([K2]), nous calculons dans 5.3 la trace d’une puissance de ’endomorphisme de
Frobenius sur la cohomologie d’intersection.
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1 Variétés de Shimura en caractéristique 0

1.1 Quelques notations

Soit G un groupe algébrique linéaire sur Q. On note S son centre déployé. On appelle espace
symétrique de G un espace homogene X sous G(R) tel que pour un z € X, le stabilisateur
de x dans G(R) soit de la forme A. K, oun A = S(R)° et K, est un sous-groupe compact
maximal de G(R) (cette propriété est alors vraie pour tout z € X). Si I' est un sous-groupe
arithmétique de G(Q), on dit que I' \ X est un espace localement symétrique associé a G.

Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G(Ay), on pose
M*(G, X)(C) = G(Q) \ (X x G(Af)/K).

Si (gi)icr est un systeme de représentants du double quotient G(Q) \ G(Af)/K, on a

MK(G, X)(©) = [T\ X,

i€l

ouI'y = G(Q) N g;Kyg; ! est un sous-groupe arithmétique de G(Q), net si K est net.
En particulier, si K est net, M¥(G, X)(C) est une variété analytique réelle.
Si K, K’ sont deux sous-groupes ouverts compacts de G(As) et g € G(Ay) est tel que

K’ c gKg~!, on définit une application analytique finie étale
T, : MX' (G, X)(C) — MX(G, X)(C)
par : pour tous x € X et h € G(Ay),

T,(G(Q).(x, iK")) = G(Q).(x, hgK).

Si I, T’ sont deux sous-groupes arithmétiques de G(Q) et v € G(Q) est tel que I" C ATy~ !,
on définit une application analytique finie étale

T,:T"\X —T\X

par : pour tout x € X,
T, .2) =Ty ta.
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1 Variétés de Shimura en caractéristique 0

1.2 Données de Shimura pour certains groupes unitaires

Notation 1.2.1 Pour n € N*, on note
I=1,= € GL,(Z)

et
0 1

Iy = € GL,(Z).
1 0

On note S = Resc/gGm, le tore de Serre.

On fixe n € N*, p,qg € Navec p+ ¢ =n et p > ¢. On note J, ; ou simplement .J la matrice

0o 0 J
J=| 0 I,, 0 |ecGL,(2).
J, 0 0

Soit E = Q[iv/d] (d € N* sans facteur carré) une extension quadratique imaginaire de Q,
dont I'automorphisme non trivial, qui est la conjugaison complexe, sera noté ; on fixe une
fois pour toutes des injections E C Q c C et Q C @p pour tout nombre premier p. On
s’intéresse au groupe algébrique sur Q, G = GU(p, q), dont les points & valeurs dans une
Q-algebre A sont donnés par

G(A) = {9 € GL,(E®q A),g9"Jg = c(g)J,c(g) € A*},

avec, si g € GL,(E ®g A), g* ='g. Si ¢ = 0, on note aussi GU(p) = GU(p, q).
On a des morphismes de groupes algébriques sur Q :

c:G— G, etdet: G — ResE/@Gm.

On utilisera aussi les groupes U(p, q¢) = Ker(c) et SU(p,q) = Ker(c) N Ker(det).
Les groupes GU(p, q) et U(p, ¢) sont réductifs, et SU(p, q) est semi-simple.

Fait 1.2.2
(1) Le groupe G est connexe. Le Q-rang semi-simple et le R-rang semi-simple de G sont
tous les deux égaux a q.
(2) Sip>q, G(R) est connexe. Si p = q, G(R) a deux composantes connezes, G(R)* =
cHRTX) et G(R)™ = ¢ HR™X).
(8) Le groupe dérivé de G est G = SU(p, q). Il est simplement conneze.
(4) Le quotient G/GY" est isomorphe au tore

H = {(x,\), 2T = \"} C Resg/gGm x Gn.
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1.2 Données de Shimura pour certains groupes unitaires

Introduisons ’espace symétrique X de G. Pour cela, on a besoin d’un certain sous-groupe
compact maximal de G(R), qu’il est plus facile d’écrire pour un sous-groupe de G(C) conjugué

a G(R). Soit donc
~ (I, O
=(8 %)

G =GU(J) = {g € GL,(R), g"Jg = c(9)J, c(g) € R*}.

et

Soit
1/V2r, 0 1/V2J,
u= 0 Ip_q 0
1/V2Jd, 0 —1/V2I,

Alors u =u* = ut et et J=uJu", donc G(R) ~ ((Nj par ¢ : g — ugu.
On note K, le sous-groupe compact maximal de G défini par

Koo = UG 0/R) x U0.0® = { () ) ) A€ U, B e V@® |,

Koo = ¢ 1(Kuo) est un sous-groupe compact maximal de G(R). Soient S = G, I,, le centre
déployé de G et A = S(R)° = {\I,, A € R**}. On pose

X = G(R)/AKy et 79 = AKy € X.

Comme AK,, C G(R)®, on a mp(&X) = mo(G(R)), c’est-a-dire que X est connexe si p > ¢
et que, si p = ¢, X a deux composantes connexes (isomorphes) X* = G(R)T/AK. et
X~ = G(R) /AKew.

On veut définir une application G(R)-équivariante h : X — Hom(S, Gg). Comme G(R)
agit transitivement sur X, il suffit de se donner hy = h(zg) : S — Grg tel que ho(S(R)) soit
dans le centralisateur de AKy,. On prend

S — Gr
he al, 0 ibJy
0 z=a+1ib +—— 0 =zl O

wJ, 0 aly

o= (3

On suppose désormais que ¢ > 1oug=0et p=1 (si p > 2, GU(p) ne peut pas étre le
groupe d’une donnée de Shimura, car il est de type compact modulo son centre).

Si?LO:(pOhg, on a

Fait 1.2.3 (G, X, h) est une donnée de Shimura pure (cf [P1] 2.1).

Si K est un sous-groupe compact ouvert de G(Ay), 'ensemble des points complexes de la
variété de Shimura associée est

M¥(G,X)(C) = G(Q) \ (¥ x G(Af)/K).
13



1 Variétés de Shimura en caractéristique 0

Proposition 1.2.4 (/P1] 3.3) MX(G, X)(C) a une structure canonique d’espace compleze
normal. Si de plus K est net (cf [P1] 0.6), M¥(G, X)(C) est une variété analytique compleze.

1.3 Sous-groupes paraboliques de GU(p, q)

On note E;j € My (Z), 1 <i,j < n, les matrices élémentaires : pour tous k,l € {1,...,n},
(Eij)ki = 0ix0;1. Un tore maximal de G = GU(p, q) est le tore T tel que

A0 0
T(Q): 0o . 0 7>\17--->)\nGEX,)\lAin:"‘:)‘q)\erl:)\q+1)\q+1:"‘:)\pype@x
0 0 M\

Le sous-tore déployé maximal S de T vérifie

M 0 0 0O 0O 0 O
o >~ 0 0 0 0 O
0 0 A, O 0O 0 O

S@=<XA] 0 0 0 L4 0 0 0 [,\A,...,2€Q"
00 0 0 X' 0 o0
0 0 0 0 0 .0
00 0 0 0 0 X!

Un parabolique minimal contenant S est le groupe P dont les Q-points sont

A *x %
P(Q) = 0 B x |,ACeBy(E),BecGLy,(FE),NGU(p,q)(Q),
0o 0 C

ou B, C GL, est le groupe des matrices triangulaires supérieures.

On dit qu'un sous-groupe parabolique de G est standard s’il contient P. On sait qu'un
sous-groupe parabolique de G est conjugué par G(Q) a un unique sous-groupe parabolique
standard, donc il suffit de décrire les sous-groupes paraboliques standard. Il sont indexés par
les sous-ensembles I C {1,...,q} de la maniére suivante.

Soit I C {1,...,q}. On écrit

I—{¢}=A{aqr,--..a1+...qr—1}

et on note ¢, =q— (q1 + -+ + ¢r—1). On pose

RE‘/QGqu * * * *
0 ’ %
P; = 0 0 GU(g,q) x * NGU(q,q).
0 0 0 . *
0 0 0 0  RgioGLg,
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1.4 Compactification de Baily-Borel

En particulier, les sous-groupes paraboliques maximaux standard de GU(p, ¢) sont les

RpqGL, * ¥
P,=Pyy = 0 GU(p—r,q—r) * NGU(p,q)
0 0 RpoGL,

pour r € {1,...,q}.

1.4 Compactification de Baily-Borel

1.4.1 Description

Soit (G, X) la donnée de Shimura pure de la section 1.2.

On obtient la compactification de Baily-Borel des MY (G, X)(C) en ajoutant & X des
composantes rationnelles de bord, indexées par les sous-groupes paraboliques maximaux de
G, pour former une compactification partielle X*, en étendant 'action de G(Q) & X* et en
faisant le double quotient

G(Q\ (X" x G(Af)/K).

On suit ici [P1] chapitres 4 et 6 (dont les résultats reposent sur ceux de [AMRT]).

Dans [P1] 4.6, Pink introduit pour chaque sous-groupe parabolique maximal (admissible,
mais ici ils le sont tous, car G% est simple) P de G un morphisme w : S¢ — Pg¢ (noté
w o heo par Pink).

La construction de ce morphisme repose sur celle du morphisme de Harish-Chandra
U! xSLy(R)? — G(R) de [AMRT] th 2 (ii) p 177-178. Le lemme suivant résulte facilement
de la définition de ce morphisme.

Lemme 1.4.1.1 Le morphisme de Harish-Chandra est l’'image du morphisme
@ : Ul x SLy(R) — G(R) défini par

al 0 0 by
0 .
0 g ibg 0
) ) U 0
ar 01 aq  Oq —
(p(%(cl d1>’.”7<cq dq>> 0 0
0 U
0 —icy dy 0
. 0 ..
—iCl 0 0 dl

Corollaire 1.4.1.2 Pour P = P,, 1 < r < ¢, le morphisme Sc — Pc de [P1] 4.6, que
'on notera wy, associe a (z,2') =1@z+i@y e S(C) = (Ce®rC)*, avec x = (2 +2')/2 et

15



1 Variétés de Shimura en caractéristique 0

y = (2 —2')/2i, la matrice

Z1, 0 0 0 1l®l1-2)J,
0 1®zl, 0 P QyJg—r 0
0 0 lez+i®y)l),4 0 0
0 i®yJy, 0 1®xly_y 0
0 0 0 0 I,

ot Z =1® Re(z2') +i® Im(z2').

Définition 1.4.1.3 Soient P un sous-groupe parabolique maximal de G, N son radical uni-
potent et L = P /N son quotient de Levi. La partie hermitienne Ly, de L est le centralisateur
dans L du centre U de N (pour l'action de L sur U déduite de [’action par conjugaison de
P sur N). I existe un unique sous-groupe Ly de L, appelé partie linéaire de L, tel que Ly, et
Ly commutent, que L = LpLy et que Lp(R) N Ly(R) soit fini (¢f [AMRT] p 221-222).

Soient P un sous-groupe parabolique maximal de G et N son radical unipotent. Dans
[P1] 4.7, Pink introduit le plus petit sous-groupe sous-groupe distingué Q¢ de Pc qui est
défini sur Q et contient I'image de w (Pink note ce sous-groupe P;). Q contient N (d’apres
la preuve de [P1] 4.8), et Q/N est, a un facteur de type compact pres et au centre pres, la
partie hermitienne de P/L (cf [AMRT] II1.4.1). On peut sans rien changer agrandir le centre
de Q/N (cf la remarque (ii) de [P1] 4.11). On utilisera donc la définition suivante de Q :

Définition 1.4.1.4 Soitr € {1,...,q}. Sir < q on pose

M, *
Q, = 0 D x |, DeGU{p—r,gq—r),A=c¢(D),,
0 0 I
et, sir=q,
AN, s *
Q, = 0 My, * |.reE*
o 0 I

Soit P un sous-groupe parabolique maximal de G. Il existe g € G(Q) et r € {1,...,q} tels
que P = gP,g~ 1. On pose alors Q = gQ,g~! (cette définition ne dépend pas de g, car Q, est
distingué dans P,).

Soit r € {1,...,q}. On note N, le radical unipotent de P, (qui est aussi celui de Q,) et
U, le centre de N,.. Construisons l’espace principal homogene sous Q,(R)U,(C) de [P1] 4.11.
On considere I'application P,.(R)-équivariante

X =P;[R)/(P:(R)NAKs) — mo(X) x Hom(Sc, Qr,(C)
r=gP,(R)NAKs) +— ([z],int(g) owy,) '

L’image de cette application est contenue dans une Q,(R)U,(C)-orbite (Q,(R)U,(C) agit
sur mo(X) par mo(Qr(R)U,(C)) = m(Qr(R)) — mo(Pr(R))), qu'on note Y,. On note h, :

16



1.4 Compactification de Baily-Borel

Y, — Hom(S., Q,c) la deuxieme projection.

Proposition 1.4.1.5 ([P1] 4.11) (Qy,Yr,hy) est une donnée de Shimura mizte (cf [P1]
2.1).

(G, X&) = (Qr, Vr) /N, (cf [P1] 2.9 pour la définition du quotient) est donc une donnée de
Shimura pure. Sir < g, elle est isomorphe a la donnée de la section 1.2 pour G = GU(p — r,q — r).
Si r = g, elle est isomorphe & la donnée de la section 1.2 pour G = GU(1) = REg/oGm.

Définition 1.4.1.6 Si 1 <r < g, on note G,. = G,. Pour r = q, on note

M, 0 0
G, = 0 D 0 |,DeGU(p—q),A=c(D)
0 0 I,

On voit Gy, comme un sous-groupe de Py/Ny; Gy est alors le centre de Gy, et G} /Gq est
de type compact.

Si P est un sous-groupe parabolique maximal de G de radical unipotent N, il est conjugué
a l'un des P,, donc on peut aussi lui associer une donnée de Shimura mixte (Q,)) et une
donnée de Shimura pure (Q,))/N.

Définition 1.4.1.7 (/P1] 4.11) Une composante rationnelle de bord de (G, X) est une
donnée de Shimura mizte (Q,)) associée a un sous-groupe parabolique mazimal de G.

Définition 1.4.1.8 On pose
xr=xu [ v/,
(Q.Y)
ot la somme est sur l’ensemble des composantes rationnelles de bord de (G, X) et, si (Q,Y)
est une telle composante, N est le radical unipotent de Q et (Q,Y)/N = (Q/N,Y/N).
On munit X* de la topologie de Satake (cf [P1] 6.2).

Remarque 1.4.1.9 Si (Q,)) et (Q',)’) sont deux composantes de bord, et si on note Z et
Z' les sous-ensembles correspondants de X*, il résulte immédiatement de la définition de la
topologie dans [P1] 6.2 que Z' C Z si et seulement si Q' C Q.

Définition 1.4.1.10 Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(Ay). La compactification
de Baily-Borel de M¥(G, X)(C) est

M®(G,X)*(C) = G(Q)\ (¥ x G(Af)/K).

Elle a naturellement une stratification par des espaces localement symétriques (isomorphes
a des '\ X, avec T' un sous-groupe arithmétique de G,(Q)).

Théoréme 1.4.1.11 (/P1] 6.2, [BB] th 10.4) Il existe une unique structure d’espace analy-
tique complexe normal compact sur M¥(G, X)*(C) dont la restriction a une strate isomorphe
a '\ X, est la structure compleze induite par celle de X,.

17
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De plus :
Proposition 1.4.1.12 (/P1] 6.2) Soient K, K des sous-groupes compacts ouverts de G(Ay)
et g € G(Ay) tels que K' C gKg™'. Le morphisme
T, : M¥(G, x)(C) — M¥(G,x)(C)
se prolonge par continuité en une application holomorphe finie

M¥(G,X)"(C) — M¥(G,X)*(C),

, _
qu’on notera T'y.

1.4.2 Stratification du bord

Décrivons, en suivant [P2] 3.7, une stratification du bord de M¥(G, X)*(C).

Les (Qr,)r), 1 < r < ¢, forment un ensemble de représentants des classes de G(Q)-
conjugaison de composantes de bord de (G, X). Soient € {1,...,q} et g € G(Ay). Notons
7 : P, — P, /N, = G, la projection, Ko = Q,(Af)NgKg ™! et K¢ = 7(Kg). Le morphisme
holomorphe i, 4 : M¥¢(G,, &,)(C) — MX(G, X)*(C) est défini par le diagramme suivant :

Gr(Q)\ & x (Gr(Af)/Ke) (2, ()]
Q.(Q)\ &, (Qr(Ap)/Kq) [(z, )]
P (Q)\ &, x <PZT<@>QT<Af>/KQ> (2, h)]
G(Q)\ X* x (G(Af)/K) [(z, hg)]

Notons Hp = gKg™' NP(Q)Q,(Af) et Hy = gKg~' N Centp () (X, )N(Ay). On fait agir
Hp sur MX¢(G,., &,)(C) par multiplication & droite sur le deuxieme facteur dans la troisieme
ligne du diagramme ci-dessus. Les sous-groupes K¢ et Hy de Hp agissent trivialement. Comme
Hp/KgH, est fini, i, 4 est fini sur son image.

Lemme 1.4.2.1 ([P2] (5.7))
(i) irg induit une immersion localement fermée M¥&(G,, X, )(C)/Hp — ME (G, X)*(C).
(i) Si K est net, le groupe fini Hp/KoH, agit librement sur M%¢ (G, X,)(C).

Remarque 1.4.2.2 SiK est net, Hp /K¢ est un sous-groupe arithmétique net de (P, /Q,)(Q).
Or, si r = 1, tous les sous-groupes arithmétiques de (P,/Q,)(Q) sont finis; donc dans ce cas
on a Kg = Hp, et le morphisme 4, 4 est une immersion localement fermée.
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1.4 Compactification de Baily-Borel

Les images des morphismes i, , forment une partition du bord de M¥(G,X)*(C), et les
images de 4,4 et i, ; sont les mémes si et seulement si P,.(Q)Q,(Af)gK =P, (Q)Q,(Ar)g'K.

On a donc obtenu une stratification du bord de la compactification de Baily-Borel par des
quotients de variétés de Shimura par des groupes finis.

On peut réécrire d’une maniére un peu plus simple les définitions de Hp et Hy. On pose,
pour 1 <r<q—1,

* 0 0
LZ,T = L277~ = 0 In—2r 0
0 0 *

et

* 0 0
L/&q = 0 I,—24 O
0 *

0

0
* 0
Lig=1 0 SU(p-q O
0 0 *

(les blocs diagonaux sont carrés de tailles r,n — 2r, 7 resp. ¢,n — 2¢, q). Le groupe Lj  est, au
centre pres, la partie linéaire de L, (cf la définition [1.4.1.3)). 7

L, est produit direct de Lzﬂn et de GJ, et produit quasi-direct de Ly, et de G,. Si 1 <
r<qg—1,onalLy,, =L; etdeG,=G], et L, est simplement produit direct de ces deux
sous-groupes. 7

Lemme 1.4.2.3 Soient P un sous-groupe parabolique mazimal de G et g € G(Ay). P est
conjugué a un unique P.. On note N le radical unipotent de P, L = P/N le quotient de
Levi, Q le sous-groupe distingué défini par Pink (cf plus haut), Ly, Lj, les sous-groupes de L
obtenus a partir de Lg}r,L'&T par conjugaison, Z la composante de bord de X* associée a P,

Hp = gKg ' NP(Q)Q(Ay)

Hy = gKg~' N Centp(g)(Z)N(Af).

Alors, si K est net,
(i) Hp = gKg~' N Ly(Q)Q(Af) = gKg ' NL(Q)Q(Ay) ;
(i) He = gKg~' NLy(Q)N(Af) = gKg~' NLy(QN(A).

Démonstration. On se ramene par conjugaison au cas ou P = P,. Supposons d’abord
r < q. Alors P,.(Q) = L, (Q)Q,(Q) et Q-(Q) C Q.(Af), dour (i) (on n’utilise pas dans
ce cas la netteté de K). Prouvons (ii). L’image de H, par la projection P,(Q)Q,(A;) —
P.(Q)Q,(Af)/Lyr(Q)N,(Af) ~ G, (Ay) est un sous-groupe compact (pour la topologie in-
duite par G,(Ay)) de G,(Q), dont les éléments sont nets et agissent trivialement sur X, donc
c’est un sous-groupe du centre de G, (Q) ; comme le centre de G, est une extension d’un tore
déployé par un tore de type compact, ce sous-groupe est trivial.
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Traitons le cas 7 = ¢, et montrons les premieres égalité de (i) et (ii). G, est isomorphe &
GU(p—q), et L, ~ G x L’&q. De plus, Gy est le centre de GJ. L'image de Hp par la projec-
tion Py(Ay) — (Pg/LyqQq)(Af) =~ (G /Gy)(Af) est un sous-groupe net de (G,/G7)(Q);
comme (G4/G7)(R) est compact, cette image est triviale, d’ott (i). Pour (ii), on remarque que
Centp (g)(Xy) = Py(Q), donc I'image de Hy dans Gy (Ay) est un sous-groupe arithmétique
net de Gg(Q), forcément trivial puisque Gy ~ GU(p — ¢). Enfin, on peut remplacer Lj ,(Q)
par Ly 4(Q) dans (i) et (i) car Lyg = Lj , x SU(p — q) (et K est net).

(|

Enfin, on a :

Proposition 1.4.2.4 ([P1] 7.6) Le morphisme i, 4 : M¥X¢(G,, X,)(C) — MX(G, X)*(C)
se prolonge en un morphisme fini holomorphe

ing : M¥¢(Gy, X,)"(C) — M™(G, X)*(C),

dont l"image est l'adhérence de l'image de i, 4.

1.4.3 Algébricité

On donne ici des résultats d’algébricité (sur C) pour les variétés de Shimura et les compac-
tifications de Baily-Borel.

Théoréme 1.4.3.1 ([BB] th. 10.11, cf aussi [P1] 8.2) Soient (G, X) une donnée de Shi-
mura pure, et K un sous-groupe compact ouvert net de G(Ay). Alors M¥(G,X)*(C) est
I’ensemble des points complexes d’une variété algébrique complexe projective normale, qu’on
notera MK(G, X)&. De plus, les morphismes Tg du paragraphe précédent sont algébriques.

Corollaire 1.4.3.2 ([P1] 9.24) Avec les méme hypothéses, M¥ (G, X)(C) est ’ensemble des
points sur C d’une variété algébrique complexe quasi-projective lisse, notée M*¥(G,X)c, et
les morphismes Ty, définis plus haut sont algébriques, ainsi que l'immersion ouverte

ME(G, x)(C) — M¥(G, x)*(C).

La limite projective M (G, X)c des MX(G, X)c est un schéma séparé quasi-compact sur
C, sur lequel G(Ay) agit continiment (a droite), et on a pour tout K

M¥(G,X)c = M(G, X)c/K.

Et enfin :

Proposition 1.4.3.3 La stratification de M®(G,X)*(C) définie plus haut est algébrique,
c’est-a-dire que les morphismes ir.q sont algébriques (ce qui implique que les morphismes i, g
le sont aussi).
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1.5 Combinatoire des strates de la compactification de Baily-Borel

Les résultats de ce paragraphe serviront dans la section 5.2.
Soit K C G(Ay) un sous-groupe ouvert compact net. Pour tout I C {1,...,¢q} non vide,

soit
P, =P
i€l
et
N, =[N
icl

le radical unipotent de P;. Les P; sont les sous-groupes paraboliques standard de G. Si

r =maz(I), on a Q. C Py C P,, donc P;/N, est produit quasi-direct de G, et Py, avec

P, ; un sous-groupe parabolique de Ly,. Sir < ¢, G, = G/., et P;/N, est produit direct de

G, et Py r; on note P’“ =Py Sir = q, Gy est le centre de G} ~ GU(p—q). P;/N, s’écrit

P} ; x Gy, avec P} ; un sous-groupe parabolique de Ly , et on a Py =P) ; x SU(p — q).
Pour tous g € G(Af), r € {1,...,q} et I C {1,...,¢} non vide, on note

Kgr = (9Kg™' N Qu(Ay))/(9Kg™ NN, (Ay))
HQJ = gKg_l N PI(Q)Qmaa:(I) (Af> = gKg_l N P%,I(Q)Qmax([) (Af)

Kg,l = (gKgil N PI(Q)Qmax(I) (Af))/(gKgil N P@,I<@)Nmaa:(l) (Af))

Sir=max(l), Ky, C Ky s’identifient a des sous-groupes compacts ouverts nets de G,(Ay).

Pour tous g € G(Ayf) et r € {1,...,¢}, on a défini dans 1.4.2 un morphisme holomorphe
fini sur son image i : M¥s(G,, X,)(C) — MX(G,X)*(C). L'image de ce morphisme est
un sous-espace localement fermé de M¥(G,X)*(C), qui sidentifie & M¥s.t} (G, X,)(C).
De plus, M¥Xs(G,, X,)(C) et M¥rr(G,, &,)(C) ont la méme image dans MX(G, X)* si et
seulement si P.(Q)Q,(Af)gK = P,.(Q)Q,(Af)RK. Si I C {1,...,q} et » = max(I), on a
aussi un morphisme holomorphe fini sur son image M¥%s./(G,, &,)(C) — M¥(G, X)*(C),
le composé du revétement étale fini Ty : MXo1(G,, X,)(C) — M¥otr}(G,, &,)(C) et de
I’immersion localement fermée M¥o.} (G,., X,)(C) — M¥(G, X)*(C). Tous ces morphismes
se prolongent aux compactifications de Baily-Borel, et ces prolongements sont des morphismes
finis.

Notation 1.5.1 Soient g,h € G(Ay) et I C J C {1,...,q} non vides tels que max(l) =
maz(J) =r. Sia € L, (Q)Q.(Af) est tel que Hy y C aHy ja™!, alors la réduction modulo
(Pr, N, (Af) de a, @ € Gr(Ay), vérifie Ky 5 C aKy a !, donc on a un morphisme

15 - MKQ’J(GM X)(C) — MKh’I(Grv X)(C).

On notera aussi T, ce morphisme.
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On fixe a € G(Af), I C {1,...,q} non vide et s > r = max(I). On considere 'ensemble £
des diagrammes commutatifs Dy g 4 p ¢

MEra.106} (G, X ) (C)—= MKa1 (G, X,)*(C) <—M¥a1 (G, X,)(C)

a |7

M¥e i} (Gy, X,)(C) M50} (Gy, X, ) (C)— MB(G, X)*

avec b,g € G(Ay), ¢,h € P.(Q)Q,(Ay) et c € Ps(Q)Qs(Ay) tels que g € bgK et hg € caK.
On munit & de la relation d’équivalence suivante : Dy g g h.c ~ Dy o g/ 1, si et seulement si
(i) Pr(@)Qr (Af)bK =P, (Q)Qr (Af)b/K§
(i) Pr(Q)Qr(Ap)gK =P(Q)Q:(Ay)g'K;
(iil) Prugs1(Q)Qs(Af)hgK = Pru(1(Q)Qs(Af)hgK.
La condition (i) signifie que MX0.0} (G, X,) et M™ V-1 (G, X,)(C) ont la méme image dans
MY (G, X)*, la condition (ii), qui se réécrit

P;(Q)Q.(Af)qH, ry = Pr(Q)Q,(Ay)q'Hy 14,

implique que lisomorphisme M¥6.} (G, X,)(C) ~ M¥.4}(G,., X,)(C) donné par (i) se
releve (et se prolonge) en un isomorphisme T, : M%0.1(G,, X,)*(C) —» M* ¢ 1(G,, &,)*(C),
avec v € Pr(Q)Q,(Ay), et la condition (iii) que, modulo cet isomorphisme, les images de
M&ro. 106} (G, X,)(C) et M¥no'.1063 (G, X, )(C) sont les mémes. Remarquons enfin que la
condition (iii) implique les conditions (i) et (ii), et que, pour tout Dy 44 pc € €, on a

Db7q7g7hyc ~ Dca,l,ca,l,c-

Proposition 1.5.2 Considérons l'application ® qui a un élément Dy 4 4p. € € associe la
classe de ¢ € Ps(Q)Qs(Ay) dans

Pru3(Q)Qs(Af) \ Ps(Q)Qs(Af) /Hy (5}

Alors ® passe au quotient par ~ et donne une bijection

E) ~—= P (Q)Qs(As) \ Ps(Q)Qs(Af) /H,y g3

Démonstration. Soient D = Dy g g n.c; D' = Dy g g 1 € E. Supposons que D ~ D', et
montrons que ®(D) = ®(D’). Soient k,k',l € K et v € P51 (Q)Qs(Ay) tels que hg = cak,
hg = cdak' et yhgl = h'g’. Alors

c= hgk_la_l — ’y_lh/g/l_lki_la_l _ 7_1c'ak‘/l_1l_1a_1,

avee 7L € Py (Q)Qu(A) et ak'lk~ta™ = p yp € (aKa™! NP,(Q)Qs(Ay)) = H, (4},
donc ®(D) = ®(D').
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Supposons maintenant que ®(D) = ®(D’), et montrons que D ~ D’. Grace au calcul
qu’on vient de faire, on peut remplacer D et D’ par des diagrammes équivalents. D’apres la
remarque qui précede 1’énoncé de la proposition, on peut supposer que ¢ = ¢ = h =h’' =1,
b=g=caetd =g =ca ®D)=®(D') sécrit

PIu{s}(Q)Qs(Af)c(aKail N PS(Q)QS(Af» = PIU{s} (Q)QS(Af)c’(aKafl N PS(@)QS(AJ“))7

et ceci implique évidemment que

Py} (Q)Qs(Af)caK = Prury(Q)Qs(Ay)c'akK,

c’est-a-dire que D ~ D'.
Enfin, pour tout ¢ € Lj ,(Q)Qs(Ay), la classe de ¢ dans P4y (Q) Qs (Af)\Ps(Q)Qs(Af) /Hy g4y
est I'image par ® de Dcg.1,cq,1,c € €, donc ® est surjective.
Il

1.6 Modeles canoniques

On renvoie a [P1] chapitre 11 et & [D] pour la théorie générale des modeles canoniques. On
s’intéressera ici a la donnée de Shimura (G, X’) définie dans la section 1.2, c’est-a-dire que
G = GU(p,q).

1.6.1 Variété de Shimura

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(Ay). La théorie des modeles canoniques
assure I'existence d’un modele de M (G, X)¢ sur un corps de nombres F' appelé corps reflex
de (G, X), c’est-a-dire d'une variété algébrique normale quasi-projective MX(G,X) sur F
telle que MX(G, X) @ C ~ M¥(G, X)¢ (vérifiant aussi d’autres propriétés). De plus, tous
les morphismes 7T, de la section 1.1 sont définis sur F'.

Corps reflex et loi de réciprocité

Fait 1.6.1.1 (/D1] 2.6, [P1] 11.1) Soit r : G, c — Sc¢ le morphisme qui a z € C* associe

1 1
() =10’ iie?”

. —— €S(0) = (Cer O)*.

Le corps reflex de (G, X), qu’on notera F', est le corps de définition de la classe de conjugaison
de
h(]’l“ : Gm,(c — Gc.

Lemme 1.6.1.2 Le corps de reflex de (G, X) est E sip>q, Q sip=q.
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Démonstration. On écrit comme avant E = Q[iv/d], avec d un entier positif sans facteur
carré. On a, si z € C*,

1@ =2, 0 Wde 2,
hor(z) = 0 (1 ® 2 +ivie 2 f) 0 € G(C).
id® 2, 0 1® =],

On cherche le plus petit sous-corps F' de C tel que hor(Q*) soit conjugué dans G(C) & un
sous-groupe de G(Q) C GL,(E ®q Q).

Déja, on a hor(Q*) C GL,(FE ®q E), donc F' C E.

De plus, pour tout z € Q*, on a

Tr(hor(z)) = <1®+1>+( - )(zf@

)

et (z —1)/2iv/d & Q si z # 1, donc, si p > ¢, hor(Q*X) ne peut pas étre conjugué dans
GL,(E ®g C) a un sous-groupe de GL,,(E ®q Q), donc F # Q, et finalement F' = E.
Supposons maintenant p = ¢q. On a

z+1 z—1
hor(2) =1® > —"1I, +ivVd® ~——J,.

, (0 iJ,
r=( )

Comme le morphisme GU(p, ¢)(C) — GL,(C), 1® X +iV/d®Y —— X +4V/dY, induit
un isomorphisme U(p, q)(C) — GL,(C), il existe g € U(p,q)(C) tel que I'image de J" =
g(ivVd®(1/ivd)J,)g~" dans GL,(C) soit .J'. De plus, on a c(J") = c(ivVd®(1/ivd)J,) = —1.

Smt
S 0 1®iJ,
C\ —1®iJ, 0 '

J" € GU(p, q)(C), 'image de J” dans GL,(C) est J', et ¢(J") = —1, donc J” = J”. On a
donc montré que pour tout z € C*,

Jp, est conjugué dans GL,,(C) a

1 ® 1+ZI 1 ® Z—lJ
1 _ 2 Yq
ghor(2)g~ ( Lo, 1o,

donc hor(Q*) est conjugué dans GU(p, ¢)(C) a un sous-groupe de GL,,(Q ®q C), et le corps
reflex est Q. O

Comme M¥ (G, X)(C) est I'ensemble des points complexes d'une variété définie sur F, le
groupe Gal(F/F) agit sur mo(M¥(G, X)(C)). On va calculer cette action.
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Soit H = G/G?". On note x : G — H la projection.

Proposition 1.6.1.3 (/D] 3.58.2) L’application, induite par k,
mo(M™(G, X)(C)) — mo(H(Q) \ H(A)/x(K))/r(AKs)
est bijective.

L’action de Gal(F/F) sur mo(H(Q) \ H(A)/k(K))/k(AKs) se factorise par Gal(?ab/F)
([D] 2.4). On identifie Gal(?ab JF) a mo(F* \ Aj) par Iisomorphisme du corps de classes,
avec la convention suivante ([P1] 11.3) : Si v est une place non archimédienne de F, w, est
une uniformisante de F, et F’ est une extension abélienne de F' non ramifiée en v, alors le
morphisme

mo(F* \ AY) =5 Gal(F™/F) — Gal(F'/F)

envoie la composante de 'idele (..., 1,w,,1,...) sur le Frobenius arithmétique en v.

Proposition 1.6.1.4 (/D] 2.4, 2.5, 2.6) L'action de Gal(F™ /F) ~ mo(F* \ A%) sur
mo(H(Q) \ H(A)/k(K))/k(AKs) provient d’un morphisme de groupes algébriques

A: RespgGrmn — H,

appelé morphisme de réciprocité, et donné par la régle suivante : si r' : Gy, p — Hp est
le morphisme khor (quitte a changer de point base, ce morphisme est défini sur F), X\ est le
composé de

ResF/Q(T’) : Resp/gGm — RespgHr

et de la norme de H
ResF/@HF — H.
Lemme 1.6.1.5 On a
H =~ {(z,)),2T = \"} C Resg/gGm X G,
et

Az) = (29729, 22Z).

Corollaire 1.6.1.6 On note \ : Resg9Gm — G lapplication qui envoie z sur

2zl 0 0
0 2lp—q 0
0 0 I,

Comme \ = kX, Uaction de Gal(?ab/F) ~ mo(FX\AY) sur mo(M¥(G, X)(C)) est induite
par Uaction de Resp oG sur G donnée par la multiplication a gauche par N,
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1 Variétés de Shimura en caractéristique 0

Le systeme projectif

On a dit que les Ty étaient définis sur F. En particulier, pour K’ C K, on a
Ty : MX(G, x) — MX(G, X).

Le systeme projectif des MK(G,X) est donc défini sur F, et on note M(G,X) sa limite
projective. C’est un F-schéma séparé quasi-compact, sur lequel G(Ay) agit contintiment.

Fait 1.6.1.7 ([P2] 3.4) Si K' C K un sous-groupe ouvert distingué, alors
Ty : M¥(G, x) — MX(G, X)

est un recouvrement étale galoisien fini de groupe K/K'.
En conséquence,

M(G,X) — M¥(G,X)

est un recouvrement étale galoisien profini de groupe K.

1.6.2 Compactification de Baily-Borel

Théoréme 1.6.2.1 ([P1] 12.3, [P2] 3.7.2)
(1) M¥(G,X)% a un modele M¥(G, X)* sur F, les Ty sont définis sur ces modéles et on
a la propriété suivante :
(2) Soit (Q,Y) une composante rationnelle de bord de (G,X) et g € G(Ay). On note N
le radical unipotent de Q, (G',2) = (Q,Y)/N, Kg = Q(Af) N gKg™!, Kg limage de
Kq dans G'(Ay). Alors le corps reflex de (G', 2Z) est celui de (G, X), c’est-a-dire F, et
le morphisme (fini sur son image)

M¥e (G, 2)(C) — MX(G, x)*(C)

de 1.4.2 vient d’un unique morphisme des modeéles canoniques.

Proposition 1.6.2.2 ([P2] 3.8) Soit K' C K un sous-groupe ouvert distingué. K agit
droite sur MX' (G, X) (par les morphismes Ty), et le quotient est

M¥(G, x)*/K = MX(G, x)*.

Corollaire 1.6.2.3 On note M (G, X)* la limite projective sur K des M*(G, X)*. Le mor-
phisme
M(G,X)" — M(G,X)*/K ~ M¥(G, X)*

est un K -recouvrement (au sens de [P2] 1.7). La limite projective des morphismes
M¥e(G, 2) — MB(G, X)x
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1.6 Modéles canoniques

est une immersion (localement fermée)

M(G, 2) — M(G, X)*.
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2 Systemes de coefficients et leurs
prolongements a la compactification de
Baily-Borel, d’apres Pink

2.1 Variété de Shimura

2.1.1 Systemes locaux sur C a coefficients dans Q,
Espaces localement symétriques

Soient G un groupe algébrique linéaire sur Q et X un espace symétrique de G. On note
comme avant S le centre déployé de G et A = S(R)°.
Soit I' un sous-groupe arithmétique net de G(Q). Pour tout I'-module & gauche discret M,
on pose
FE(M) =T\ (M x X),

ou,siyelet (mz)e M x X,

v-(m, ) = (ym,vz).

La fleche évidente FL (M) — T'\ X fait de F' (M) un systeme local (de groupes abéliens)
sur Pespace localement symétrique I' \ X (qui est une variété analytique réelle).

Il est clair que F' est un foncteur exact et fidele de la catégorie Modr des I'-modules &
gauche dans celle des systemes locaux sur I' \ X. On notera donc F' son foncteur dérivé,
défini sur D?(Modr). L’isomorphisme canonique H(T'\ X, F'(M)) = M" s’étend en un
isomorphisme fonctoriel

RO(I'\ X, )F'~RI(, ).

Soient g € G(Q) et I',T” deux sous-groupes arithmétiques nets de G(Q) tels que IV C
gl'g~!. On a défini dans 1.1 un morphisme analytique réel

1

T,:T"\X — T\X
I'r —— Tg 'z

On note # le morphisme v —— g 'vg de IV dans I'. Le foncteur 6* : Modr — Mody de
restriction des scalaires via 6 est exact, et on note encore 6* le foncteur dérivé D(Modr) —
Db(MOdF/ ) .

Fait 2.1.1.1
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2 Systémes de coefficients et leurs prolongements a la compactification de Baily-Borel, d’aprés Pink

(i) On a un isomorphisme canonique
Frlo ~ 17 F
donné, pour un I'-module M, par

'\(MxX) — ([\(MxX))xpxI"\ X
(m,z) — (m,g" 'z, ) '

(i1) Si M est un G(Q)-module et si ' =T (donc g normalise T') on a un isomorphisme
de T-modules M — 0* M, m — g~ 'm, et le composé

RI(T, M) = RT(D\X, F¥ (M)) <& RO (D\X, T, F7(M)) ~ RU(T\ X, F'(M)) ~ RT(T', M)

est l'endomorphisme de RT(I', M) provenant de l’endomorphisme v +—— g~ 1yg de T.

Variétés de Shimura

On fixe un nombre premier ¢. Supposons que (G, X’) est une donnée de Shimura (pure
ou mixte). Notons Repg(q,) la catégorie des représentations algébriques de G(Qg) dans un
Qy-espace vectoriel de dimension finie.

Soit K un sous-groupe compact ouvert net de G(Ay). Si V € Repgq,), on pose

FRV)=G(@Q)\V x X x (G(Af)/K),

o G(Q) agit sur V x X x (G(Af)/K) de la maniere suivante : si vy € G(Q),v e V,z € X
et g € G(Ay),
7-(v, 2, 9K) = (v0,7.2,79K).

FE(V) est un systeme local de Qg-espaces vectoriels sur MX(G, X)(C).

Comme plus haut, il est clair que FX est un foncteur exact et fideéle sur Repg(q,)- On
notera de la méme fagon le foncteur dérivé.

Soient g € G(Ay) et K' C gK ¢~ ! un sous-groupe ouvert, et soit comme avant

T,: M¥(G,X)(C) — M¥(G,x)(C)
(x,hK') +— (z,hgK)

Pour tout V' € Db(RepG(@Z)), on a un isomorphisme
K’ ~ T* 7K
FEV) =Ty R V),
donné par

G(Q)\V x X x (G(Ay)/K) — (G(Q)\V x X x (G(Ay)/K)) Xy, x)c) M¥ (G, X)(C) .
(v, (z,hK")) +— (v,(x,hgK),(z,hK"))
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2.1 Variété de Shimura

Remarque 2.1.1.2 On retrouve sur les composantes de M¥ (G, X)(C) les systemes locaux
définis plus haut : Fixons g € G(Ay) et posons I' = gKg~! N G(Q). On a une immersion
holomorphe
i:T\x — MKX(G,X)(C)
le — [(z,9)]

dont I'image est une composante connexe de M¥(G, X)(C), et qui est un isomorphisme sur
son image. Pour tout V € Db(Repc;(@z)), i* FX(V) est canoniquement isomorphe a F' (M),
ou M est V, avec la structure de I-module donnée par l'inclusion I' C G(Q) C G(Qy).

2.1.2 Systemes locaux sur C a coefficients dans 7Z,

Soient (G, &) une donnée de Shimura, K un sous-groupe ouvert compact net de G(Ay)
et V € Repg(g,)- On voudrait associer a V' un faisceau FR(V)(Zy) de Zsy-modules sur
MY (G, X)(C). On va rappeler la méthode de [Ln], p34.

On fait agir G(As) sur V via la projection G(Af) — G(Qy), et on choisit un Z,-réseau
stable par K de V, qu’on note V(Zy). Soit

= JI (@V(Z)x X x (gK/K)).
gKeG(Af)/K

On a une application continue surjective £ — X x (G(Af)/K) qui envoie (g.v,z, gK) sur
(x,g9K). Cette application est G(Q)-équivariante, pour I’action suivante de G(Q) sur € :

v.(g9.v,z,9K) = (vg.v, 7.2, (v9)K).

On pose
FEV)(Ze) = G@)\ €.

FRWV)(Zy) — G(Q)\ X x (G(Af)/K) = MX(G,X)(C) est un faisceau en Zs,-modules
localement libre, et on a
FEV)(Ze) @z, Qe = FE(V).

De plus, la classe d’isomorphisme de FX(V)(Z,) est indépendante du choix de V' (Z).
Si g€ G(Af) et K' € gKg™!, on a comme avant un isomorphisme canonique

FEW)Zy) = TP (V) (Z0).
Pour m € N* on pose
FRVNZ/"Z) = F*(V)(Zy) ®z, Z/I™L.

C’est un faisceau abélien de £™-torsion sur M¥(G, X)(C). Nous montrerons plus loin que ce
faisceau provient d’un faisceau étale sur MX(G, &).
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2 Systémes de coefficients et leurs prolongements a la compactification de Baily-Borel, d’aprés Pink

2.1.3 Rappels sur la construction de Pink

On va introduire rapidement certains faisceaux étales, qui sont construits et étudiés dans
les deux premieres parties de [P2].

Rappel 2.1.3.1 ([P2] 1.1.2) Un groupe topologique I' est dit de type pro-F Py, s’il existe
une famille de sous-groupes ouverts distingués A de I' telle que :
— les A sont profinis;
— pour tout A, le groupe discret I'/A est de type F Py, ;
- I'=lml'/A.
A

Rappelons qu’un groupe discret T' est dit de type F Py si le Z[I'|-module trivial 7. a une
résolution ... — L1 — Lo — Z par des Z[I']-modules libres de type fini.

Exemple 2.1.3.2 (/P2] 1.1.3) Soient G un groupe linéaire algébrique sur Q, T' un sous-
groupe arithmétique de G(Q) et K un sous-groupe compact de G(Ay) normalisé par I". Alors
I est de type F Py, K est profini (donc de type pro-F Ps,) et TK est de type pro-F Px.

Notation 2.1.3.3 ([P2] 1.1,1.2)

o Si I' est un groupe topologique, on note Modr la catégorie abélienne des I'-modules a
gauches discrets sur lesquels l'action de I' est continue (c’est-a-dire tels que le stabilisa-
teur d’un point soit un sous-groupe ouvert de I'). On note Mody. la sous-catégorie pleine
de Modr engendrée par les limites inductives de I'-modules de type fini sur Z.

o Tous les schémas et morphismes de schémas sont supposés quasi-séparés. St X est un
schéma, on note Etx la catégorie des faisceaur abéliens étales sur X.

Lemme 2.1.3.4 (/P2] 1.2) Soient X un schéma, I' un groupe de type pro-F Py et F un
faisceau étale de T-modules & gauche sur X. Pour tout sous-groupe A de T', on note F le
sous-faisceau de F (des A-invariants) défini par FA(U) = F(U)D pour tout U — X étale.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) toutes les fibres de F sont dans Modr ;

(2) F = @fA, ot A parcourt l’ensemble des sous-groupes ouverts distingués de I";

A
(3) (si X est quasi-compact) pour tout U — X étale de présentation finie, F(U) est dans
MOdF .

Notation 2.1.3.5 (/P2] 1.2) On note Etxr la catégorie des faisceauz étales de T-modules
a gauches sur X satisfaisant les conditions du lemme précédent. (Si X est le spectre d’un
corps séparablement clos, on peut identifier Etx r et Modr.)

Définition 2.1.3.6 Soit X un schéma sur lequel un groupe discret I agit a droite fidélement.
On dit que laction de I' est propre s’il existe un recouvrement de X par des ouverts affines
tel que pour tout ouvert U de ce recouvrement,

card({y e T,U~A/NU # 0}) < cc.
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2.1 Variété de Shimura

Définition 2.1.3.7 ([P2] 1.7) Soit X un schéma muni d’une action & droite d’un groupe I’
de type pro-F Ps,. On suppose qu’il existe une famille de sous-groupes ouverts distingués A
de T telle que :
— pour tout A, il existe un recouvrement ouvert affine de X dont chaque ouvert est invariant
par A ; en particulier, le quotient catégorique X/A existe ;
- X =limX/A;
A

— pour tout A, si A’ est le noyau de Uaction de T' sur X/A, alors T' /A’ agit proprement
sur X/A.

Alors le quotient géométrique de X/T' existe. On dit que X — Y est un I'-recouvrement.

Notation 2.1.3.8 5i X est un schéma et A est un groupe abélien, on note Ay ou simplement
A le faisceau étale constant de fibre A sur X.

Définition 2.1.3.9 (/P2] 1.8) Soit X —~'Y un T-recouvrement. Pour un sous-groupe ouvert
distingué assez petit A de I', on a un diagramme commutatif de morphismes I'-équivariants

Pour un tel A, le faisceau pasZ sur'Y est muni d’une action o gauche de I : v € T' envoie
une section s € paL(U) ~ 770" ) sur la section v.s qui a V dans mo(px (U)) associe
s(V.y). Les pasZ forment un systéme inductif de EtYI, dont la limite est aussi dans E/ty,p.

On définit alors un foncteur

)\1“7@ : Modr — EtY,F
M — M®limpaZ >
A

ou I' agit sur les deuz facteurs. Ce foncteur est exact et commute auz limites inductives.

Lemme 2.1.3.10 ([P2] 1.8) On se place dans la situation de la définition ci-dessus. Soit M
un objet de Modr ; on va décrire les fibres de A ,(M). Soient x un point géométrique de X,
y Uimage de x dans Y, I'y C I le stabilisateur de x. Le choix de x détermine une bijection
[-équivariante ¢~ 1 (x) ~T1\ T, d’ot un isomorphisme de T'-modules

Ar, (M), ~ M ® Indp, Z,
ou I'y agit trivialement sur Z.
Proposition 2.1.3.11 (/P2] 1.9.3) Soient X — Y wun I'-recouvrement et 1 — T —

I' — I — 1 une suite exacte de groupes de type pro-FPs tels que I agisse trivialement
sur X. Alors on a un isomorphisme de foncteurs sur DT (Mod}.)

R(F/, ) o )‘F»SO =~ )‘F”#P ] R(F,, )
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2 Systémes de coefficients et leurs prolongements a la compactification de Baily-Borel, d’aprés Pink

Proposition-définition 2.1.3.12 ([P2] 1.10.1) Soit ¢ : X — Y un recouvrement étale
galoisien de groupe de Galois I'. Alors Ar ,(M) est RI'(I', )-acyclique pour tout objet M de
Mody.. On obtient donc un foncteur exact

pr,, s Modp, — Fty
M — T[T, Ar,(M))

Pour tout U — X étale de présentation finie, on a

pr o (M)(U) = hTm{s s mo(pxt (U)) — MYy € T,VV € mo(px ' (U)), s(Viy) = 's(V)}

Proposition 2.1.3.13 ([P2] 1.10.4) Soient ¢ : X — Y comme avant, et M un objet de
Mod}.. Soit yo = Spec(k) un point de Y, k une cloture séparable de k, y le point géométrique
de Y correspondant, x un point géométrique de X au-dessus de y. Pour tout o € Gal(k/k),
on note Y (o) lunique élément de T' tel que o.x = x.4p(0). Alors

¢ Gal(k/k) — T
est un morphisme continu, et la fibre de pur (M) en y est isomorphe a M avec laction de

Gal(k/k) donnée par o.m = (o). m.

Proposition 2.1.3.14 Soient X un schéma muni d’une action a droite d’un groupe I' de
type pro-F P et I un sous-groupe fermé de T'. On note ¢ : X — X/T =X, ¢ : X —
X/T" = X" et f: X' — X les morphismes évidents. On a un morphisme canonique de
foncteurs (provenant de morphismes de changement de base, cf [P1] 1.11.3)

Restv f*Ar., — Arv o Resl.

On suppose que le stabilisateur de tout point géométrique de X est inclus dans T'. Alors :
(i) Le morphisme canonique

f*RT(L, )Ar, — f*RU(T, )RespAre = RU(IY, )f*RespAr
— RI(I", )Ar . Rest

(cf [P1] 1.11.4) est un isomorphisme de foncteurs sur DT (Modf.).
(i1) Si de plus T" est d’indice fini dans T, alors le morphisme canonique (déduit du mor-
phisme de (i) par adjonction)

RT(T, )Arglndt, — fRT(T, )Ap
est un isomorphisme de foncteurs sur Dt (Modf,).
Démonstration. (i) est [P1] 1.11.5.

(ii) se prouve de la méme fagon. Soit  un point géométrique de X. Notons z le point
géométrique de X image de T et I'y le stabilisateur de  dans I'. On a I';y C I par hypothese.
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On fixe un systéme de représentants (0;);cr de I" \ T'. Soit M € Mod}.. D’apres le lemme
2.1.3.10} le choix de Z et de (§;) détermine des isomorphismes

T ~ T r
s AN —
(RT (T, ArpIndp M) ~ Indp M @ Indp, Z

(Rf*RP (I‘/, )\F,#’,M))J} ~ @ (RF (F/, )‘F',@'(M)))w(iéi) ~ @ M ® Indll:;Z,
iel icl
et le morphisme
w: (RD (D, ArpIndp M) — (RfRD (I, Ap o M)

correspond au composé du morphisme fonctoriel RI'(I', ) — RI'(IY, )Resl, de [P1] 1.11.1
et du morphisme
v:Indh M @ Indh Z — @,c; M @ Indp Z
f®g — Y f(6) @ g
ou f € Indll:,M est une fonction f:I' — M et g € Indll:lZ est une fonction I' — Z.

Comme tous les foncteurs considérés commutent aux limites inductives, on peut supposer
M de type fini sur Z. Alors on a des isomorphismes canoniques (cf [P1] 1.10.2)

Indp/ M & Indp, Z ~ Indp, Resp, Indp, M
P M & Indf, Z ~ €P) Indf, Rest, M
iel iel
et le morphisme v ci-dessus devient
(f:T— Resll:llndll:/M) — Z(fgl 2y — f()(6:))-
i€l
Comme dans la preuve de [P1] 1.11.5, on peut remplacer M par un complexe M® =
Indla}A'. D’apres [P1] 1.6.1, les composantes de Indll:lResllzllndll:/ M*® sont RI'(I', )-acycliques,
et celles de [ nd?} Resffl M*® sont RT'(I”, )-acycliques, donc le morphisme u devient dans ce
cas
r I/ F/
(IndFIResgllndfl}A°> — (IndRResll:llndfl}A'> — (@ IndFlResRIndfl}A'> .
el
Orona r r
L] L] 1
(Indllleesll:llndlfl}A ) = (Res?llndlgl}A )

I’ Iy
<€B Ind} Resh Indf;}A') = (@ Resh Ind{;}A'>
el el

et u est induit par le morphisme

Resll:llndlgl}A' — @idRele;Indg}A'
(f:T— A% — e (fs, 17— [(7'6))

Ce dernier morphisme est clairement un isomorphisme.

35



2 Systémes de coefficients et leurs prolongements a la compactification de Baily-Borel, d’aprés Pink

2.1.4 Systemes locaux étales sur les modeles canoniques
Systémes locaux provenant de représentations du groupe

Revenons a la situation de 2.1.1. On fixe donc un nombre premier ¢, une donnée de Shimura
(G, X), un sous-groupe compact ouvert K C G(Ay) et V € Repg(q,). Soit m € N*. On veut
construire un faisceau étale sur M¥(G, X) qui sur C redonne le faisceau FX(V)(Z/¢™Z) de
2.1.2. Pour cela, on applique la construction de Pink au K-recouvrement

©: M(G,X) — MX%(G,X).
On fait agir K sur V(Qy) via
K C G(Af) — G(Qp).

On choisit comme avant un Z,-réseau K-invariant V(Z,) de V. Alors V(Z/{"™7Z) = V(Z¢) @z,
ZJOL =V (Zg) 0"V (Zy) est dans Mody et on peut lui appliquer le foncteur pug .

Proposition 2.1.4.1 On a un isomorphisme canonique
FEWVYZ)m) = ik ,V(Z)0MZ)(C),

ot pur,V (Z/MZ)(C) est le faisceau en groupes abéliens sur M™(G,X)(C) provenant du
faisceau étale ux ,V(Z/¢™Z) sur M¥(G, X).

Démonstration. ([Ln] p 38)

Comme V(Z/¢™Z) est fini, il existe un sous-groupe ouvert distingué Ky de K qui agit
trivialement sur V(Z/¢™Z). Si on note g la projection Ty : M¥0(G, X) — M¥(G, X), on
a

Ak V(LML) = V(Z/U"L) @ s
et
K oV (Z/IL) = (V(Z)IMT) ® po.Z)S/ %0,
donc
pK oV (Z/0"2)(C) = (K/Ko) \ V(Z/L"Z) x M™(G, X)(C),

ot K/Kq agit sur V(Z/(™MZ) x M*¥(G, X)(C) par
E.(v,z,9Ko) = (k™ 1v, z, gkKp).

On pose
e= [ (9V(Z/t"Z) x X x gK/K).
gKeG(Af)/K
G(Q) agit sur £ comme dans 2.1.2, et on a FX(V)(Z/f™Z) = G(Q) \ €. On considere I'appli-
cation de £ dans px ,V(Z/{MZ)(C), qui a (g.v,x, gK) associe (v,x, gKp). Cette application
est bien définie, car, si on remplace g par gk avec k € K, 'image de

(90,2, gkK) = (gkk™" v, z, gkK)
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qu’on obtient est encore
(k71 v, z, gkKo) = (v, z, gKp).

De plus, si v € G(Q), 'image de

v.(g.v, 2, gK) = (vg.v, 7.2, (v9)K)

est
(U7’Y'x7fng0) = (’U,.’L‘,_QKO),
donc &€ — pk ,V(Z/0™Z)(C) donne

©:G(Q)\ € = FUV)(Z/"L) — px,V(Z/"Z)(C),

qui est I'isomorphisme cherché :
e ® est un homéomorphisme local ;
o ® est surjective;
o ® est injective : Soient (v, z, g), (v, 2, ¢") € V(Z/IMZ)x X xG(Ay) tels que (g.v,z,gK) =
O(g'v', 2, g’K). Alors il existe v € G(Q) et k € K tels que 2/ = ~v.x, ¢ = gk et
v/ =k 1.v, donc

(9", 2", g'K) = (vg.v,v.2,79K) = (g.v, z, gK).

Notation 2.1.4.2 Le faisceau £-adique

Jim p o (V(Z/EMZ)) @ Qu

meN*

sur MX(G, X) sera noté FXV dans la suite.

Généralisation

Dans la suite, on utilisera des faisceaux f-adiques sur certains quotients de variétés de
Shimura par des groupes finis, qui proviennent de représentations d’un groupe plus grand que
celui de la donnée. On se place dans la situation suivante : B est un groupe linéaire connexe
sur Q, Ny est son radical unipotent, L = B/Ny, G et G, sont deux sous-groupes fermés
réductifs connexes de L commutant entre eux, d’intersection finie et vérifiant L = GGy. On
note Qo 'image inverse GNy de G dans B. On considére une donnée de Shimura (G, X).
On suppose que laction de G(Q) sur X se prolonge en une action de L(Q) telle que G¢(Q)
agisse trivialement et on prolonge I'action a droite de G(Ay) sur M (G, X) a L(Q)Qo(Af) en
faisant agir trivialement G,(Q)Ng(Ay).

Enfin, soit K un sous-groupe ouvert compact net de B(Ay) ; on note H = KNB(Q)Qo(Ay),
H,=Kn CentB(Q)(X)No(Af), KQ =Kn Qo(Af) CH Ky=Kn No(Af) C Hy et Kg =
Kq/Kn. Le morphisme quotient

¢ : M(G,X) — M(G,X)/H=M
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est un revétement étale profini de groupe H/Hy, et H/H/K est fini, donc M est le quotient de
la variété de Shimura M¥¢ (G, X) par un groupe fini. On sait qu’a tout H-module A € Mody
on peut associer un complexe de faisceaux étales sur M,

RU(H, Ao (A)) = pr/m, o (RE(He, A)).

On voudrait, a partir d’une représentation algébrique de B(Qy) dans un Qg-espace vectoriel
de dimension finie (ou d’un complexe borné de telles représentations), sur laquelle B(Ay) et
ses sous-groupes agissent comme d’habitude via le morphisme B(A ;) — B(Qy), construire
un complexe borné de faisceaux f-adiques sur M.

Lemme 2.1.4.3 ([P2] 5.2.2) Soient U un groupe algébrique unipotent connexe sur Q et Ky
un sous-groupe ouvert compact de U. Alors, pour tout V € Db(RepU(QZ)), le morphisme de
restriction

RL cont (KUa V) - RF(KU N U(@)v V)
est un isomorphisme.

Le lemme ci-dessous, qui est une version algébrique du théoréeme de van Est, est prouvé
dans [GHM] 24.

Lemme 2.1.4.4 Soient U un groupe algébrique unipotent connexe sur Q et I'y un sous-
groupe arithmétique de U(Q). On note Mody la catégorie des limites inductives de représentations
algébriques rationnelles de dimension finie de U (ou, ce qui revient au méme, de Lie(U)), et

Ay la Q-algebre des polynémes a coefficients rationnels sur U(Q), qui contient la sous-algébre

Q des constantes. Pour tout M, on définit une suite exacte

0 — M 2% 19(M) 25 1Y (M) 22 12(M) = ...

par :

e ug: M — I°(M) est linjection évidente M ~ M @ Q — M ® Ay = I°(M);

e pour tout i € N, ujyq : I'(M) — I'TY(M) est le morphisme évident I'(M) —
Coker(u;) — Coker(u;) ® Ay = I"TY(M).

Alors :

(i) Pour tout M € Mody, M ® Ay est un objet injectif de Mody et un objet acyclique
pour le foncteur ( )'U (invariants par Ty ).

(ii) Pour tout M € Mody, le morphisme suivant est un isomorphisme :

RT(Lie(U), M) = RT(U(Q), M) ~ I*(M)P@ — 1*(M)'v ~ RD(T'y, M).

Corollaire 2.1.4.5 Soit V € Db(RepB(Qe)). Alors on a un isomorphisme canonique
RT'(H;, V) ~ RT'(Hy /Ky, RT(Lie(Ny), V)).
SiV e Db(RepB(QZ)), RT'(Lie(Ny),V) € Db(RepL(Qe)), donc le corollaire permet de se
ramener au cas B = L. Traitons ce cas.
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Comme K est net, I'y = Hy est net, et I'y N G(Q) = {1} (car le stabilisateur dans G(R)
d’un élément de X est compact modulo le centre de G(R)). I'y s’injecte donc dans (L/G)(Q),
et son image est un sous-groupe arithmétique. On a un autre sous-groupe arithmétique de
(L/G)(Q), ', = H/Kg, et T'; s’identifie & un sous-groupe distingué de I", (forcément d’indice
fini). D’apres [BS] 11.1, la compactification de Borel-Serre partielle d'un espace symétrique
de L/G permet de construire une résolution bornée L, — Z du Z[I')]-module trivial Z
par des Z[I'j]-modules libres de type fini (les L; sont donc aussi des Z[I';]-modules libres de
type fini). On fait agir H sur les L; via la projection H — I%. Si A est un H-module fini,
alors Homgr,|(Le, A), ot H/Ty agit par (hLy.f)(x) = hf(h™ ), est un complexe borné de
H/T'p-modules finis qui représente ’objet RI'(I'y, A) de Db(ModH/pe).

Définition 2.1.4.6 Soit V € Repy,q,)- On choisit un réseau K-invariant A C V. Alors le
systeme projectif des pig v, (Homzr, (Le, A/{™A)),m € N*, avec les morphismes de tran-
sition évidents, est un complexe borné de faisceauzx C-adiques constructibles sur M. On note
FU/TeRT(T,, V) Uobjet correspondant de DY(M,Qy), dont la classe d’isomorphisme ne dépend
pas du choix de A. Cette construction s’étend trivialement au cas ou V' est un complexe borné
de représentations de L(Qy), et donne un foncteur triangulé

FHTRD(Ty, ) : DP(Repy,(g,)) — DM, Qy).

Si on revient au cas général du début de ce paragraphe (L est le quotient de Levi d’un
groupe connexe B), on obtient un foncteur triangulé

FUMRT(Hy, ) : D"(Reppg,)) — DM, Q)
V. — FUHRL(H,/Ky, RT(Lie(No), V)) -

Remarque 2.1.4.7 De méme, si A est un Qp-espace vectoriel avec une action de H/H, qui
admet un Zy-réseau A invariant par H/Hy, alors on lui associe le faisceau (-adique lisse sur
M

FUA = (s, (A0 A) ez,

dont la classe d’isomorphisme ne dépend pas du choix de A.
Par exemple, dans le cas B = L, si V € Repy(q,), on a pour tout ¢ € Z un faisceau

FHTH T, V), qui sidentifie & H(FY/T¢RT(Ty, V) (gréace a l'exactitude de uy/r, ,)-
La notation FH/He quion vient d’introduire est une généralisation de la notation FX du
paragraphe précédent.

2.2 Le théoreme de Pink (prolongement des faisceaux sur la
compactification de Baily-Borel)

Soient G = GU(p, q), (G, X) la donnée de Shimura pure définie dans la section 1.2. On
va énoncer un résultat tres légerement plus général que celui de Pink (mais qui se prouve
exactement de la méme fagon), en se placant dans la situation de la définition [2.1.4.6
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Soient donc B un groupe algébrique connexe sur Q, Ny son radical unipotent, L = B/Nj
son quotient de Levi. On suppose que G s’identifie a un sous-groupe fermé de L, et qu’on a
un sous-groupe réductif connexe G, C L commutant avec G, d’intersection finie avec G, et
tel que L = GGy. Enfin, on note Qo 'image réciproque de G dans B (donc G = Qq/Ny).
Si G’ est un sous-groupe de L, on notera souvent G’Nj son image réciproque dans B. On
suppose qu’on peut prolonger I'action a droite de G(Ay) sur M(G,X) a B(Q)Qo(Af) en
faisant agir trivialement G/(Q)Ng(Af). Soit K un sous-groupe compact ouvert net de B(Ay).
On note H = KNB(Q)Qo(Ay), Hy = KN Centg(g)(X)No(Ay), et ¢ le recouvrement étale
M = M(G,X) — M = M(G,X)/H, qui est galoisien profini de groupe H/H,. L’action
de B(Q)Qo(Ay) s’étend évidemment a M (G, X)*, et on note j 'immersion ouverte M —
M* = M(G, X)*/H. Dans [P2], Pink a calculé, pour un H-module de torsion M et dans le
cas B = G, la restriction de Rj,RI'(H, \g ,M) aux strates de M*. Nous allons énoncer ce
théoréeme dans le cas o B n’est plus forcément égal a G.

Soient P un sous-groupe parabolique maximal de G et (Q,)) la composante de bord
associée. On note comme avant N le radical unipotent de P, Lp = P/N le quotient de Levi,

et (G, 1) = (Q,V)/N. Soit g € B(Q)Qo(Af). On pose
Ko = (QNo)(As) NgKg ™
Ky = (NNo)(As) NgKg ™
Ke =Kgo/Kn C Gi(Ay)
Hp = gKg~" N Stabgg)(X1)(QNo)(Af) = gKg~' N (G¢P)(Q)(QNo)(Ay)
Hp, = gKg™"' N Centyg)(X1)(NNo)(Af) = gKg~' N (GeLpe)(Q)(NNo)(Af),

ou Lpy est la partie linéaire de Lp.
On a un diagramme commutatif :

M = M(G, X)L M* = M(G, X)* <——M(G1, X,) = M,
Sﬁl tpi ltﬂl
M = M(G, X)/HCo M* = M(G, X)*/H <O M(G1, X,)/Hp = M,

oll ¢ est un recouvrement étale galoisien profini de groupe Hp/Hp.
Soit T'orMody la sous-catégorie pleine de Modj; dont les objets sont les H-modules de
torsion. On note encore Ay, la restriction de Ap, : Mody — Etyu & Tor Mody.

Théoréeme 2.2.1 (cf [P2] 4.2.1) On note 6 : Hp — H, h —— g 'hg, qui donne 6* :
TorMody — TorMody, .
On a un isomorphisme canonique de foncteurs DV (TorMody) — DT (Ety,)

i*Rj«RI'(H, )Am, ~ RTU'(Hp, )Aup,e 07,
ou, autrement dit,
Z'*Rj*uH/HZ#RF(Hg, ) ~ ,"LHP/HP,Z»@IRF(HP7€7 )9*
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RU'(Hpg, )

Dt (TorMody) DT (TorMody,) D¥(TorMody, u,,)
iy’H/HE,chF(HZv ) iMHP/HP,Zv‘Pl
Dt (Ety) Dt (Ety+) — Dt (Etyr,)

Rja

Voyons ce que ce théoreme donne pour les systemes de coefficients définis plus haut.

Corollaire 2.2.2 (cf [P2] 5.5.1) Soit V € D*(Repgq,)), sur lequel on fait comme d’habitude
agir H via le morphisme H C B(Ay) — B(Qy). On a construit plus haut (voir la définition
un complexe de faisceaux L-adiques fH/HfRF(Hg, V) e DZ(M, Q¢). De méme, en uti-
lisant cette fois linclusion G1 C Lp, on peut associer a tout complexe V' € Db(Rep(pNO)(@Z))
un complexe de faisceauz (-adiques FP/MPe RT (Hp,, V') € DY( My, Qy).

On a des isomorphismes canoniques

z‘*Rj*J-"H/H"RF(H& V) fHP/HPvéRF(HRg, V)
FHp/Hee RO (Hp /Ky, RT(Ky, V)

FHr/Hrs RD(Hp /Ky, RT(Lie(NN), V).

1 1R

Le corollaire résulte du théoreme ci-dessus, et des lemmes [2.1.4.3| et [2.1.4.4]
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3 Modeles entiers

Le but de cette partie est de trouver un ensemble fini de nombres premiers X tel que les
variétés et les systemes de coefficients sur le corps reflex F' des parties 1 et 2 s’étendent
(en gardant les mémes propriétés) sur 'anneau Op[1/X]. Pour la variété de Shimura elle-
méme, X est explicite et ne dépend que du discriminant de E et du niveau (voir la section
3.1). Malheureusement, comme on ne dispose pas de compactifications toroidales des modeles
entiers, on doit des que 'on veut travailler avec la compactification de Baily-Borel inverser
un certain ensemble d’autres nombres premiers sur lequel on n’a aucune information (& part
le fait qu'il est fini).

3.1 Variété de Shimura

(G, X) est toujours la donnée de Shimura définie dans la section 1.2, et on utilise les
notations du chapitre 1.

Les variétés de Shimura qu’on considere ici sont des variétés PEL, c’est-a-dire qu’elles
s’interpretent comme des espaces de modules de variétés abéliennes avec des polarisations,
des endomorphismes imposés et des structures de niveau. Cette description modulaire permet
de construire des modeles des variétés de Shimura sur I’anneau des entiers de son corps reflex,
ol on a inversé certains nombres premiers. La référence qu’on utilisera ici est [K2].

3.1.1 Schémas abéliens et structures de niveau

Commencons par mettre une structure entiere sur le groupe G. Il en existe une évidente :
si A est une Z-algebre, on pose

G(A) ={g € GLy(A®z Op),g" Jpgg = Apg, A € A*}.

On note D le discriminant de £ = Q[v/—d] (donc D = —4d si d # 3 mod 4 et D = —d
si d = 3 mod 4). On rappelle qu’on a noté F' le corps reflex de (G, X) (F = E sip > q et
F=Qsip=gq). Onpose a =+/—dsid#3mod4eta=(1++—d)/2sid=3mod4;on
a donc

Op =Z & Za = Zla).

Soit V' le E-espace vectoriel EPT%, muni de la forme hermitienne J de matrice .J, , dans la
base canonique. On a une forme alternée ¢ : V x V. — Q associée a J par la formule

J(v,w) = YP(v, aw) — ay(v,w).
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Un calcul simple donne

7

%Imj(v,w) sid=3mod 4

1 .
bow) = { =ImJ(v,w) sid% 3 mod 4

En particulier, le Op-réseau A = 0% de V est autodual pour .

Notation 3.1.1.1

(1) Si A et B sont deur schémas abéliens sur un schéma S, on note Homg(A, B) (ou
Hom(A, B)) le groupe abélien des morphismes de A dans B.

(2) Si A — S est un schéma abélien, on note A— Sl schéma abélien dual. Si f :
A — B est un morphisme de schémas abéliens sur S, on note f : B — A le morphisme
dual.

(3) Soient A — S un schéma abélien et A une polarisation de A. On définit une involution
tx de End(A), dite involution de Rosati associée a X : si f € End(A), tx(f) = AfA.

A4
] b
A2

(4) Soit R un anneau commutatif. La catégorie des schémas abéliens sur S a R-polarisation
prés est la catégorie additive (et méme R-linéaire) dont les objets sont les schémas
abéliens sur S et ou le groupe des morphismes de A dans B est Homg(A, B) ®z R.
Une R-isogénie de A dans B est un isomorphisme dans cette catégorie. Comme plus
haut, une R-isogénie de A dans A donne une involution de Rosati sur End(A) ®z R.

(5) Soit 1 : A — S un schéma abélien, ' : A — 8 le schéma abélien dual et { un
nombre premier inversible sur S. On a une forme bilinéaire non dégénérée canonique

R'mQq x R'7.Qr — Qu(1)s.

Si\: A — A est une Q-isogénie, elle induit un isomorphisme R'm,Q, — R'7.Qy,
d’ot une forme alternée non dégénérée

R'7,Qp x R'7,Q; — Qu(1)s,

qu’on appellera accouplement de Weil associé a .

Notation 3.1.1.2 Pour tout nombre premier £, on note Ay = A ®y Zy et
Ko = {9 € G(Qr) tq g(Ar) = A} = G(Zy).

Ko, est un sous-groupe ouvert compact de G(Qy).
Soit X un ensemble de nombres premiers. On note

ZI1/Y] = Z[1/6,0 € 5]
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Zg:HZg

lexs
7" =] z
)
Apy =2z ®2Q
A =7> ®7 Q
Ky =[] Ko
D)

Si R est un anneau commutatif, on note

R[1/S] = R ®z Z[1/3).

La définition des structures de niveau que nous donnons ici est directement inspirée de celle

de [K2] 5.

Définition 3.1.1.3 Soit A — S un schéma abélien, avec S connexe, et ¥ un ensemble
de nombres premiers inversibles sur S. On se donne une Z[1/X]-isogénie X : A — A et un
morphisme d’anneauz i : Og[l/X] — End(A) ®z Z[1/X] qui envoie la conjugaison compleze
sur l'involution de Rosati associée a X. Enfin, soit K un sous-groupe ouvert compact de G(Ay)
de la forme K = KyK§, avec Ky, C G(Ayy,).

Soit s un point géométrique de S. Une structure de niveau (K,X) sur (A, )\, i) est une
K-orbite 1] stable par (S, s) d’isomorphismes E-linéaires n : H'(Ag,Afg) — V @g Afy,
(avec Uaction de E sur H'(As, Ayy.) provenant de i) qui envoient l'accouplement de Weil
associé a X sur un multiple (par un scalaire de Ay ) de la forme alternée ¢. Cette notion est
essentiellement indépendante du choizx de s.

Remarque 3.1.1.4
(a) On parlera de structure de niveau K si la définition de ¥ est claire.
(b) Si K C Ko =[], K¢ est un sous-groupe compact ouvert, il existe un 3 fini qui vérifie
la condition de la définition.

3.1.2 Le probleme de modules

Définition 3.1.2.1 Soient X un ensemble de nombres premiers qui contient tous les fac-
teurs premiers de D, et K C G(Ay) un sous-groupe ouvert compact vérifiant la condition de
la définition . On note Mg(G,X) la catégorie fibrée en groupoides sur la catégorie
Sch/OFp[1/%] des Op[l/X]-schémas localement noethériens suivante : pour tout Op[l/%]-
schéma localement noethérien S
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(i) les objets de ME(G, X)(S) sont les quadruplets (A, \,i,7), o A — S est un schéma
abélien, \ est une polarisation de A qui est une Z[1/X]-isogénie, i : Og[l/¥] —
End(A)[1/X] est un morphisme d’anneauzr qui envoie la conjugaison complexe sur l’in-
volution de Rosati associée a A, et 7 est la donnée d’une structure de niveau (K, ) au-
dessus de chaque composante connexe de S, vérifiant la condition suivante (dite condition
du déterminant) :

det(X1 + aXo, LZ&(A)*) = (Xl + OéXQ)p(Xl +aX2)q € F(S, Os)[Xl,XQ]

(i1) les morphismes de (A, \,i,m) dans (A, N,i',7') sont les Z[1/X]-isogénies A — A’
qui commutent a l'action de Og[l/%], envoient A\ sur un multiple (par un scalaire de
Z[1/X])*) de N et 7 sur .

Remarque 3.1.2.2

(a) Les schémas abéliens qui interviennent dans le probleme de modules précédent sont
forcément de dimension p + ¢ (c’est une conséquence de la condition du déterminant ou
de lexistence de la structure de niveau).

(b) MY(G, X) est un champ fppf.

(c) Si S est un schéma sur Op[1/X], le polynéme (X7 + aX2)P(X1 + @X2)? peut bien étre
vu comme un polynéme & coefficients dans I'(S, Og), car, si p = ¢ (le seul cas ou F' = Q),
ce polynéme est a coeflicients dans Z.

Demander que (A, 1) vérifie la condition du déterminant revient a demander que le Og-
module localement libre Lie(A)* ® Z[1/X], muni de I'action de Of provenant de i, soit
de type (p, ¢) au sens de [Be] 1.2.

(d) Soit p un nombre premier qui ne divise pas D, K C G(Af) un sous-groupe compact

ouvert de la forme K = K,K?, avec K? C G(AIJZ), et ¥ I'ensemble des nombres premiers
différents de p. Alors M%(G,X ) est le probleme de modules de [K2] 5, excepté que
Kottwitz impose aux schémas abéliens d’étre projectifs (mais on peut tout de méme
utiliser les résultats de [K2] sur les points du probléeme de modules a valeurs dans un
corps) et que nous avons remplacé Hy par H' et Lie(A) par Lie(A)*.
Indiquons la correspondance entre les notations utilisées ici et celles de [K2] 5 : 'algebre
simple B de [K2] est le corps £, le Z,y-ordre Op est Op ®z Z), 'involution * sur B est
la conjugaison complexe, le B-module V' est aussi noté par V ici, la forme alternée (., .)
sur V est 9, le réseau autodual Ag de Vg, est A,. Les symboles G et KP désignent les
mémes objets que dans [K2], et le h : C — G(R) de [K2] est le prolongement évident
du hy : C* — G(R) de la partie I. Le corps reflex (noté E dans [K2]) est noté F ici.
Enfin, la base (a1, ..., a:) du Zg,)-module Op est ici (1, a).

Lemme 3.1.2.3 Pour tout N € N*, notons
K(N) = {g € G(As), (9 - )(A®zZ) C N(A@z L)},

Soit (K,X) comme plus haut. S’il existe N > 3 tel que K C K(N), alors les objets de
ME(G, X) n'ont pas d’automorphismes non triviauz.

46



3.1 Variété de Shimura

Proposition 3.1.2.4 Soient 31 C X9 des ensembles de nombres premiers (contenant les fac-
teurs premiers de D), et K C G(Ay) un sous-groupe ouvert compact qui s’écrit K = Kleg]l,
avec Ky, C G(Ayyg ). On a un 1-morphisme évident de MgQ (G, X) dans MIZ{l (G, X)|Sch/Op[1/5:] *
soit S un schéma localement noethérien sur Op[1/s] ; si (A, X, i,7) est un objet de MY, (G, X)(S5),
on lui associe Uobjet (A, \,i,7) de ME (G, X)(S), ouT est obtenue en restreignant lesn € 7
dHl(AS,AfE).j ( ) v, (G, X)(9), o7 9 nEM
1
Ce morphisme est un isomorphisme.

Corollaire 3.1.2.5 Soit (K,X) comme dans la définition |3.1.2.1] et p & X. (K est bien
str de la forme K,KP, avec KP C G(A?).) Alors Mg(G,X)wch/(’)F@Z(p est canoniquement
isomorphe au probléme de modules de [K2] 5.

)

Théoréme 3.1.2.6 Avec les notations de la définition |3.1.2.1, ME(G, X) est un champ de
Deligne-Mumford conneze, lisse et de dimension relative pq sur Op[1/%]. S’il existe N > 3
tel que K C K(N), MEB(G, X) est représentable par un espace algébrique.

Théoréme 3.1.2.7 Soient (K,X) comme dans la définition|3.1.2.1. Alors MX(G, X)r est
le modéle canonique de M (G, X)(C), autrement dit, ME(G,X)p et MX(G, X) sont cano-
niquement isomorphes.

Démonstration. On applique [K2] 8, en remarquant que ker!(Q, G) = {1} ([Sh] 5.8).
O

3.1.3 Changement de niveau

Soient ¥ un ensemble de nombres premiers contenant les facteurs premiers de D, g €
G(Afy), Ky, K§ des sous-groupes compacts ouverts de G(Ayy.) tels que K§ C gKsg™t.

Notons K = KgKJ et K’ = KLK3; on a K’ € gKg~!. On définit un 1-morphisme
Ty : M5 (G, X) — ME(G, X)

de la maniére suivante : Soit S un Op[1/X]-schéma localement noethérien, qu’on peut sup-
poser connexe. Si (A, \,7,7) est un objet de /\/lgl(G, X)(S), la K-orbite de ng ne dépend pas
du choix de n € 77; on la note 77/, et on pose Ty(A, A, i,7) = (A, \,1,7).

Proposition 3.1.3.1 On garde les notations ci-dessus. T, est un morphisme fini étale, et sa
restriction a la fibre générique est le morphisme T, entre les modeéles canoniques de la section
1.6.

Si K, C Ky, est un sous-groupe ouvert distingué, on obtient une action de Ky, /K§, = K/K'
sur MEI(G,X), et le quotient de Mgl(G,X) par cette action est MS(G,X). En fait, Ty :
ME (G, X) — ME(G, X) est un revétement fini étale galoisien de groupe K/K'.
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3 Modéles entiers

3.2 Compactification de Baily-Borel

Le but de ce paragraphe est de montrer que, pour (K, ) comme plus haut, quitte a ajouter
4 ¥ un nombre fini de nombres premiers, le modele entier MY (G, X) de M¥(G, X) s’étend en
un “bon” modele de la compactification de Baily-Borel M K(G, X)*. On veut en particulier
que le modele entier de la compactification ait une stratification dont les strates sont les
modeles entiers des strates de M K(G, X)*. Pour que cela soit possible, on a besoin du lemme
suivant.

Lemme 3.2.1 Soit (K,X) comme plus haut, c’est-a-dire tel que K = KsKJ, avec KJ =
G(Z*) et Ky C G(Ayy), et tel que ¥ contienne les diviseurs premiers du discriminant D de
E. Soit P, r € {1,...,q} un sous-groupe parabolique mazximal standard de G. On rappelle
qu’on a défini dans 1.4.1 et 1.4.2 des sous-groupes distingués G, C G. et Lj tr C Ly du
quotient de Levi L, = P, /N, de P, tels que L, soit produit direct de G’ et Le et produit
quasi-direct de G, et Ly, que G, soit le centre de G;., que L] v =Ly et G, = G sir#(q
et que Ly, soit isomorphe a qu x SU(p —q).

(i) Sir < q, on peut trouver un systéme de représentants du double quotient
P.(Q)Q,(Ay) \ G(Af)/K dans (Lg,N;)(Af)G(Afy). Sir = q, on peut trouver un
systeme de représentants du double quotient ci-dessus dans P.(Ay)G(Ayy,).

(ii) Soit R un sous-groupe parabolique de P tel que Q, C R. On note Np le radical
unipotent de R et Ry le sous-groupe parabolique de Ly, correspondant a R (R/N, est
produit quasi-direct de Ry et G;). Si g € (Lg,N,)(Ar)G(Ayy), et si Kg est ['un des
sous-groupes ouverts compact de G,(Ay) ci-dessous

(9Kg™ ' N Qr(Af))/(gKg " NN (Af))

(9Kg~ ' NR(Q)Q(Af))/(9Kg ' NRy(Q)N,(Af))
(9Kg " NNr(Q)Qr(Af))/(9Kg " N Nr(Q)N,(Af))

alors K¢ s'éerit Kg = Ka nGr(Z%), avec Kgx C G (Ayy,).
Sir = q, cette propriété reste vraie pour g € P.(Ay)G(Ayy,).

Démonstration.
(i) Pour tout p ¢ ¥, on a la décomposition d'Iwasawa

G(Qp) = Pr(@p>KP
On en déduit que
G(AD) = PL(ADKS,

donc qu'’il existe un systeme de représentants dans P,.(A;)G(Ayy,) du double quotient
P.(Q)Q,(Ay)\G(Ay)/K. Sir <q, P.(Ay) =Py, (Ar)Q,(Ay), donc on peut prendre le
systeme de représentants dans (P, N, )(Af)G(Ayy).

(i) Soit g € (Lo, Ny ) (A)G(Ary).
Il suffit de montrer que

Ki = (gKgg ' NQ-(AF))/(9Kgg ™" NN, (AT))
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3.2 Compactification de Baily-Borel

et

K> = (9Kg g~  NR(Q)Q:(AF))/(9K5g ™" N Re(Q)N,(AF))
sont tous les deux égaux & G,(Z*). Comme K; C Ka, on va montrer que G,(Z*) C K;
et Ky C GT(ZZ).
Supposons d’abord que r < g. Alors il suffit de traiter le cas o1 g € (LZ,TNT)(A?). Notons
7 la projection de P, (A?) sur G, (A?) ; alors

Ky = 7m(gKgg™' N Q. (AY))

Ky = 7(gKgg ' NR(Q)Q,(AF)).
Soit h € G,(Z%). 1l existe h' € QT(A?) NKy = Q.(Z%) tel que w(h') = h. Alors
gh'g~t € gK¥g~1n QT(A?), et (gh’g™!) = h (car 7(g) = 1). Donc G,(Z%) C K;.
Soit k € K¥ tel que gkg™! € gK§g~' N R(Q)QT(A?). Alors k € PT(A?) N Ky (car
g€ PT(A?)), donc (k) = n(gkg™') € G,(Z*). Donc Ky C G(Z%).
Traitons enfin le cas r = ¢. On peut supposer que g € Pq(A?). K; est le projeté sur
Lq(A?) de g(K§ N Qq(A?))g*1 = gQu(Z%)g~!. Comme G, est central dans L, K;

contient Gq(ZZ). D’autre part, on sait que L, = L’g’q X G;. Notons 7 la projection de
P, sur G. On a

Ky = (gKgg 'NL} ,(Q)Qq(AY))/(9K5 g™ MLy ,(QNg(AF)) = m(gKg g 'NL} ,(Q)Qq(AF)).

Soit k € Kj tel que gkg~! € gKgg_lﬂL’&q(Q)Qq(A?). Alors k € Pq(A?), et (gkg™!) =
m(g)m(k)m(g)~t = m(k), car m(k) € G4(Z%) et G, est le centre de G- Donc Ky C
G,(Z%).

0

On voudrait de plus que tous les modeles entiers qui apparaissent soient des espaces
algébriques. C’est possible grace au lemme suivant.

Lemme 3.2.2 Soit (K,X) comme dans la définition . Rappelons qu’on a fizé un
systeme P1,..., Py de sous-groupes paraboliques mazimauz standard de G. Alors il existe un
sous-groupe ouvert compact K' C K, un ensemble de nombres premiers ¥/ D ¥ et, pour tout
ie{l,...,q}, un systéme de représentants (gi;)ic, du double quotient
P(Q)Qi(Af) \ GAy)/K" tels que

(i) X' — X est fini;

(it) (K',X') vérifie la condition de la définition[3.1.1.5;

(iii) les gi; vérifient la condition du (ii) du lemme[3.2.1);

(iv) pour tout i € {1,...,q}, pour tout j € J;, le sous-groupe compact ouvert

Ki; = (9K g;" NPi(Q)Qi(Af))/ (95K 955" N Lei(QN;(Ay))

de G;(Ay) vérifie la condition suivante, qu’on notera (*) : pour tout sous-groupe compact
ouvert Kg C K;j tel que (Kg,X') vérifie la condition de la définition le champ
./\/lg,G (Gi, X;) est représentable par un espace algébrique.
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En particulier, st R C P; est un sous-groupe parabolique de P; tel que Q; C R et si Kg
est un des sous-groupes ouverts compacts de G;(Ay) qui sont associés a R comme dans le
lemme le champ Mg,G (Gi, X;) est représentable par un espace algébrique.

Démonstration. Pour tout ¢ € {1,...,q} soit (g;j)jes, un systeme de représentants du
double quotient P;(Q)Q;(Af) \ G(Af)/K vérifiant la condition du (i) lemme Si K’ est

un sous-groupe compact ouvert de K, on note
K} = (95;K'g;;' N Pi(Q)Qi(A )/ (9:5K g5 N Lei( QNG (Ay)).
Si K’ est assez petit, il existe pour tous 7,j un entier N > 3 tel que
Ki; C {g € Gi(Af) tq (9 — 1)(O% " @7 Z) ¢ N(O4 " @7 Z)}.

Fixons un K’ C K assez petit au sens ci-dessus et distingué dans K. Quitte & diminuer encore
K’, on peut trouver un ensemble fini Xy de nombres premiers tel que K' = K'EOKOEO, avec

5o € G(Afy, ). On pose X' = ¥ U ¥o. Pour tous i,j, (Kj;,¥’) vérifie la condition de la
définition et K;j vérifie la condition (*). Pour tout i, on peut choisir un systeme de
représentants de P;(Q)Qi(Af) \ G(Af)/K' dans U gi;K. Comme K’ est distingué dans K,
ceci finit la démonstration du lemme. e

O

Remarque 3.2.3 Plus généralement, la méthode de la preuve ci-dessus permet de montrer
qu’on peut rendre les sous-groupes compacts ouverts des G;(Ay) associés aux strates de
bords aussi petits que 'on veut (en les nombres premiers de X) en diminuant K (ce n’est pas
entierement évident, car le nombre de strates de bord augmente lorsque K diminue).

Soit (K,X) comme plus haut; on suppose que MX(G,X) est un espace algébrique. On

pose
pq

w= N\ Qg e.x)/000/5)

C’est un faisceau inversible sur MY (G, X), et il existe N € N* tel que w®" soit trés ample
sur la fibre générique M¥(G,X) ([BB] 10.11). On a un morphisme (injectif sur les fibres
génériques)
ME(G,X) — P =Proj @ w*"".
meN

Définition 3.2.4 On note
M5 (G, X)*

ladhérence de l'image de MX(G,X) dans P, et
le morphisme évident.
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*

La fibre générique de ME(G,X)* est canoniquement isomorphe & M¥(G, X)*, et la res-
triction de j aux fibres génériques est 'immersion ouverte MX(G, X) — MX(G, X)* (mais
J lui-méme n’est pas forcément une immersion).

Soit (K, ) comme plus haut. On suppose que K vérifie les mémes conditions que le K’ du
lemme Pour tout i € {1,...,q}, soit (gij)jes, un systeme de représentants du double
quotient P;(Q)Q;(As) \ G(Af)/K comme dans le lemme On a construit dans 1.4.2 des
sous-groupes compacts ouverts K;; C G;(A¢) et une stratification

MG, x)" = M¥(G, x) U ]| My

1,

telle que M;; s’identifie a la variété de Shimura M Kij (G;, &;). De plus, on a choisi les g;;
pour que (K;j, ¥) vérifie la condition de la définition donc M¥ii (G, X;) a un modele
Mg” (G4, X;) sur Op[1/X], qui est un espace algébrique.

On va définir, par récurrence descendante sur i, des sous-espaces algébriques localement
fermés M;; de M%(G,X )* dont les fibres génériques sont les M;;. Remarquons que, pour
tout ¢, les M;; sont fermés dans

MYG,x) — [ MN(G,x)u | My

i/ >4,5'

Ceci suggere une maniere de faire. Pour tout j € J,, on prend pour M,; I'adhérence de M;
dans ME(G,X)* — j(ME(G, X)), munie de la structure réduite. Soit i € {1,...,q — 1}, et
supposons les My, définis pour tout ¢ > 4. Alors, pour tout j € J;, on prend pour M;;
I'adhérence (munie de la structure réduite) de M;; dans

ME(G, X)" — | H(ME(G, X)) U U M

i>i,5"

Proposition 3.2.5 Si on remplace ¥ par son union avec un ensemble fini de nombres pre-
miers (ce qui revient a inverser un nombre fini de nombres premiers sur la base Op[1/X]),
alors ME(G, X)* est un schéma normal projectif sur Op[1/3], j : ME(G, X)) — ME(G, x)*
est une immersion ouverte, (M;;) est une stratification du bord M (G, X)* — ME(G, X)
et, pour tous i,j, lisomorphisme M;; ~ M¥Yii (G, X;) se prolonge en un isomorphisme

3.3 Systemes de coefficients

Dans ce paragraphe, on va étendre les complexes de la définition aux modeles entiers.
On a donc un groupe connexe L qui est produit quasi-direct de deux sous-groupes G et Gy
et une donnée de Shimura (G, X), et Paction de G(Q) sur X s’étend en une action de L(Q)
telle que G4(Q) agisse trivialement. Soit Kz, C L(Af) un sous-groupe ouvert compact net.
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On note H = K, NL(Q)G(Af), I'y = K1, N G¢(Q). Dans les cas qui nous intéressent ici, H/I'y
s’identifie & un sous-groupe ouvert compact de G(Ay), et M (G, X)/H = M/T¢(G, X).

Soit ¥ un ensemble de nombres premiers. On suppose que H/T'y s’écrit G,(Z*)Ky, avec
Ky C G(Ayy,). Alors (H/I'y, X)) vérifie la condition de la définition donc le modele

entier M;I/FZ(G, X) existe.

Proposition 3.3.1 On fixe un nombre premier £ € . Alors les complexes de faisceaux

(-adiques lisses FR/TeRT(T,, V) de la définition (resp. les faisceaux €-adiques lisses
FUTeA de la remarque s’étendent en des complexes de faisceaux (-adiques lisses
(resp. des faisceauz (-adiques lisses) sur /\/lg/ré(G, X), qu’on désignera par les mémes nota-
tions.

Démonstration. Notons pr la projection L(Af) — L(Qy). Les faisceaux f-adiques lisses sur
MU/Te(G, X) qu'on cherche & prolonger sont définis par la méthode de Pink, en utilisant le
systeme projectif de revétements finis étales MH//FE(G, X) — MWT(G, x), ou K} C K,
H' =K} NL(Q)G(Af) et I, = K} NG¢(Q). Comme tous les H-modules auxquels on applique
la méthode de Pink proviennent de pr(H)-modules, on n’utilise en fait que les revétements
MY/THG, X) — MW/T(G,X) tels que K D K, N ker(pr). Or, si K D/K,L N ker(pr),
H' /T, s'écrit G(Z¥)K, avee K5 C G(Ayy), donc le revétement fini étale MT/Te(G, &) —

MY/Te(G, X) s’étend en un revétement fini étale MIZ{//F;{(G, X)— MIZ{/FZ(G, X). On peut

donc, en appliquant la méthode de Pink & ces revétements, construire des faisceaux lisses
l-adiques sur Mg/ FZ(G, X) qui prolongent ceux déja construits sur M1/ Te (G, X).
O

3.4 Poids

On s’intéresse maintenant aux poids des faisceaux obtenus.

On identifie le groupe des caracteres de Gy, avec Z en faisant correspondre a m € 7Z le
caractere Y, : * — 2. Soient H un groupe algébrique, A : G,, — H un cocaractere et
p: H(Q;) — GL(V) une représentation algébrique de H(Qy) dans un Q-espace vectoriel de
dimension finie. Alors la représentation po A de G, s’écrit comme une somme de caracteres :

pow= @i,

meEZ

et les poids de p (ou V) relativement & A sont les m tels que a,, # 0. On dit que la
représentation p est pure si elle n’a qu’un seul poids. Si A est un cocaractere central de H (c’est
le cas qui nous intéresse), alors toute représentation de H(Qy) est somme de représentations
pures.

Rappelons qu’on a un cocaractere central hg o w : G,, — G, A — AI,, (le cocaractere
w : Gy, — S est Uinclusion R* — C* sur les points réels). Dans la suite, les poids des
représentations de G seront toujours relativement a ce cocaractere. Le résultat suivant a été
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prouvé par Pink ([P2] 5.6.2, voir aussi [LR2] 6) :

Proposition 3.4.1 On suppose ici que L = G. Soient (K,X) et £ comme ci-dessus. Alors,
quitte a remplacer ¥ par sa réunion avec un ensemble fini de mombres premiers, on a le
résultat suivant : pour tout p ¢ X, pour toute représentation algébrique de G(Qy) dans un
Qq-espace vectoriel V' de dimension finie, si V' est pure de poids w, le faisceau lisse fK(V)
sur la réduction modulo p de MY (G, X) est pur de poids —w (au sens de [BBD 5]).

Corollaire 3.4.2 On se place dans la situation de la section 3.3, et on prend (Kp,X) et
£ comme ci-dessus. On fize p € X, et on travaille sur la réduction modulo p des variétés
de Shimura. Comme L = GGy et que G et Gy commutent, on peut voir hg o w comme un
cocaractere central de L, et les poids des représentations de L seront pris relativement a ce
cocaractére. Soit V' une représentation de L(Qyg) dans un Qg-espace vectoriel de dimension
finie qui est pure de poids w. On note C = ]:H/FZRF(FZ,V), vu comme un complexe de
faisceauz (-adiques sur M/Te (G, X). Alors on a un isomorphisme (non canonique)

C ~ P H(C)[-i],

1€EZ

et, pour tout i € 7Z, le faisceau H'(C) = FWTeH T, V) est lisse pur de poids —w sur
MYTe(G, X).

Démonstration. Notons K = HNG(Af). H/KI'y est un groupe fini, donc on un revétement
fini étale MX(G,X) — MY/T¢(G, X), et I'image inverse de C' & MX(G, X) est le com-
plexe f-adique associé au complexe RI'(I'y, V') de représentations du groupe réductif G(Qy).
L’isomorphisme

C~@H(C)-i]
1EZ

est une conséquence du premier des lemmes ci-dessous, appliqué au morphisme fini étale
M¥(G,x) — MWT(G, X). L’isomorphisme canonique

H(C) = FVTH Ty, V)

vient de Pexactitude du foncteur FH/T¢, et 1a lissité de H'(C') de la proposition Enfin, le
fait que les H*(C) soient purs de poids —w découle de la proposition ci-dessus et du deuxieme
des lemmes ci-dessous, appliqué & MX(G, xX) — MWT¢(G, x).

O

Lemme 3.4.3 Soient ¢ : X — Y un morphisme fini étale entre schémas de type fini sur
un corps et K € D%(Y,Qy). S’il existe un isomorphisme

'K ~ P H (9" K)[—i] = D " H' (K)[—i,
€L €L
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alors on a un isomorphisme

K ~ P H(K)[-i].

1€EZ

Démonstration. Supposons que

'K ~ P H (K)[-i].
€L

Pour tout ¢ € Z, on a un triangle distingué
i 4 +1
ng',lK — TgiK — H (K)[—Z] — .

Si on montre que la fleche de degré 1 de ce diagramme est nulle pour tout i € Z, cela
impliquera que 1'on a des isomorphismes 7<;K ~ 7<; 1K ® H'(K)[—i], et la conclusion du
lemme en découlera par récurrence sur le cardinal de {i € Z, H(K) # 0}.

Soit donc ¢ € Z. L’image par ¢* de la fleche de degré 1 du triangle distingué

Tei K — 7oK — H'(K)[~i] ©5
est la fleche de degré 1 du triangle distingué
Tein19 K — 10" K — Hi(¢"K)[~i] - .

Cette derniere fleche est nulle, car "hypothese implique que 7<;¢0* K ~ 7<;—_10* O H (p* K)[—i].
D’apres le sous-lemme ci-dessous, le morphisme

Ext'(HY(K)[~i], T<i-1K) — Ext'(H'(¢p*K)[~i], 7<i-19* K)

induit par ¢* est injectif, d’ou le résultat cherché.
O

Sous-lemme 3.4.4 Soit ¢ : X — Y un morphisme fini étale. Alors, pour tous K,L €
DY(Y,Qy) et pour tout k € Z, le morphisme induit par o*

ExtF(K, L) — Ext*(p*K, ¢*L)
est injectif.
Démonstration. Soient K, L € DY(Y,Qy) et k € Z. Le morphisme Ext* (K, L) — Ext®(¢*K, ¢*L)
est le composé du morphisme Ext” (K,L) — ExtF (K, ¢.p* L) provenant du morphisme d’ad-

jonction L — ,*L et de Pisomorphisme d’adjonction Ext* (K, p,p*L) ~ Ext*(p* K, p*L).
Or on a le morphisme trace T'r : p.*L — L, qui est tel que le composé

LYY ppn 1oL
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soit un isomorphisme (puisqu’on a pris des complexes & coefficients dans Q). Le morphisme
d’adjonction L — ¢, @* L identifie donc L & un facteur direct de ¢,¢*L, ce qui implique que
le morphisme Ext*(K, L) — Ext*(K, p.0*L) est injectif.

a

Lemme 3.4.5 Soit ¢ : X — Y un morphisme fini étale entre deux schémas lisses de type
fini sur un corps fini et F un faisceau £-adique lisse sur'Y . Si o*F est pur de poids w, alors
F est pur de poids w.

Démonstration. Supposons ¢*F pur de poids w. D’apres [BBD] 4.1.3 et 5.1.14, ¢.p*F est
pur de poids w. Or on a comme dans la preuve du sous-lemme ci-dessus le morphisme trace
Tr: p.*F — F, qui est tel que

F oo F I F

soit un isomorphisme. F s’identifie donc a un facteur direct de p,p*F, donc, d’aprés [BBD]
5.3.1, il est pur de poids w.
0

3.5 Théoreme de Pink

On se place, comme dans les deux sections ci-dessus, dans la situation de la définition

2.1.4.6l Soit ¥ un ensemble de nombres premiers. On suppose que (H/T'y, ) est comme dans

la proposition dont on utilisera les notations (c’est-a-dire que Mg/ F‘Z(G,X ) a une

“bonne” compactification de Baily-Borel). On note j 'immersion ouverte MIZ{/ lHZ(G, X)—
H/T

MG, x)*,
On fixe £ € ¥ et on note pr la projection L(Af) — L(Qy).
La proposition suivante et son corollaire ont été montrés par Wildeshaus dans [W] :

Proposition 3.5.1 Quitte a remplacer ¥ par sa réunion avec un ensemble fini de nombres
premiers, on a le résultat suivant : la formation de Rj, commute a tout changement de base
S — Spec(Op[1/%]), et pour tout K -module M qui provient d’un pr(Kg)-module annulé par
une puissance de £, pour tout ¢ € N, pour toute strate M;; de Mg/FZ(G, X)*, la restriction
de R, FH/TeRD(Ty, M) & M;; est un faisceau localement constant.

Démonstration. La premiere condition et la propriété cherchée peuvent étre obtenues pour
un nombre fini de Ky-modules en ajoutant a ¥ un nombre fini de nombres premiers, grace au
théoréme de changement de base générique de Deligne (SGA 4 1/2 Th finitude), cf [W] 3.8.

Notons C la catégorie des Ky-modules M qui proviennent d’un pr(Kp)-module annulé par
une puissance de £. Si la propriété cherchée est vrai pour les objets simples de C, alors elle est
vraie pour tous les objets de C. Or C n’a qu’un nombre fini d’objets simples ([W] 3.7), d’ou
la, proposition.
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g

Comme un faisceau localement constant sur le modele canonique d’une variété de Shimura
a au plus une extension localement constante au modele entier, on en déduit le :

Corollaire 3.5.2 Dans la situation de la proposition ci-dessus, le théoréme [2.2.1] et son
corollaire restent vrais sur les modéles entiers, a condition de se restreindre aur H-modules
qui proviennent de K /(Kg N G(A?))-modules annulés par une puissance de £.

Soit K C G(A¢) un sous-groupe compact ouvert net. Pour construire les complexes pondérés
sur (la réduction modulo p de) la compactification de Baily-Borel de M¥(G, X), on utilisera
un certain nombre (fini) de variétés de Shimura :

() MK(G, X);

(ii) les strates de bord de M¥(G,X)*, et les revétements finis étales de ces strates qui

correspondent aux sous-groupes ouverts compacts du lemme (i) ;

(iii) pour toute variété de Shimura de (ii), les strates de bord de sa compactification de

Baily-Borel, et les revétements de ces strates analogues aux revétements de (ii) ;

(iv) et ainsi de suite.

Définition 3.5.3 On dira que K est assez petit s’il exviste un ensemble fini de nombres
premiers X et £ € X tels que (K, X) vérifie la condition de la déﬁnition et que tous
les modeéles entiers des variétés de Shimura énumérées ci-dessus (ces modéles existent sur
Or[1/%] d’aprés le lemme vérifient la conclusion du lemme et que les modéles
entiers de leurs compactifications de Baily-Borel vérifient les conclusions des propositions

[5.2.3 B4 et[3.5.1

I1 est toujours possible de rendre K assez petit dans ce sens (utiliser la remarque .

Si on a un couple (K,X) vérifiant toutes les conditions ci-dessus et si p est un nombre
premier qui n’appartient pas a 3, on peut réduire toutes les variétés modulo p : on obtient
des modeles modulo p des variétés et des complexes de faisceaux f-adiques a faisceaux de co-
homologie lisses purs de poids connus sur les variétés de Shimura, dont les prolongements aux
compactifications de Baily-Borel vérifient le corollaire De plus, d’apres la proposition
3.1.2.4] ces objets ne dépendent pas du choix de . On les notera souvent de la méme facon
que les objets sur le corps reflex F' (en précisant a ’avance si l'on est en caractéristique 0 ou
p).

Dans la suite, lorsque nous parlerons de la réduction modulo p de M®(G, X), nous ferons
toujours référence a la situation ci-dessus.

Remarque 3.5.4 Sil’on disposait de compactifications toroidales des Mg(G, X) vérifiant
les propriétés de [P2] 3.9 et 3.10, alors les résultats de [P2] s’étendraient automatiquement
aux modeles entiers (sans qu'il soit besoin d’inverser des nombres premiers supplémentaires).
Malheureusement, on ne sait construire ces compactifications que si le groupe est GU(1, 1)
(auquel cas les variétés de Shimura associées sont des courbes modulaires) ou GU(2, 1) (voir
[L] et le chapitre I de [Be]).
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4 Prolongement intermédiaire des faisceaux
pervers purs

Cette partie est indépendante des autres.

On fixe un corps fini F; et un nombre premier ¢ inversible dans F,. Tous les schémas sont
séparés de type fini sur [F;. Si X est un schéma, on note D? (X, Q) la catégorie des complexes
l-adiques mixtes sur X (au sens de [BBD] 5.1.5; en particulier, les complexes sont a poids
entiers), munie de la t-structure donnée par la perversité autoduale.

Soient X un schéma et j : U — X un ouvert non vide de X. Le premier objectif de cette
partie est d’écrire ji, K, ou K est un faisceau pervers pur sur U, comme un certain tronqué
par le poids de Rj.K (théoreme . Le deuxieme objectif est de calculer la trace d’une
puissance ® de ’endomorphisme de Frobenius sur la cohomologie de ji, K en fonction de la
trace de ® sur la cohomologie de Rj. K et de complexes de méme type supportés par X — U

(théoreme [4.3.5)).
4.1 Troncature par le poids dans D? (X, Q)

Proposition 4.1.1 Soit X un schéma sur F,. Pour tout a € ZU {£o0}, on note *DS*(X),
ou Y DS® 5%l n’y a pas d’ambiguité sur X, (resp. “DZ*(X) ou ¥ D>*) la sous-catégorie pleine
de Dlr’n(X, Qy) dont les objets sont les compleves miztes K tels que pour tout i € Z, PH'K
soit de poids < a (resp. > a). Alors :
(i) “DS® et D> sont des sous-catégories stables par décalage et extensions (cf [BBD]
1.2.6) de D%,(X,Qy) (en particulier, ce sont des sous-catégories triangulées).
La dualité de Poincaré échange Y DS® et W D>,
Sia<ad,onavDSenwpzd =,
(ii) On a YDS4(1) = wDS=2 ¢t *D>9(1) = wD>%"2 (o1 (1) est le twist a la Tate).
(iii) Pour tous K € YDS® et L € D> on a RHom(K, L) = 0.
(iv) Pour tout a € Z U {+oc}, (VDS ¥ D>*1) est une t-structure sur D2, (X, Qy).

Cette proposition sera démontrée dans la section 4.2.

D’aprés [BBD] 1.3.3, I'inclusion “ DS € D? (X, Qy) (resp. “D>* C Db (X,Qy)) admet un
adjoint & droite (resp. a gauche), qu’on notera w¢, (resp. wx,), et pour tout K € Db (X,Qy),
il existe un unique morphisme w441 K — (w<q)K[1] qui fait du triangle suivant un triangle
distingué

WK — K — wyq1 K — (weo K)[1].

Ce triangle est, a isomorphisme unique pres, 'unique triangle distingué A — K — B R

avec A € DS et B € WD>*t1 (toujours d’apres [BBD] 1.3.3).
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4 Prolongement intermédiaire des faisceaux pervers purs

Comme la dualité de Poincaré échange DS et “DZ~¢, elle échange aussi Wgq €6 Wx_q.

Remarques 4.1.2

(1) wPDS® nlest pas la catégorie des complexes mixtes de poids < @ : un complexe mixte
K est de poids < a si et seulement si PH'K est de poids < a -+ i pour tout i € Z ([BBD]
5.4.1), et cette condition est différente de la condition qui caractérise les objets de wpSe,

(2) Le décalage de 1 dans la définition de la t-structure est nécessaire : (Y DS, D>) n’est
pas une t-structure.

(3) (*DSe,wD>%*1) est une t-structure quelque peu étrange : son coeur est nul, et elle ne
donne donc pas lieu & une théorie cohomologique intéressante. De plus, * DS® et W DZe+1
sont des sous-catégories triangulées de D% (X, Q) (en particulier, elles sont stables par
le foncteur [1]), ce qui est inhabituel.

(4) Si K est un faisceau pervers mixte, wg, est simplement le plus grand sous-faisceau

pervers de K de poids < a, et w>,K est le plus grand quotient pervers de K de poids
> a ([BBD] 5.3.5).
Beilinson a montré dans [B] que le foncteur “réalisation” ([BBD] 3.1.9) de la catégorie
dérivée bornée de la catégorie des faisceaux pervers mixtes sur X dans DP (X, Q) est
une équivalence de catégories. Si K € D% (X,Qy) est représenté par un complexe C*®
de faisceaux pervers mixtes, alors w¢, K (resp. wx,K) est représenté par le complexe
(wéacn) (I‘eSp. (U)Zacn))‘

La proposition suivante donne quelques propriétés des foncteurs we, et wxq.

Proposition 4.1.3
(i) Pourtout K € DY, (X,Qy), on awga(K(1)) = (wearaK) (1) et wsa(K (1) = (wsai2K)(1).
(ii) Soit K € D% (X, Q). L’image par PH® de la fleche de cobord wsai1 K — (w K)[1]
est nulle pour tout © € Z,, donc la suite exacte longue de cohomologie perverse du triangle
distingué

+1
WK — K — wye 1 K —

donne des suites exactes courtes de faisceaur pervers
0 —PH'wege K — "H'K — PH'wsq1 K — 0.

(111) wgq et wx, commutent au foncteur de décalage [1], et ils envoient les triangles dis-
tingués de DL, (X, Qy) sur des triangles distingués.

(v) wg, et wx, envoient la catégorie abélienne des faisceaux pervers mixtes dans elle-
méme, et leurs restrictions a cette catégorie sont des foncteurs eracts. Pour tout K €
Db (X, Qp), pour tout i € Z, on a

weoPH'K) =PH'we K

wso(PH'K) = PH'ws, K.

(v) Soit f: X — Y un morphisme. Si la dimension des fibres de f est inférieure ou égale
a d, alors
RfI(*DSY(X)) c “DSH(Y)
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4.1 Troncature par le poids dans D?, (X, Q)

Rf("D>(X)) € "D 4(Y)
f* (nga(Y)) C wD<a+d(X)
F("DZ(Y)) € “DZ*U(X).

La démonstration des propositions 4.1.1| et sera donnée dans la section 4.2.

Théoréme 4.1.4 Soient a € Z, X un schéma séparé de type fini sur Fy, j : U — X
un ouvert non vide de X, et K un faisceau pervers pur de poids a sur U. Alors les fleches
Canoniques

U);aj!K — Ju K — wéaRj*K

sont des isomorphismes.

Si K est le faisceau constant QQy, cette formule est a rapprocher des formules 4.5.7 et 4.5.9
de P'article [S] de Morihiko Saito.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la deuxieme fleche est un isomorphisme (le cas de
la premiere fleche en résulte par dualité).
Cela découle des trois points suivants (¢ est 'inclusion de X — U dans X) :
(1) Un complexe K € D (U,Q) a au plus un prolongement L € D (X, Q) tel que
i*L € DS et §'L € WDZH1,
En effet, soient L, L/ € D2, (X,Q,). On a un triangle distingué

RHom(i*L,#'L’) — RHom(L, L') — RHom(j*L, j*L') =% .

Sii*L € “DS® et i'L € “D>*t! alors RHom(i*L,i'L’) = 0 d’apres le (iii) de la propo-
sition donc on a un isomorphisme

RHom(L, L") = RHom(j*L,j*L").

(2) Soit K € D% (U,Qg). On note L = wg,Rj K. Alors i*L € “DS® par le (iv) de la
proposition De plus, on a un triangle distingué

L — Rj,K — w>q+1Rj K =,

d’ou un isomorphisme
i"wsay1 RjK[-1] = i'L.

D’apres le (iv) de la proposition i'L € wp=atl,

(3) Soit K un faisceau pervers pur de poids a sur U. Alors j1, K est pervers pur de poids a
sur X par [BBD] 5.4.3, donc, par [BBD] 5.1.14 et 5.4.1, pour tout k € Z, PH*i*j,, K est
de poids < a+ k et PH*i'j,, K est de poids > a + k. D’apres le lemme de la section
5 & la fin de cette partie, PH*i*ji, K = 0si k > 0 et PH*i'j,, K = 0 si k < 0, donc, pour
tout k € Z, kai*jy*K est de poids < a—1et pHik‘!j!*K est de poids > a+ 1. Autrement
dit, i*ji, K € WDl c wpsa gt 31 K € wp>atl,

a
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4 Prolongement intermédiaire des faisceaux pervers purs

4.2 Preuve des propositions de la section 4.1

Dans cette section, nous allons prouver les propositions et de la section précédente.

Démonstration de la proposition |4.1.1].

(i) Il est clair que wPDS® et W D>? sont stables par décalage et que la dualité de Poincaré
échange WDS® et W D>,
Pour montrer la stabilité par extensions de ¥ DS® (resp. “’DZ“), il suffit de prouver que la
catégorie des faisceaux pervers de poids < a (resp. > a) est une sous-catégorie épaisse de
la catégorie des faisceaux pervers, c’est-a-dire stable par noyaux, conoyaux et extensions.
Par dualité, il suffit de traiter le premier cas. La stabilité par noyaux et conoyaux résulte
de [BBD] 5.3.1, et la stabilité par extensions se prouve facilement & partir de [BBD] 5.1.9.
Supposons que a < . En appliquant la fin de [BBD] 5.1.8 aux objets de cohomologie
perverse, on voit que *DS%N wpza' — (.

(ii) Evident.

(iii) Voir le premier des lemmes ci-dessous.

(iv) La condition (ii) de [BBD] 1.3.1 est évidente. La condition (i) résulte du point (iii)
ci-dessus, et la condition (iii) est prouvée dans le deuxiéme des lemmes ci-dessous.

O

Lemme 4.2.1 Soient X un schéma séparé de type fini sur F,, K,L € D% (X, Q) et a € Z.
On suppose que pour tout i € Z, PH'(K) est de poids < a et PH'(L) de poids > a + 1. Alors
RHom(K, L) = 0.

Démonstration. Pour tout ¢ € Z, on a un triangle distingué

; L+l
Prei 1L — Prg L — PH'L[—i] —,

d’ou un triangle distingué

RHom(K,P7¢; 1L) — RHom(K,?r<;L) — RHom(K,?H'L)[—i] maNy
Si on montre le résultat pour L pervers, on pourra, grace a ces triangles, en déduire le résultat
pour L quelconque en faisant une récurrence sur le cardinal de {i € Z tq PH'L # 0}. On peut
donc supposer L pervers. On se raméne de méme au cas ou K est pervers.
Notons F' le morphisme de Frobenius géométrique. D’apres [BBD] 5.1.2.5, on a pour tout
1 € Z une suite exacte

0 — Ext" '(Kg,, Lg,)r — Ext'(K, L) — Ext'(Kg , Lz )" — 0.

K est de poids < a et L de poids > a + 1, donc Exti(KFq, LE) est de poids > i pour tout
i € Z ([BBD] 5.1.15 (i)). On en déduit que si ¢ > 0, Exti(KFq,LFq) est de poids > 0, donc
que
. . .
Eth(KFq’ LFq)F = Eth(KFq’ LFq) =0
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4.2 Preuve des propositions de la section 4.1

(comme dans la preuve de [BBD] 5.1.15).

D’autre part, K et L sont pervers (donc KFq et LE aussi), d’ou Exti(KFq, LE) = 0 pour
1 < 0.

Finalement, on a obtenu : pour tout i € Z,

. . P
Eth(KFq’ LFQ)F = EXtZ(KFq, Lﬁq) = 0.
Les suites exactes ci-dessus impliquent que, pour tout 7 € Z,
Ext!(K,L) =0,

ce qui est le résultat cherché.
O

Remarque 4.2.2 Le lemme ci-dessus reste valable, avec la méme preuve, pour une perversité
arbitraire (vérifiant les conditions de [BBD] 2.2.1).

Lemme 4.2.3 Soit X un schéma séparé de type fini sur F,. Alors pour tout a € Z et tout
K € DY, (X,Qy), il existe un triangle distingué dans D%, (X, Qy)

K1—>K—>K2+—1>

tel que pour tout i € Z, PH' K, soit de poids < a et PH'K, de poids > a + 1.

Démonstration. On fixe a € Z et on raisonne par récurrence sur card({i € Z tq PH'K # 0}).

Supposons qu'’il existe i € Z tel que K ~ PH'K[—i]. Alors, d’apres [BBD] 5.3.5, il existe
un sous-faisceau pervers L C PH'K de poids < a tel que PH'K /L soit de poids > a + 1. 11
suffit de poser K1 = L[—i] et Ko = (PH'K/L)[—i].

Soit K € D% (X,Qy) tel que n = card{i € Z tqPH'K # 0} > 2. Supposons le lemme
prouvé pour tous les K’ € Df;b(X, Q) tels que card{i € Z tq PH'K' # 0} < n, et montrons-le
pour K. Il suffit de montrer le résultat suivant : si on a un triangle distingué de D;’n(X , Qo)

K —K-— K"

et que la conclusion du lemme vaut pour K’ et K”, alors elle vaut aussi pour K.
On se donne donc des triangles distingués dans D2, (X, Q)

+1 +1
K} Ky
K’ K K
K Ky
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4 Prolongement intermédiaire des faisceaux pervers purs

et on suppose que pour tout i € Z, PH'K| et PH' K/ sont de poids < a et PH'K} et PH'KY
de poids > a + 1; autrement dit, K/ et K sont dans *DS? et K} et K} sont dans ¥ DZo+L,
D’apres le lemme RHom(K7{, K5[1]) = 0, donc il existe un unique morphisme K} —
K{[1] qui fait commuter le carré

K — Ki[1]
|
K" —— K'[1]

D’apreés [BBD] 1.1.11, on peut compléter le diagramme commutatif en traits pleins pour
obtenir un diagramme dont les lignes et les colonnes sont des triangles distingués et dont tous
les carrés sont commutatifs, sauf le carré marqué —, qui est anticommutatif :

K[l —= K1[2] - = = Ku[2] - - = K{[2]

A
| —
|
Ky - - = Kj[1] - - >K2A[1]* - = Kj[1]
|
K" K'[1] K1) K"[1]
A
|
|
K{ —— Ki[l] - - = Ki[1] - - = K{[1]

Comme “DS® et D>+ sont stables par extensions (proposition (i), K1 € “DS® et
Ky € D>,
U

Démonstration de la proposition [{.1.3.
(i) Soit K € Db (X,Qy). On a un triangle distingué
(wear2K)(1) — K(1) — (wsap2K)(1) =
avec (Wga2K)(1) € YDS et (wsq42K)(1) € D>, d’olt des isomorphismes canoniques
w<a(K(1)) = (wga2K)(1) et wsq(K (1)) = (wsat2K)(1).

(ii) Soient K € D (X,Qy) et i € Z. Comme PH'ws441K est de poids > a + 1 et que
PH T we, K est de poids < a, la fleche PH'wsq 1 K — PH lwe, K est nulle par
[BBD) 5.3.1.

(iii) et (iv) Il suffit de prouver les assertions pour w,, celles pour ws, en résultant par
dualité.
wg, commute au décalage parce que wPDS® est invariante par décalage.

Soit K un faisceau pervers mixte. Si L est le plus grand sous-faisceau pervers de K de
poids < a, alors K/L est de poids > a+1 ([BBD] 5.3.5). Donc w¢, K = L, et wg, K est
pervers.
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4.3 t-structures recollées

L’exactitude de la restriction de wg, a la catégorie des faisceaux pervers mixtes provient
de la fin de [BBD] 5.3.5 (le fait que les morphismes sont strictement compatibles a la
filtration par le poids).

Soient K € Db (X,Qy) et i € Z. D’apres (ii), on a une suite exacte de faisceaux pervers

0 — PHwe, K — PH'K — PH'ws, 1 K — 0

avec pHiwgaK de poids < a et pHiw>a+1K de poids > a + 1, donc pHiw@K =
w<a(PHK).
Le fait que wg, envoie les triangles distingués sur des triangles distingués résulte de la
preuve du lemme

(v) Les inclusions résultent de [BBD] 4.2.4 et 5.1.14.
Traitons par exemple le cas de Rfi. Soit K € “DS%(X). Pour tous i,j € Z, PH'K est
de poids < a par définition de “DS*(X), donc RfiPH/K est de poids < a par [BBD]
5.1.14, et PHY(RfiPHIK) est de poids < a + i par [BBD] 5.4.1. Or, par [BBD] 4.2.4,
PHY (RfPH'K) = 05sii > d, donc PH (RfiP H' K) est de poids < a+d pour tous i,j € Z.
En utilisant la suite spectrale

EY =PH (RfPH'K) = PH"" RfiK,
on voit que PHERfiK est de poids < a + d pour tout k € Z.

4.3 t-structures recollées

Nous utiliserons la notion suivante de stratification :

Définition 4.3.1 Soit X un schéma séparé de type fini sur IF,. Une stratification de X est
une partition finie (S;)o<i<n de X par des sous-schémas localement fermés (les strates) telle

que pour tout i € {0,...,n}, S; est ouvert dans X — U Sj.
0<j<i

Soit X un schéma muni d’une stratification (Sk)o<r<n. Pour tout k£ € {0,...,n}, on note
ig U'inclusion de S dans X. U = Sj est un ouvert de X ; on note j = ig : U — X l’inclusion.
La proposition suivante est un cas particulier de [BBD] 1.4.10.

Proposition 4.3.2 Soit a = (ag,...,a,) € (ZU {£oc})"*t. On note “DSY(X) ou ¥ D2
(resp. “D>%(X) ou “D>2) la sous-catégorie pleine de DP (X,Qy) dont les objets sont les
complezes miztes K tels que pour tout k € {0,...,n}, itK € YDS%(Sy) (resp. Z}CK €
wD>ak(Sk)).

Alors (VDS2,% D>%) est une t-structure sur D8 (X, Qy).

On note aussi ¥ D>(@0:-0n) — w n>(ao—1,.an—1) ] et évident d’apres la définition de ¥ D<&
et “D~% que ce sont des sous-catégories stables par décalage et extensions de Dfn(X ,Qp), que
la dualité de Poincaré échange WD<S2 et Y DZ2 et que

w‘Dg(ao,.‘.,an) (1) — wDS(aof2,...,an72)
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4 Prolongement intermédiaire des faisceaux pervers purs

wD>(ao,...,an)(1) _ wD>(a0—2,...,an—2)'

D’apres [BBD] 1.3.3, l'inclusion Y DS¢ ¢ D? (X, Qy) (resp. *D>2 C Db (X,Qy)) admet un
adjoint & droite (resp. & gauche), quon note wg, (resp. ws,). Pour tout K € D (X, Qy), il
existe un unique morphisme ws K — (w¢,K)[1] tel que le triangle

WK — K — w5 K — (wg K)[1]
soit distingué.
De plus, & isomorphisme unique pres, il existe un unique triangle distingué K/ — K —
K" XL avec K' € "DS® et K" € ¥ D¢,
Enfin, la dualité de Poincaré échange w, et w>_, (car elle échange ¥ DS2 et W D>74).

Lemme 4.3.3 Siag = --- = a, = a, alors (Y DS, ¥ D>9) est la t-structure (Y DS*(X), Y D>%(X))
de la section 4.1.

Démonstration. Soit K € DS D’apres le (iv) de la proposition pour tout k €
{0,...,n}, it K € “DS%(S). Donc K € “D<S2, Par dualité, on a “D>* C ¥ D>,
Soit K € “*D<S¢, On a un triangle distingué

+1
Wl — K — wso K — .

D’apres ce qui précede, wg K € UDSe et ws, € YD>2, donc wgeK = wee K = K, et
K € *DS®, Par dualité, on a Y D% C W D>,
O

Proposition 4.3.4 Pour tous a € ZU {£+oo} et k € {0,...,n}, on note
ko _
Wgq = WL (Fo0,...,400,a,400,...,400)

ko _
W>q = Wx(—oo0,...,—00,a,—00,...,—00)

ot, dans les deux formules, le a est en k-iéme position (et on commence a compter a 0).

(i) On a
w f— wn Q-+ 0 wo
<a — W<ay, <ao
I 0
Wig = WS, O - 0WS, .

(ii) Soient a € 7. U {+o0}, k € {0,...,n} et K € D, (X,Q). Alors on a des triangles
distingués (uniques a isomorphisme unique preés)

, g 41
wl%aK — K — Ripwsqi K —

. .| 1
lpwWati K — K — w];aK N

Démonstration.
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4.4 Propriétés supplémentaires des t-structures recollées

(i) 11 suffit d’appliquer plusieurs fois [BBD] 1.4.13.1.

(ii) I suffit de traiter le cas de w’%a (celui de wk, en résulte par dualité). On définit
a € (ZU{+oo})"™ par: a, = +cc et sir #k, et a = a.
On note L = Ripws,i; K € D72, et on compléte le morphisme évident K ad,

Ripyi; K — L en un triangle distingué L' —K-—1L Jr—1>

Il suffit de montrer que L € “D>% et que L' € YD, Sir # k, z'!TL =0, car z;Rzk* =0,
donc i, L € D> (S,) (et il est évident que i5L' € DS (S,)). De plus, ifL = i, L =
Wsqip K € YD~ (S)) et on a un triangle distingué i} L' — i} K — i} L = w413 K +—1>,
donc if L' ~ we,it K € WDS%(Sy).

(|

Théoréme 4.3.5 Pour tout a € (Z U {£oo})" L, pour tout K € DS (U) on a

[weaRj K] = Y (=) [Rinswsa,, i, .. Rinswsa, in RjK]

1I<n1 < <nr <

dans le groupe de Grothendieck de D%, (X, Qy).

Démonstration.
D’apres la proposition ci-dessus, on a, dans 'anneau des endomorphismes du groupe de
Grothendieck de D% (X, Qy) :

Wgq = Wy, O+ 0 Wy = (1 = Rinswsq, i) 00 (1l — Rijswsq,9]) © (1 — RjswWsaf")-

Le théoreme résulte de cette égalité et du fait que Rj,wsq,j*Rj. K = 0 (car K € YDS%(U))).
O

4.4 Propriétés supplémentaires des t-structures recollées

Proposition 4.4.1
(i) Si K € DS et L € D%, alors RHom(K, L) = 0.
(11) weq et wsq commutent au foncteur de décalage [1], et ils envoient les triangles dis-

tingués sur des triangles distingués.
Pour tout K € D% (X,Qy), on a

wg(ao,...,an)(K(l)) = (wé(ao+2,...,an+2)K>(1)

W (ag,....an) (K (1)) = (Ws (ag42,....an+2)K) (1)
(iii) Soit &' = (ay,...,al,) € (ZU {:I:oo})”/“ tel que ap < a), pour tout k € {1,...,n}.
Alors, pour tous K € *DS2 et [ € “D>2 | le morphisme canonique

RHom(K, L) — RHom(j*K, j*L)
est un isomorphisme.
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4 Prolongement intermédiaire des faisceaux pervers purs

(iv) Soient f :' Y — X un morphisme et (S;)o<k<n une stratification de Y telle que,
pour tout k € {0,...,n}, f(S}.) C Sk. On suppose que la dimension des fibres de f est
inférieure ou égale a d. Alors

f (wD\ ao,.. ,an)(X wD\ (ap+d,.. an-‘rd)(Y

) C )
f (’u}D> ag,.. ’a")(X)) ’wD> ap— d an—d) (Y)
Rf*(wD> aQ,.--,Q (Y)) wD> ap—d,...,an—d) X)

Rf!(ng ag,...,a (Y)) wD< (ap+d,.. an—&-d)(X).

—~

Démonstration.
(i) Montrons le résultat par récurrence sur n. Si n = 0, c’est le lemme Soit n > 1,

n—1

et supposons le résultat vrai pour n’ < n. On note ¢’ = (ag,...,ap-1), V = U Sk,
k=0

Y =5, = X —V, j; 'immersion ouverte de V dans X et ¢ I'immersion fermée de S,

dans X. Soient K € “DS2 et L € “D>2, On a un triangle distingué

)

RHom(i*K,i'L) — RHom(K, L) — RHom(j} K, j;
Or jiK € “DS(U), j{L € *D>¥(U), i*K € “DS%(Y) et it L € “D>*(Y), donc,
d’apres 'hypothese de récurrence,
RHom(j K, j{L) = RHom(i*K,i'L) = 0,
d’ou
RHom(K,L) = 0.
(ii) wgq et ws, commutent au foncteur de décalage car “DS2 et Y D> sont stables par

décalage. Soit K — K' — K" LR triangle distingué. D’aprés [BBD] 1.1.11, on
peut construire un diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont distinguées

/ +1
wgﬁK > wggK — [, ———

+1

K K’ K"

1
w>gK —_— w>gK' — I/ L>

+1 +1 +1

Comme “DS2 et “D>2 sont des sous-catégories stables par extensions de DP (X, Qy),
Le¥DStet L' € “D>%, donc L = wego K" et L' = ws K.

La derniére assertion se prouve exactement comme la propriété analogue dans le (i) de
la proposition 4.1.3
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(iii) Notons i 'immersion fermée X —U = S;U---US, C X, b = (a1,...,a,) et b’ =
(a},...,dl). Soient K € D¢ et [, € “D>_ On a un triangle distingué canonique

RHom(i*K,i'L) — RHom(K, L) — RHom(j*K, j*L) = .

Ori*K € "D(X~U)eti'L € “D>Y (X —U), done, d’aprés le point (i), RHom(i*K,i'L) =
0.

(iv) 11 suffit de traiter les cas de f* et Rfi, car ceux de f' et Rf. en résultent par dualité.
Pour tout k € {0,...,n}, on note i; I'inclusion S}, C Y et fi : S; — S, la restriction de
f. Soit K € “DS¢(X). Pour tout k € {0,...,n}, i," f*K = f{itK ; itK € ©D<ax(S),)
par la définition de “DS2(X), donc, d’apres le (iv) de la proposition i K €
wpSatd(§). On a donc bien f*K € wDS@oFd - antd)(y),

Soit K € *D<S¢(Y). Fixons k € {0,...,n}. Comme S} = f~1(S}), le diagramme suivant
est cartésien aux nilpotents pres

-/

N

1k

Sp—=X

donc, d’aprés le théoreme de changement de base propre, it*RAIK ~ Rfpi, K. Or
il " K € YDS%(S), donc, d’apres le (iv) de la proposition itRAK ~ Rfni,"K €
wpSetd(§). On a donc bien RfiK € @ DS@0tdantd)( X,

O

La proposition suivante est une reformulation de [BBD] 1.4.14 dans le cas particulier
considéré.

Proposition 4.4.2 Soita = (ag, ... ,a,) € (ZU{£oo})" L. On notea' = (ag,a1 +1,...,a, + 1).
Alors, pour tout K € *DS®(U)N*D?%(U), wsy i1 K = weaRj K est 'unique prolongement
de K dans *DSen® D32

En particulier, si K est pervers pur de poids a sur U, on a

Wx(a,a+1,....a+ 1) = Jiu K = wga Rj K,
et par dualité on obtient aussi

WK = Ju K = we(ga-1,....a—1) RI K.
(On retrouve le résultat du théoréme[{.1.4).)

4.5 Quelques lemmes techniques

Ce paragraphe contient quelques lemmes utilisés dans les preuves des résultats des parties
4 et 5.

Lemme 4.5.1 Soient X un schéma séparé de type fini sur Fy et (S,) une partition finie de
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4 Prolongement intermédiaire des faisceaux pervers purs

X par des sous-schémas localement fermés. Pour tout o, on note iy : So — X inclusion.
Alors, pour tout K € D%(X,Qy), on a

(a) K € PDSY si et seulement si pour tout o, pour tout i > 1, on a PH (i’ K) =0;

(b) K €PDZ0 si et seulement si pour tout o, pour tout i < —1, on a PH' (i, K) = 0.
De plus, si U est un ouvert de X réunion de strates, si j : U — X est Uinclusion et si K
est un faisceau pervers sur U, alors ji. K est Uunique prolongement L € DIC’(X,QZ) de K tel
que : pour tout a tel que S C X —U, on a

PH!(i*L) = 0 pouri >0
PH (it L) = 0 pour i <0

Démonstration. 11 suffit de montrer (a), car (b) en résulte par dualité. D’apres [BBD] 2.2.5,
les 7% sont t-exacts & droite, donc, si K € PDSY on a bien PH'(i* K) = 0 pour tout « et pour
12> 1.

Réciproquement, soit K € D%(X,Qy) tel que pour tout a, pour tout i > 1, PH(i* K) = 0.
On sait par [BBD] 2.2.12 qu'un complexe L est dans ? DS si et seulement si pour tout point
z de X, notant i, : x — X et dim(z) = dim({z}), on a H'(i*L) = 0 pour i < p(2dim(z)).
On va utiliser cette caractérisation pour montrer que K € P DSV, Soit x un point de X, et soit
a tel que z € S,. Comme S, est localement fermé dans X, {z} NS, est ouvert dans {z}, donc
dim({z} N S,) = dim({x}) ({x} est irréductible), et dimn(x) ne change pas si on consideére z
comme un point de S,. Comme par hypothese i, K € PDS0(S,,), on a bien H (i K) = 0 si
i < p(2dim(z)).

Montrons enfin la derniére assertion du lemme. U est un ouvert de X réunion de strates,
j : U — X est linclusion, K est un faisceau pervers sur U. D’apres [BBD| 1.4.24 (qui
s’applique par [BBD] 2.2.3 et 2.2.11), on a P H°(i* ji. K ) = 0 pour tout « tel que S, C X —U.
L’annulation des P H(i. ji, K) s’en déduit par dualité.

Soit L € D2(X,Qy), muni d’un isomorphisme j*L ~ K, tel que, pour tout a tel que
So € X — U, on ait PH'(i%L) = 0 pour i > 0 et PH*(i,L) = 0 pour i < 0. D’apres
ce qui précede, on sait que L est pervers. En raisonnant par récurrence sur le cardinal de
{a tq So € X — U}, on se ramene au cas ou X — U = S, est une strate. Notons i = i,. On
a un triangle distingué

isi'L — L —s Rj.j*L ~ Rj, K 5,

d’ou une suite exacte
PH(i,i'L) — PHO(L) = L — PH°(Rj.K).

Comme i, est t-exact ([BBD] 2.2.6), PH(i,i'L) = i,PH°(i'L) = 0, et le morphisme I, —
PHO(Rj.K) est injectif. D’autre part, on a un triangle distingué

gij* L~ ) K — L — 1,i"L +—1>,
d’ou une suite exacte
PHO(jiK) — L — PH (i,i*L) = i, ’"H(i* L) = 0.
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Le morphisme PH?(j,K) — L est donc surjectif, ce qui finit la démonstration.
O

Lemme 4.5.2 Soient X un schéma de type fini lisse purement de dimension d sur un corps
k de caractéristique 0 ou fini et K € DS(X, Q¢). On suppose que les H'(K) sont lisses. Alors,
pour tout i € Z, PHY(K) = H=4(K)[d].

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur le cardinal N(K) de
{i € Z tq H'(K) # 0}.

Si N(K)=1,0n a K ~ H(K)[—i] pour un i € Z, donc K[i + d] est pervers, et

; 0 sij#i+d
Py — .
H(K) { H(K)d sij=itd

Soit K tel que N(K) > 1, et supposons le résultat prouvé pour tous les L tels que
N(L) < N(K). Soit i = max{k € Z tq H*(K) # 0}. Comme H!(K)[—i] est lisse, on a comme
plus haut

ij(Hi(K)[‘“):{ (l]LIi(K)[d] iiﬁﬁiiﬁ '

D’autre part, d’apres 'hypothése de récurrence, on a

0 sij=zi+d

ij(Tgi1K)=Hj‘d(7<i1K)[d]={ H4(K)d] sij<i+d

On conclut en utilisant la suite exacte longue de cohomologie perverse du triangle distingué

TgiflK —)ngKﬁK—>HZ(K){—7J] +—1> .
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5 Complexes pondérés sur les
compactifications de Baily-Borel

5.1 Complexes pondérés

Dans cette section, on définit a 1’aide des foncteurs w¢, de 4.3 une famille de complexes
sur la compactification de Baily-Borel, qu’on appellera complexes pondérés, et dont les com-
plexes d’intersection sont des cas particuliers. Ces complexes pondérés sont des analogues en
caractéristique finie des complexes pondérés définis sur M (G, X)*(C) par Goresky, Harder
et MacPherson dans [GHM].

Notation 5.1.1 Soient G un groupe algébrique sur Q, A : G,, — G un cocaractére central,
¢ un nombre premier et t € ZU{+oc}. Pour tout V € Repgq,), on note w<iV (resp. wxV)
la plus grande sous-représentation de V' sur laquelle le poids relativement a A est < t (resp.
>t).

Les foncteurs exacts w<; et wxy s’étendent trivialement a la catégorie dérivée Db(Repc;(Qz)).
Pour tout V € Db(Repg(Qz)), on a

V=wsV & wxV,

et, pour tout i € Z, H (w<;V) = w H (V) est de poids < t et H'(w>;V) = wxH (V) de
poids > t.

Lemme 5.1.2 Comme dans le paragraphe 2.1.4, on se place dans la situation suivante :
L est un groupe algébrique connexe qui est produit quasi-direct de deux sous-groupes Gy et
G, (G, X) est une donnée de Shimura pure telle que Gy(Q) N G(Q) agisse trivialement sur
X, Kr, est un sous-groupe ouvert compact net de L(Ay), et on note H = Ki, N L(Q)G(Ay),
I'r=Kyn C’entL(@)(X). On se place sur les réductions modulo p des variétés, ot le nombre
premier p est comme dans le corollaire . On note d la dimension de MH/FZ(G, X). Alors,
pour tous V € Db(RepL(QZ)) et a € ZU{+oo},

weo FYTERT (T, V) = FH/TRD(Ty, wsg_oV)
wsoFYTRT (T, V) = FHTRT(Ty, weq-aV)-

Démonstration. Notons t = d — a, K = FUTeRD(Ty, V), K; = FU/TeRD(Ty, wsV) et
Ky = FU/TeRD(Ty, w4 V). Comme V = woV@ws;V, on a K = K; @ Ky. Il suffit de montrer
que K est dans “DS¢(MY/T (G, X)) et Ko dans “D>¢(MY/Te(G, X)). MU/Te(G,X) est
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lisse et pour tout i € Z, H*(Ky) = FV/TeH Ty, ws,V) et H(Ky) = FV/TeH Ty, woV) sont
lisses, donc, d’apres le lemme m pour tout i € Z, PH (K1) = H'=4(Ky)[d] et PH!(K3) =
H=%(Ky)[d]. Soit i € Z. D’apres le corollaire H=%(K) est de poids < —t et H'"%(K3)
est de poids > —¢t. On en déduit que PH! (K1) = H=%(K1)[d] est de poids < —t+d = a et
que PHY(K3) = H™%(K3)[d] est de poids > —t + d = a.

O

On se place maintenant dans la situation de la définition c’est-a-dire que (G, X) est la
donnée de Shimura de la section 1.2 et qu’on a inversé assez de nombres premiers pour avoir
un modele entier de la compactification de Baily-Borel possédant toutes les propriétés sou-
haitables. On travaille sur les réductions modulo p des variétés. On pose M* = MX(G, X)*,
My = M®X(G, X) et, pour tout r € {1,...,q}, on note M, I'union des strates de bord corres-
pondant & (Qy, V). Pour tout r € {0,...,q}, dim(M,) = (p—r)(qg—r). (Mo, My, ..., M) est
une stratification de M* (au sens de la définition , et c’est toujours celle qu’on utilisera
dans la suite.

Définition 5.1.3 Soient t1,...,t; € Z U {+oo}. Pour tout r € {1,...,q}, on pose a, =
—tr + (p—1)(q — 7). On définit un foncteur additif triangulé

W2t1,~~~:>tq : Db(RGPG(Qg)) — D%(MK(G,X)*)

de la maniére suivante : pour tout m € Z, si V € Db(Repg(Qz)) est tel que H' (V) soit de
poids m pour tout © € Z, alors

>t1,...,2t _ . K
W=4 q(V) = wg(_m+pq7_m+al7“.7_m+aq)Rj*f V.

Définition 5.1.4 Soit V € Repgqg,)- Comme MX(G, X) est de dimension pq, FXV[pq] est
un faisceau pervers sur M (G, X). On pose

ICYV = (ju(F¥V [pa]))[—pa).

Proposition 5.1.5
(1) Pourtousty, ...ty € ZU{£oo} et pour tout V € Db(Rep(;(Qe)), on a un isomorphisme
canonique
D(WZ021a(V)) 2 W20 2% (V) 2pa (),

ot D est le foncteur dualisant, V* = RHom(V,Qy) est la représentation duale de V et
sp =1—t, +2r(r —n) pour tout r € {1,...,q}.

(2) Notons, pour tout r € {1,...,q}, t, =r(r—n)+1 et s, = r(r —n). Alors, pour tout
V'€ Repg(q,), on a des isomorphismes canoniques

ICKV ~ W2t1,...,2tq (V) adN W>Sl""’>sq(V).

Démonstration.
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(1) On peut supposer que V € Repg(q,) et que V est pure. Notons m le poids de V. V*
est alors une représentation de G(Qy) de poids —m. On pose ag = —m+ pq et, pour tout
re{l,....q},ap = —(tr +m)+ (p—r)(g—r). Alors

W22 (V) = we(ap,..oaq) B3V,

donc N o o
D(W=h-Zla (V) = wy(_ag,....—ag) (1FV*[2pg](pg))

= w}(faoJerq,...,faq+2pq)j!]:KV*)[QPQ](pQ)‘
D’apres la proposition [4.4.2
. K . K
w>(7a0+2pq,...,faq+2pq).7!‘7: V= w<(7a0+2pq,fa1+2pq71,...,7aq+2pq71)R]*]: V.

Notons by = m + pq et, pour tout r € {1,...,q}, b, = —(s, —m)+ (p —r)(¢ —r). Alors
bp = —ag + 2pq et, pour tout r € {1,...,q}, b, = —a, — 1 + 2pq. Donc

(2) On peut supposer que V est pure. Soit m son poids. Le faisceau FXV est lisse pur de
poids —m sur My, qui est lisse de dimension pq, donc le seul faisceau de cohomologie
perverse non nul de FXV est PHPIFRY = FKVpq|, qui est de poids —m + pq. D’apres
la proposition 4.4.2

ICXVpq] = ju(FXVpa)) = we(emipg,..—mrpg) RixF SV [pd]
= wg(—m—i-pq,—m—l—pq—l,“.,—m+pq—1)Rj*}—KVLPQL

donc
Ky, _ . Ky, . K
IC™V = We(—mipg,...—mtpg) BIxT ™V = W (cmtpg,—mtpg—1,....~m+pg—1) BIxF V.

Pour conclure, il suffit de remarquer que, pour tout r € {1,...,q},
—tr—m+{p—-r)g—r)=-m+pg—1let —s, —m+(p—r)(g—71)=—m+ pq.
O

5.2 Restrictions des complexes pondérés aux strates

On note S = Gy,.Ip44 le centre déployé de G et, pour tout r € {1,...,q},

AT, 0 0
S, = 0 My 0 |, NeGy
0 0o I

S, est le centre déployé de G,.. On note Yy, le caractere de S, défini par

A2, 0 0
Xr 0 A, O =\
o 0 I
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On identifie X*(S,) & Z en envoyant x, sur 1, ce qui donne un ordre sur X*(S,).
Notation 5.2.1 Soient I C {1,...,q} et V € Repy,(q,), avec Ly = P1/Ny (cf 1.5).
Si (t:)ier € (ZU{Z£o})!, on note
V<ti,’i€I

le sous-espace vectoriel de V' sur lequel, pour tout i € I, S; agit par des caractéres < t;.
Comme les S; sont centraux dans L, Vey, jer est stable par Li(Qy).
La définition ci-dessus s’étend trivialement aux complezes et donne un foncteur exact

{Db(RePLI(@z)) —  D"(Repy,(qy))
Vo o— Vayier

On définit de méme Vs, icr.

On se place dans la situation de la définition [5.1.3]

On utilisera les notations suivantes (qui sont celles de 1.5) : Soit S C {1,...,¢} non vide.
On pose
Pg = ﬂ P..
seS

C’est un sous-groupe parabolique standard de G, dont on note Ng le radical unipotent et
Ls = Pg/Ng le quotient de Levi. Soit 7 = maxz(S). Rappelons (voir la section 1.4) qu’on
a trois sous-groupes distingués L/Z,r’ Ly, et G, = Q,/N, de L, tels que G, et LZ’T soient
d’intersection triviale, que L, soit produit quasi-direct de L;, et G,, que Ly, et L/e , soient
égaux si 1 <r < g, et que Ly, = L}’q x SU(p — q). 7

On a Q, ¢ Pg C P,, donc Pg/N, est produit quasi-direct de G, et d’un sous-groupe
parabolique Py g de Ly ,. On note Plz, g le sous-groupe parabolique correspondant de L;m, et
Lys et Ly g les quotients de Levi respectifs de Py 5 et Plz,s- On a L’&S =Lpgsiqg¢gF, et
Lis=L)¢xSU(p—q)sigeS.

Pour tout g € G(Ay), on pose

Hys = gKg ' NPs(Q)Q,(Ay) = gKg ™' NP} 5(Q)Qr(Ay)
Hy s = gKg™' N Centp () (X )N, (Af) = gKg™' N P (Q)N,(Ay)
Kgs=Hgs/Hges

Ly =Hgrs/(9Kg™ N Ns(QN,(Af)) = (9Kg™' NP} 5(Q)Ns(Af))/(9Kg™ NNs(Ay)).

K, s s’identifie & un sous-groupe ouvert compact net de G,(Ay), et I'y g & un sous-groupe
arithmétique net de Lj, (Q) (ou de Ly g(Q)).

Théoréeme 5.2.2 Soientty,...,.t, € Z etV € Db(RepG(QZ)). On suppose que tous les H (V)
sont purs de méme poids m € Z. On fizer € {1,...,q} et g € G(Ay), et on note i Uinclusion
de la strate M%o.01 (G, X,) dans M¥(G, X). Alors
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Wt (V)] =

Kg,{r car ;
Flotr | 303 [I"dKZ;;;U{T}(—l) ") Rr (Fpig,SU{r}7RF(Lze(NSU{r})7V)ZtT+m,<ts+m,sES)] ,
S i€lg

ot S parcourt l’ensemble des sous-ensembles de {1,...,r—1}, et, pour tout S C {1,...,r — 1},
on choisit un systéme de représentants (p;)icrs du double quotient

Py (Q)Qr(Ap) \ Pr(Q)Qr(Af) /Hy 111

Supposons que V' est concentré en degré 0. Alors, sits = s(s—n) pour tout s € {1,...,q},
ou sits = s(s —n) + 1 pour tout s € {1,...,q}, on a ICRV = W=2a (V) (proposition
(2)). On obtient donc en particulier une formule pour [i*IC¥V].

Démonstration. Le théoreme résulte du théoreme de la proposition ci-dessous, et du
(ii) de la proposition [2.1.3.14] (qui permet de remplacer les images directes par des induites).
Il

Rappelons qu’on a noté, pour tout r € {1,...,q}, M, l'union des strates de bord de
MY (G, X)* associées & (Q,,Y,). On note i, 'inclusion de M, dans M¥(G, X)*.

Proposition 5.2.3 Soient r1,...,r. € {1,...,q} tels que ry < -+ < r, a,...,ac € ZU
{0}, V € Db(Repc;(QZ)), r € {re,...,q} et g € G(Af). Pour tout i € {1,...,c}, on pose
ti=—a;+ (p—ri)(g —r;). On note

L = Riy sWsq, ik ... RipjsWsa, i Rj,FRV
et i Vinclusion de la strate M%o.0} (G,., X)) dans M¥(G, X)*. Soit
S={ry,...,re,7}.

Alors on a un isomorphisme canonique

L~ @LC

C

ot C parcourt ’ensemble des doubles classes de Ps(Q)Qr(Ay) \ Pr(Q)Q(Ay)/Hy 1y, et de
plus, si b € P.(Q)Q,(Ay) est un représentant de la double classe C, on a un isomorphisme

L¢ =~ Ty FX09:5 RT (T, 5, RT(Lie(Ng), V) <ty <t.)-

Démonstration. Sir > r.,onposed=c+ 1, rg=r, a9 = —00 et tg = 4+00;8i 7 =1, On
pose d = c.

On raisonne par récurrence sur d.

Si d = 1, le résultat cherché est une conséquence immédiate du théoreme de Pink et du

lemme [5.1.21
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Supposons donc d > 2, et supposons le résultat prouvé pour tout 1 < d’ < d. On note
S'={r,...,rq_1} =8 —{r}.
Calculons d’abord
o Riy 05,55 R TFE(V).

M =" Rir,_sWsay_yip, | -

Pour tout i € G(Ay), soit iy, Iinclusion de MKh'{Tdfl}(GTdil,eril) dans MYX(G,Xx)*. Le
complexe N = Riy,  sWsq, .1 .. Rip swsq, 1% Rj FE(V) est égal a

&b Ripi}N,

hePr, L (@Qr, , (Ap\G(A)/K

*
Td—1 "

donc on a
M= @ i* Ripyif N.
hePr,; (Q)Qrd,l (Ap\G(Af)/K

Soit h € G(Ay). D’apres I'hypothese de récurrence, on a un isomorphisme
it N ~ P Nev,
Cl

ot C' parcourt 'ensemble des doubles classes dans Pg/(Q)Qr, , (Ar) \ G(Af)/K, et, si b est

un représentant de C’,

Ner = Ty FXons' RU(Typ 57, RU(Lie(Ng), V) <ty ctay)-
Fixons b € P;, ,(Q)Qr, ,(Ayf) et calculons

i* Rips T Foom8' RT (T, g0, RU(Lie(Ngr), V) cty o <ty )-
On définit X par le carré cartésien suivant :

&

Td—1)*

X

A{Kbms'((;

Td—17

I

MY%otH(Gy, X)) — M a1 (G

X,

Td—1" Tdfl)

ot M¥mtra-1} (G ) est I'adhérence de MKh’{Tdfl}(GTdfl,erfl) dans MX(G, x)*.

Alors on a

X,

Td—12“*Td—1

X o~ J] Moo (Gy, ),
Jje€J
et le morphisme X — M¥%o.01 (G, X,) est LTy, avec (q;)jes un systeme fini (éventuellement
vide) de représentants pour une certaine relation d’équivalence sur P,.(Q)Q,(Ay), qu’on
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précisera plus tard. Soit ¢ € P,.(Q)Q,(Ay), et calculons la restriction a la strate MXah.s (G, &)
de MKbhvS’(Gm_l, X, )" du complexe

L' = FXns' RT(Tyy, g, RT(Lie(Ngr), V) <ty <ty 1)

Notons R le sous-groupe parabolique de G, , correspondant a P,., c’est-a-dire
R = (Q,,, NP,)/N,, ,. Soilent Np = Ng/Ng le radical unipotent de R, (Qg,Y) la
composante rationnelle de bord de (G, _,, X, ,) associée A R. Ona (Qg,Y)/Ngr = (G, X;),
et la partie linéaire Ry de R/Npg est telle que Ly ¢ = Ly s» X Ry. de plus, on vérifie facilement
que

(¢Kon,sa ' NR(Q)Qr(Af))/(aKpn,sra™ NRe(QNg(Ay)) = Kgon,s,

et que le sous-groupe arithmétique net

I'= (¢Kn,sq " NRey(Q)NR(Af))/(aKen,sra " N Ng(Af))
de R/(Q) s’identifie a
Loon,s/Ton,s-

D’autre part, comme l'action de S,,,...,S,, | sur Ng est triviale, on a
RP(Lie(NR)v RF(Lie(NS’a V)<t17--~,<td—1)) = RF(Lie(NS)v V)<t17-~~7<td71‘

Finalement, en utilisant le théoreme de Pink, on voit que la restriction de L' & MXah.s(G,., X,.)
est isomorphe a
FRaons RT(T g5, RT(Lie(Ng), V) <ty <tyy)-

Il reste a compter les diagrammes

M¥abhs(G,., X,) M¥ons' (G X,)*

Td—19“*T

|

Mot} (G, X,) ——= MF a1} (G

Td—1> er,1 )

modulo une relation d’équivalence convenable. C’est ce qui a été fait dans la proposition|1.5.2
La conclusion de cette proposition, combinée avec les calculs ci-dessus, montre que, si (b;)ier
est un systeme de représentants du double quotient Ps(Q)Q,(Af) \ P.(Q)Q.(Af)/Hy (73, on
a un isomorphisme

i*M ~ @D Ty, F<u05 RT Ty, .5, RT(Lie(N5s), V) <ty <ta1))-
el

Le résultat cherché résulte alors du lemme [(.1.2]
a
Remarque 5.2.4 Nous pouvons maintenant rendre plus explicite le rapport entre les com-

plexes pondérés définis ici et ceux de [GHM]. Soient t¢1,...,t; € Z U {£oo} et V une
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5 Complexes pondérés sur les compactifications de Baily-Borel

représentation algébrique de G, qu’on suppose pure de poids 0 pour simplifier. Pour tout
re€{l,...,q}, on note a, = —t, + (p — r)(q¢ — r). Alors, d’apres le théoréme on a une
égalité dans le groupe de Grothendieck de D2 (MX (G, X)*, Q)

W22y (@)= Y (=1 [Riestsa,, iy, - - Ripyssay it R FXV(Qp)].
1<rm <<re<q

Or, d’apres le calcul explicite des
Luy...re = Rirgswsa, 1% ... Rinswsa, in RjFEV(Qp)

qui a été fait dans la proposition ci-dessus, il existe une maniere naturelle de relever ces com-
plexes en des complexes sur un modele entier M (G, X)*, qu'on notera encore L, .. No-
tons Ly, r.(C) le complexe de faisceaux de Qg-espaces vectoriels sur MX(G, X)*(C) déduit
du complexe L, . sur ME(G,X)*. Alors la somme alternée

Y (D fLrye(C)]

1<r1 < <re<q

c

est égale a la classe (dans le groupe de Grothendieck de la catégorie dérivée de la catégorie des
faisceaux de Qg-espaces vectoriels sur M¥(G, X)*(C)) de 'image directe par le morphisme ca-
nonique de la compactification de Borel-Serre réductive de M¥(G, X)(C) sur M¥(G, X)*(C)
du complexe pondéré de [GHM] associé au profil de poids (t1,...,1t,) et a coefficients dans V.

5.3 La formule des traces

5.3.1 Rappels sur un théoreme de Kottwitz

Commencons par fixer quelques notations.

Notation 5.3.1.1 Soient p # ¢ deuz nombres premiers, ¢ = p* une puissance de p, F, C F,
les corps finis a p et q éléments, F une cloture algébrique de Fy et X un schéma de type
fini sur F,. On note F' l’endomorphisme de Frobenius de X, qui est l'identité sur l’espace
topologique sous-jacent et I’élévation a la puissance q sur les sections du faisceau structural.
Sur X (F), F agit comme la substitution de Frobenius ¢ : & — 2%, donc X (F)I' = X (F,).
Considérons maintenant K € D(X,Qy). On a alors une correspondance de Frobenius

F*.F*K = K,
d’ot un endomorphisme
F* : RU.(Xp, Kz) — RT.(Xy, Kr),
qui est l'tnverse de l’endomorphisme que @ induit par transport de structure. On note

Tr(F*, RTe(Xr, Kr)) = Y _(=1)'Tr(F*, H(Xr, Kr)).
€L
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5.3 La formule des traces

Soient x un point fermé de X et n = [k(x) : Fy|. Si T est un point géométrique de X (F)
localisé en x, c’est un point fize de F™, et on note F; l’endomorphisme de Kz induit par F"™.
La classe d’isomorphisme du couple (Kz, F¥) ne dépend pas du choiz de T, donc la trace

Tr(Fy Kz) =) (~1)Tr(F;, H(K)7)

€L
ne dépend que de x ; on la note Tr(F}, K,).

Nous allons énoncer le résultat principal de 'article [K2] pour la donnée de Shimura (G, X)
de la section 1.2, dans le cas particulier ou la correspondance de Hecke considérée est 'identité
(c’est-a-dire ou, avec les notations de [K2|, g = 1).

Théoréme 5.3.1.2 On se place dans la situation de la section 3.1 : (K,X) est comme
dans la définition [3.1.2.1], p est un nombre premier tel que p & 3, et on s’intéresse a la
réduction modulo p de ME(G, X), qu’on notera M¥(G, X) ou simplement M. En particulier,
K = KopK?, avec KP C G(A?). Sotent £ € X et V € Db(Repg(Qé)). On note K = FXV.
Alors, pour tout j € N*,

N Tr(FLE) = Y e(10:7,8)04(fP)T0s5(¢)Tr (70, V).

weM(F)F7 (v057,6)
O

Il faut encore expliquer toutes les notations. Rappelons qu’on a fixé une injection £ — @p.
On note p I'idéal premier de O au-dessus de p déterminé par cette injection, L I’extension non
ramifiée de degré j de Ey,, Q)" I'extension non ramifiée maximale de Q, et o € Gal(Q}" /Qp)
I’élément correspondant au Frobenius arithmétique z —— P de F.

Dans la somme, le triplet (79;, §) parcourt un systéme de représentants des classes d’équivalence
de triplets formés de 79 € G(Q) semi-simple elliptique dans G(R), de v = () € G(AI}) et
de § € G(L) vérifiant les conditions de [K1] 2 (en particulier, pour toute place v # p, co de Q,
Y0 et 7, sont conjugués sous G(Q,), et o et N6 sont conjugués sous G(Q,), ot Nd € G(Q,)
est la norme de §, définie par N§ = 6.0(68) ...0%71(8), avec d = [L : Q,)), et tels que

(y0:7,0) =1,

ou «a est défini dans [K1] 2, pour la relation d’équivalence suivante : deux triplets (o;7,9)
et (vy;7', ') sont équivalents si et seulement si vy et ) sont conjugués sous G(Q), v et +/
sont conjugués sous G(A’}) et § et ¢ sont o-conjugués sous G(L) (c’est-a-dire qu’il existe
x € G(L) tel que &' = zdo(x)~1).

Rappelons qu’on a fixé un Op-réseau autodual A = 0% de EP*9. On note Ko le stabili-
sateur dans G(L) du réseau A @z Of.

Soit (70;7,9) un triplet comme ci-dessus.

On note Iy le centralisateur de vy dans G. Dans [K1] 3, Kottwitz montre qu’il existe une
forme intérieure I de Iy telle que I(A) soit le centralisateur de v dans G(A%) et I(Q,) le
centralisateur tordu de § dans G(L) (c’est-a-dire ’ensemble des € G(L) tels que zd =

So(z)).
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On pose
(7037, 6) = vol(1(Q) \ I(Ay))-
(La définition de Kottwitz est ¢(y0; v, 8) = vol(I(Q)\I(Af)).card(ker(ker'(Q, Ip) — ker'(Q, G))),
mais ici, ker!(Q, G) = {1} d’apres [Sh] 5.8).
On choisit des mesures de Haar dy et dz sur I(A%})\ G(A}) et I(Qp) \ G(L). Si g est ¢ sont
des fonctions localement constantes a support compact sur I(A%) \ G(A}) et 1(Q,) \ G(L),
on pose

O4(9) =/ 9(y vy)dy
I(AT\G(AT)
TOs(v) = (a0 (2))da.
I(Qp)\G(L)
On note
= 5%
~ wol(Kp)
_ ]lKoaKo
¢= vol(Kop)

Il reste & expliquer qui est a (cf la fin de [K1] 3). On a défini dans 2.1.1 un morphisme
hor : Gy c — Ge
(noté up dans [K1], ot L est noté F' et F est noté E). Il est conjugué par G(C) au morphisme

(1o +iv 51, 0
0 (1o —iv i),

i Gy o — G, z»—>(

L’image de p arrive dans T, ou T est le sous-tore déployé sur O, maximal du tore diagonal
de GU(p, q), donc on peut prendre

a = N(ng),

ol wy, est une uniformisante de Oy,.

Remarque 5.3.1.3 Le sous-groupe compact ouvert K de G(Ay) n’intervient que dans
I'intégrale orbitale O~ (f?).

5.3.2 Formule des traces pour certains tronqués

On se place dans la situation du paragraphe précédent. Le but est maintenant d’écrire la
formule des traces pour les complexes Riy «W>q, 1y, - - - Rip «Wsq, iy, Rj.FXV.
La proposition suivante va nous permettre d’utiliser le théoreme [5.3.1.2

Proposition 5.3.2.1 Soient S C {1,...,7r}, r = maxz(S), g € G(Af), a € P.(Q)Q,(Ay) et
W e Db(RepLS(QZ)). On note comme ci-dessus

Lag.s = ((ag)K(ag) ™' NPs(Q)Qr(Af))/((ag)K(ag) ™" N (NsQr)(Ay)),
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et soit

Kogs = ((ag)K(ag)™ NNs(Q)Qr(Af))/((ag)K(ag) ™ N Ns(Q)N(Ay))
= ((ag)K(ag)™' N (NsQr)(Af))/((ag)K(ag) ™t N Ns(Af)).

On a un revétement étale fini
Ty : M' = M%aw03(G,, X,) — M = M%o003 (G, &,),

et on pose
MO o MKZQ,S(GT’ Xr)’

on a un revétement étale fini
T, : M° — M'.
Enfin, on note

K = FRes5 RD(T oy 5, W);

T} K est canoniquement isomorphe d Flag.s RT'(Tag,s, W) (avec Ky, ¢ agissant sur RI'(Log,5, W)
via la représentation de G.(Qg) dans ce compleze).
Alors, pour tout j € N*, on a

1
E Tr(F (TywK)y) = ——— E Tr(FY, (T7K)z).
. 7"( J??( ) ) [KagS:KZ S] . T( x ( 1 ) )
=M ()" 57 Tag,S) oy

Démonstration. Comme T, : M’ — M est propre, on a pour tout 7 € N*

pi Tr(FE, (T K)z) = Tr(F7* RU.(Mp, (ToeK)r))
= Tr(F* RTU.(Mf, Kp))
e Tr(FE Ky)

Z:I:EM(]F)

Za:EM’(]F)

La proposition résulte alors du lemme suivant, appliqué a G, C Pg/Ng.
O

Lemme 5.3.2.2 On se place dans la situation de la définition[2.1.4.6, avec N =0 : on a donc
G, G/ C L, une donnée de Shimura (G, X), un sous-groupe compact ouvert net Kp C L(Ay)
et W € D*(Repy,q,))- Notons

K=K;n G(Af)

K' = H/Iy = (K; N LQG(A)))/ (K N Gi(Q)).

K s’envoie injectivement dans K', et son image est distinguée d’indice fini égal au cardinal de
H/KTy. On notera aussi [K' : K] cet indice. K agit sur RU'(T'y, W) via Uaction de H, comme
le quotient H/T'y, et K agit sur RI'(I'y, W) comme sous-groupe de G(Ay), qui agit lui-méme
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sur RT'(Ty, W) parce qu’il commute avec T'y. On se place toujours sur les réductions modulo
un nombre premier p assez grand. Alors, pour tout j € N*,

/ 1
* K _ * K
E .Tr(Fm,f RU(Ty,W)) = [K’ ; K] E .Tr(Fm,f RT(Tp, W)).
zeMP/Te(G,x)(F)F’ r€EMK(G,X)(F)F?

Démonstration. Fixons j € N*, et notons X = M(G,X), X' = MH/FZ(G,X), X =
M¥X(G,X). On a un diagramme commutatif

X=X

N

X/

oll ¢ et ¢’ sont les revétements évidents. ¢ est un revétement étale galoisien profini de groupe
K, et ¢’ est un revétement étale galoisien profini de groupe K’. Soit 2’ € X'(F)f”, et soit
y € X(F) tel que 2/ = ¢/(y). Comme z’ est stable par F7, on peut écrire Fi(y) = y.k, avec
k € K' (uniquement déterminé). On a deux possibilités :

(1) 2’ est Pimage par Ty d’'un élément de X (F)’, ce qui revient & demander que k soit
dans K. Alors les [K’ : K] pré-images de 2’ par T} sont dans X (F)f” (ce sont les o(y.1),
pour [ € K'/K). De plus, comme FXRI(Ty, W) ~ T# FX RI(I'y, W), pour tout € X (F)
tel que T1(z) =2/, on a

Tr(FY, FXRT(Dp, W) = Tr(Fs, FX ROy, W)).

On en déduit que

, 1
Tr(F, FXRD(Ty, W) = TN > Tr(Er, FRRD(Dy, W)).
z€X(F)FI Ty (z)=a'

(2) 2’ n’est pas 'image d’un élément de X (F)" ? ce qui revient & demander que k ¢ K.
Nous allons montrer que dans ce cas

Tr(F%, FX RO (T, W) =0,

ce qui finira la preuve du lemme. On choisit h € H = K; NL(Q)G(Ay) tel que hl'y = k.
Comme k ¢ K, h n’est pas dans I'yK. D’apres la proposition 2.1.3.13] on a

Tr(F, FX RD(Ty, W) = Tr(k, RU(Ty, W)) = Tr(h, RT(Lg, W)).

11 suffit d’appliquer le lemme ci-dessous.
a
Lemme 5.3.2.3 Soient L un groupe réductif connexe, G, Gy deuxr sous-groupes réductifs

de L tels que L soit produit quasi-direct de G et Gy et Kp un sous-groupe ouvert compact
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net de L(Af). On suppose qu’il existe un sous-groupe distingué G, C Gy et un sous-groupe
G’ C L qui contient G comme un sous-groupe distingué tels que G¢/G/ et G'/G soient
de type compact et que L soit produit direct de G, et G'. On note H = K N L(Q)G(Ay),
I'y=KrNGy(Q) et K=K, NG(Af). T'y, K et I' K sont des sous-groupes distingués de H.
Pour tout W € Db(RepL(QZ)), pour tout h € H, si h & T'\K, alors

Tr(h, RT(Ty, W)) = 0.

Démonstration. Comme K, est net, H = Kz N G(Q)G(Af) = K N G¢(Q)G(Ay) et
I'r = G(Q) NKy. Notons T, le projeté de H sur G}(Q). C’est un sous-groupe arithmétique
net de G%(Q) qui contient I'y comme sous-groupe distingué.

Soient h e H—-T'yK et W € Db(RepL(@Z)). On peut supposer que W € Repy,(q,). On écrit
h =7.g, avec v € G(Q) et g € G(Ay). Comme h ¢ 'K, on ay eI, — Ty,

Comme L est produit direct de G} et G, la représentation W de L(Qy) est somme directe
de représentations de la forme Wy ® Wo, avec Wy une représentation de G}(Qg) et Wy une
représentation de G'(Qy) ; pour une telle représentation Wi ® Wa, on a

RI(Ty, W1 @ Wa) = RL(Ty, W) @ Wa,

et
TT(h, RF(F@, Wi ® Wg)) = TT(’}/, RF(F@, Wl)).TT(g, WQ).

Il suffit donc de prouver ’énoncé suivant : pour toute représentation W; de G;(Qy), on a
Tr(vy, RL(Iy, Wh)) =0

Soit Y T'espace symétrique du groupe Gy. Il a une compactification de Borel-Serre partielle
—B . I .
Y S, sur laquelle tout sous-groupe arithmétique de G}(Q) agit proprement, et telle que
Iy \?BS soit la compactification de Borel-Serre de ’espace localement symétrique I'y \ Y

([BS] 9.3). Notons j : Iy \Y — T \?BS I'immersion ouverte. Comme ~ normalise 'y, on a
une correspondance de Hecke

¢y = (Tyr,T1) : T\ Y x TN\ VP — T\ V7

Soit W7 une représentation de G;(Qy). On peut lui associer un faisceau de Qg-espaces vecto-
riels F = FLeWy sur Ty \ Y vérifiant

RT(Ty\ Y, F) = RT(T, \ Y% Rj.F) = RU(Ty, W1),
et la correspondance ¢, se releve en une correspondance cohomologique
wy : Toos RjuF — Ty Rj.F = Rj.F

telle que
Tr(uy, RT(T,\ Y, Rj.F)) = Tr(y, RT(Ty, Wh)).
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Pour montrer que T'r(y, RI'(I'y,W1)) = 0, il suffit donc, d’apres la formule des traces de
Lefschetz, de montrer que la correspondance de Hecke ¢, n’a pas de points fixes dans Fg\?BS.
Supposons que ¢, a un point fixe. Il existe alors y € VP et s € I'y tels que ~v.y = d.y, C’est-
a-dire (67 1v).y = y. Comme G(Q) agit proprement sur ?BS, 5715 est d’ordre fini; or 61y
est un élément du sous-groupe arithmétique net I, de G,(Q), donc dly=1,ety=0 €Ty,
ce qui contredit I’hypothese.

a

Corollaire 5.3.2.4 Soient ri,...,r. € {1,...,q} tels que r1 < -+ < 1¢, a1,...,a, € ZU
{£o0} et V € D*(Repg(g,)). On note

ti = —a; + (p—1i)(q —1i)
pour tout i € {1,...,c} et
L = RiysWsq, iy, ... RipsWsq,in RjFRV.

Enfin, soit j € N*. Alors

q
Tr(F7*, RD(M®(G, X)§, L)) = Y _ T,

S=rc

avec, pour tout s € {re,...,q}, Ts défini par

To= Y cly0;7 8)x(Lyg)TO5(6\)Tr(n0, RT(Lie(Ns), V) <. <t.)
(7057,0)€Cs ;5

_ _ ~1
ZO'Y(fgi)UOZ ((QiKgi 'n PS(Af))/(QiKQZ‘ 'n (G;NS)(Af))) )
el
ot

o S={ry,...,re,s}.

o C,; est 'ensemble d’indices du théoréme pour le groupe G ; si (v0;7,0) € Cs 5,
c(70;7,0), O, et T05(¢§S)) ont la méme signification que dans I’énoncé du théoréme
[5.5.1.3;

o (gi)icr est un systéme de représentants de Pg(Ay) \ G(Ay)/K dans G(A?) ;

e pour tout i € I,

L (gikp g, NS (@)Qu(82))/(9:KPg; N (@)L (A7)

" vol((9:K?g; N Ns(Q)Qu(A%))/(9:KPg; T N Ns(QN.(A7))’

e pour un groupe réductif H, x(H) est défini dans [GKM] 7.10 : c’est un réel qui dépend du
choiz d'une mesure de Haar sur H(Ay) et qui est tel que, si Xg est Uespace symétrique
de H et Ky est un sous-groupe ouvert compact de H(Ay),

NE(Q)\ (Xg x H(Ag)/Kpr)) = x(H).vol (Kzr) .

fg:
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(Les diverses mesure de Haar utilisées plus haut doivent bien sir étre choisies de maniére
compatible.)

Démonstration. Rappelons que, pour tout s € {0,...,q}, My est 'union des strates de bord
de MX(G, X)* associées a (Qs,Vs) et iy est 'inclusion de M, dans M¥ (G, X)*. On sait que
L est a support dans l'union des M, avec r. < s < ¢, donc, d’apres SGA 4 1/2 Rapport 3.2,
on a

Tr(F7* RTD(MX(G, X)%, Lg)) Z Ts,

ou
T,= Y Tr(F} L)

z€ M, (F)F7

Fixons s € {r¢,...,q}. Les propositions [5.2.3| et [5.3.2.1] impliquent le résultat suivant :
si (gi)ier est un systeme de représentants de P,(Q)Qs(Af) \ G(Af)/K, et si, pour tout
i € 1, (pij)jes; est un systéme de représentants de Ps(Q)Qs(As) \ Ps(Q)Qs(Af)/(9:Kg; ' N
P.(Q)Qs(Ay)), alors

1 * 1)
=20 K oK > Tr(Fy, L),
el jGJ p”g“ szgz,s KO
zeM Pij9i,S (Gs,X. )(F)FJ

ou
LY = fK”““”’SRF(FpUgi,S, RU(Lie(Ng), V)<ty,.. <t.)-

Rappelons que, pour tout g € G(A ),
Kys = (9Kg~' N P(Q)Qs(As)/(9Kg™" N Pys(QIN,(A)))
K2 = (9Kg™' N N(@)Qu(A7))/(6Kg ! N Ns(@N, (A7)
Ly, = (9Kg™ NPrs(QNs(Ay))/(9Kg ™" N Ns(Q)N(Af)).

On voit facilement que (pi;gi)icr, jes, est un systeme de représentants de
Ps(Q)Qs(Af) \ G(Af)/K, donc la formule ci-dessus se réécrit, en changeant les notations :
Soit (gi)ier un systeme de représentants de Pg(Q)Qs(Af) \ G(Af)/K. Alors

L= % k] Ko > Tr(Fy, L),
'LEI glvs 9i,S ] KO, s .
TEM 9055 (G o X, ) (F)F)

ou

Ll = FXsRT(Ty g, RT(Lie(Ng), V) <ty .. <1.)-
On utilise ensuite le théoreme de Kottwitz ((5.3.1.2)). Il implique que, pour tout ¢ € I,
> Tr(FLLY) =
xeMKgi’S(lF)Fj
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ST 71037, 0)04(f,)TOs(8\) T (0, RU(Ty, 5, RT(Lie(Ns), V) <ty.... <t.)-
(7057,9)€Cj s

Comme

Tr(v0, RU(Ly, 5, RU(Lie(Ns), V)<t <t.)) = X(T'g;.s)Tr(RU(Lie(Ns), V) <ty <t.)

et que ni ¢(0;7,0) ni TO(;((Z);S)) ne dépendent de g;, on obtient

To= > cly0:7,0)TO0s(6!)

(7057,9)

. 1
TT(’YoaRF(LW(NS)»V)<t1,...,<tc)Z K T Teo ]X( 9:,8)O~(fg,)-
iel g8 - g8

Notons, pour tout g € G(Ay),
s = (9Kg~ NPS(Q)Qu(A)/ (9K~ 1 Ns(Q)Qu(Ay).
Alors, pour tout g € G(Ay),
[Kg,s: Kg sl =[Igs:Tgsl,

donc

1 o]
Ry o) =X
w e 9,

Changeons de notation, et notons (g;)ic; un systéme de représentants dans G(Afc) de
Ps(Af)\G(Af)/K. Pour tout i € I, soit (p;;);jes, un systeme de représentants dans Py g(Ay)
de

Ps(Q)Qs(Af) \Ps(Ar)/(9:Kg; ' NPs(Ay)) =Ly o(Q) \ Ly g(Ar) /Ky, 0.5,
ol
Ko.e5 = (9iKgi ' NPs(Ay))/(9:Kg ' N (GNg)(Ay)).
Alors (pijgi)ier,jes;, est un systeme de représentants de Pg(Q)Qs(Af) \ G(Ay)/K, donc,
d’apres les calculs ci-dessus,

To= Y ¢(10:7.0)T0s(6\”)Tr(v0, RT(Lie(Ng), V)<tycts) D D XTS5 g0 )05 (fpiya:)-

(7057,9) i€l jET;
Pour tous g € G(A?) et p € Prs(Af), Ky ¢ = K . done O4(fg) = Oy(fpg). On en déduit
que
22 x(T3,0)05(nye) = D Ox(Fa) D x(T355)
el jeld; i€l Jj€J;

Soit Xy g 'espace symétrique de L) . Fixons i € I. Alors

Lys(@)\ (Xes ¥ Ly s(Ap)/Kgies) = [ Thi008 \ Xes:
Jj€Ji
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5.3 La formule des traces

donc

D X5 g08) = X(Les(Q)\ (Xps x Lys () /Ky, 0.5)) = x(Lp 5 vol(Kg, 05) "
J€J;

5.3.3 Formule des traces pour un complexe pondéré

Théoreme 5.3.3.1 On utilise les notations du corollaire|5.3.2./).
Soient ty,...,t € ZU{xoo} et V € Db(Rep(;(Qe)). Alors, pour tout j € N*,

Tr(F7*, RT(M® (G, X)5, W2l (V)g)) =

maz (S .
3 ST 1037, OxLes)TOs(¢\" " ) Tr(v0, RU(Lie(Ns), V)31, se5)
SC{L...,q} (’70§’776)€Cmax(5),j
_ _ —1
> O5(fg)vol ((9:iKg; ' NPs(Ap))/(9:Kg, " N (GINs)(Af))
i€lg
avec la convention max(0) = 0, et ot (g;)icrs est un systéme de représentants du double

quotient Pg(Ar) \ G(Af)/K dans G(AI}).

Remarque 5.3.3.2 La somme sur les S C {1,...,q} est en fait une somme sur les sous-
groupes paraboliques standard de G. Le terme pour S = (), ¢’est-a-dire le terme correspondant
a G, est celui qui apparait dans le théoréme [5.3.1.2

Démonstration du théoréeme. Le théoreme résulte directement de la définition des complexes

pondérés, du corollaire [5.3.2.4, du théoreéme et du fait que, pour tout S C {1,...,q} et
pour tout v € G5(Q),

Tr(q0, RU(Lie(Ns), V)3, se5) = D (=1 Tr (70, RU(Lie(Ns), V)<, jes).
Jcs
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5 Complexes pondérés sur les compactifications de Baily-Borel
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