
Prefácio

Estas notas foram preparadas para servir como texto base do minicurso
Teoria min-max: existência de hipersuperf́ıcies mı́nimas a ser ministrado na
XIX Escola de Geometria Diferencial.

Subvariedades mı́nimas estão entre os objetos de estudo mais impor-
tantes em geometria diferencial. Elas são pontos cŕıticos do funcional de
volume de dimensão apropriada; comprimento no caso de curvas, ou área
no caso de superf́ıcies. Euler e Lagrange foram os primeiros a considerá-las,
provando que se o gráfico de uma função u de classe C2 é mı́nimo, então u
é solução de uma equação diferencial parcial quasilinear eĺıptica de segunda
ordem. Geometricamente, subvariedades mı́nimas são caracterizadas pelo
anulamento da curvatura média; um fato observado por Meusnier.

Resultados sobre a existência de subvariedades mı́nimas desempenham
um papel fundamental no desenvolvimento da teoria.

A maneira mais natural de produzir tais objetos é minimizando o volume
em uma classe fixa de subvariedades. Esta ideia foi aplicada em vários
contextos: em uma classe de subvariedades com mesmo bordo (Problema
de Plateau), ou em uma classe de homologia, ou na classe de subvariedades
com bordo Σ contidas em um mesmo domı́nio e com ∂Σ contido no bordo
do domı́nio (Problema de fronteira livre).

Também existem subvariedades mı́nimas que não são minimizantes locais
de volume. Na esfera Euclideana S2 ⊂ R3, por exemplo, as subvariedades
mı́nimas fechadas unidimensionais (geodésicas) são grandes ćırculos, os quais
podem ser facilmente deformados a curvas próximas de menor comprimento.

Existem duas abordagens básicas sobre a construção de subvariedades
mı́nimas que não são minimizantes de volume. A primeira consiste em
aplicar Teoria de Morse para o funcional energia no espaço de aplicações
de uma superf́ıcie fixa na variedade ambiente. Este método foi explorado
por vários autores: Sacks e Uhlenbeck [23, 24], Micallef e Moore [20], e
Fraser [10].

O segundo método, o qual é o objeto de estudo central destas notas,
consiste em um argumento min-max para o volume de dimensão n sobre
classes de sweepouts da variedade ambiente, a qual tem dimensão n + 1.
Intuitivamente, sweepouts são famı́lias de hipersuperf́ıcies que varrem todo o
ambiente. A técnica min-max foi inspirada no trabalho de Birkhoff [3] sobre
a existência de geodésicas fechadas em esferas Riemannianas bidimensionais,
uma questão proposta por Poincaré.
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2 PREFÁCIO

Em dimensões mais altas, o método foi introduzido por Almgren. Entre
as décadas de 1960-80, a teoria foi aperfeiçoada por Pitts [22], culminando
na prova do fato de que toda variedade Riemanniana fechada M de dimensão
n+1, com 2 ≤ n ≤ 5, admite pelo menos uma hipersuperf́ıcie mı́nima suave,
fechada e merguhada. Este resultado foi estendido por Schoen e Simon para
n ≥ 6. No caso n > 6, a hipersuperf́ıcie mı́nima produzida pode ter um
conjunto singular pequeno (de codimensão de Haurdorff pelo menos 7). Em
geral, os objetos que compões os sweepouts não são regulares, a descrição da
teoria usa objetos e técnicas da Teoria Geométrica da Medida.

A teoria min-max de Almgren e Pitts tem sido aplicada para resolver
problemas profundos em geometria. Dentre as aplicações, destacam-se a
prova da conjectura de Willmore, por Codá Marques e Neves [17]; a prova da
conjectura de Freedman, He e Wang sobre a energia de links em R3, por Agol,
Codá Marques e Neves [1]; a existência de uma infinidade de hipersuperf́ıcies
mı́nimas fechadas e mergulhadas em variedades fechadas com curvatura de
Ricci positiva, por Codá Marques e Neves [18]; uma prova da extinção em
tempo finito do fluxo de Ricci em variedades homotópicamente equivalentes
à esfera tridimensional, por Colding e Minicozzi [5, 6].

Uma abordagem tridimensional do método min-max foi desenvolvida
por Simon e Smith [26], e revisitada por Colding e De Lellis [4], De Lellis e
Pellandini [7], e Ketover [15]. Esta variante tem a vantagem de que as fatias
que formam os sweepouts são mais simples; cada uma delas é uma superf́ıcie
suave fora de um conjunto finito de pontos. Isto permite entender melhor a
topologia da superf́ıcie produzida.

Recentemente, outras duas abordagens da teoria min-max foram desen-
volvidas por De Lellis e Tasnady [8] e Guaraco [12]. A variante proposta
por Guaraco usa a teoria de EDPs e a hipersuperf́ıcie mı́nima obtida é um
limite de soluções da equação diferencial de Allen-Cahn.

Um ponto delicado da técnica, que vai além da teoria de existência, é
o estudo da hipersuperf́ıcie min-max. Ela é obtida como o limite de uma
sequência fatias de sweepouts no sentido de varifolds. Esta noção fraca de
convergência permite que o limite min-max seja desconexo e que cada com-
ponente tenha uma multiplicidade inteira. Recentemente, Codá Marques e
Neves provaram as primeiras estimativas globais sobre o ı́ndice de Morse e
a multiplicidade das componentes instáveis desse objeto.

Para mais detalhes sobre estes e outros desenvolvimentos da teoria, veja
[16], [21] e suas referências.

Estas notas são compostas de 4 caṕıtulos, os quais estão organizados da
seguinte maneira. No Caṕıtulo 1, apresentamos uma breve introdução sobre
subvariedades mı́nimas e varifolds. No Caṕıtulo 2, provamos a existência
de geodésicas fechadas minimizantes em superf́ıcies de gênero g ≥ 1 e apre-
sentamos a prova do teorema de Birkhoff. No Caṕıtulo 3, apresentamos a
variante suave da teoria min-max. No Caṕıtulo 4, apresentamos o resultado
de Codá Marques e Neves sobre a existência de infinitas hipersuperf́ıcies
mı́nimas em variedades com curvatura de Ricci positiva.
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CAPÍTULO 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentamos algumas noções e fatos preliminares sobre
subvariedades mı́nimas e varifolds. O conteúdo aqui apresentado será usado
no desenvolvimento dos caṕıtulos 3 e 4.

1. Subvariedades mı́nimas

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana e Σk uma subvariedade de
dimensão k de M , possivelmente com bordo. Usamos a notação Hk para a
medida de Hausdorff de dimensão k de M , a qual coincide com o volume de
dimensão k para subvariedades.

Considere um sistema de coordenadas (x1, . . . , xk) em Σ e sejam

gij(x) = g
(
∂/∂xi, ∂/∂xj

)
,

i, j ∈ {1, . . . , k}, as componentes da métrica Riemaniana g restrita a Σ. O
elemento de volume de Σ é a k-forma diferencial

dΣ(x) =
√
det(gij(x))dx1 ∧ · · · ∧ dxk,

de modo que Hk(Σ) =
∫

Σ dΣ.
Considere variações de Σ em M dadas por aplicações diferenciáveis

F : Σ× (−ε, ε)→M

tais que F (·, 0) = idΣ, e Σt = F (Σ, t) é uma subvariedade de dimensão k de
M , para todo t ∈ (−ε, ε). Sendo assim, F pode ser interpretada como uma
deformação de Σ na direção do campo X(x) = ∂F/∂t(·, 0).

Veremos a seguir que a primeira derivada do volumeHk(Σt) com respeito
a variável t tem uma fórmula simples em termos do campo variacional X.
Para tanto, usaremos a seguinte notação.

Definição 1.1. Seja X um campo de vetores diferenciável ao longo de
Σk, a valores em M ; ou seja, X(x) está definido para todo x ∈ Σ como um
vetor em TxM . Definimos a divergência de X em Σ como a função dada por

divΣX =

k∑
i=1

g (∇eiX, ei) ,

onde {e1, . . . , ek} ⊂ TxΣ é uma base ortonormal e ∇ denota a conexão de
Levi-Civita da métrica Riemanniana g. Observe que a divergência pode ser
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1. SUBVARIEDADES MÍNIMAS 5

escrita em um sistema de coordenadas como

divΣX =
k∑

i,j=1

gijg (∇eiX, ei) .

Proposição 1.2. Sejam Mn uma variedade Riemanniana, Σk ⊂ M
uma subvariedade e F : Σ × (−ε, ε) → M uma variação diferenciável de
Σ = F (Σ, 0) por subvariedades Σt = F (Σ, t) de dimensão k. Temos

d

dt
Hk(Σt) =

∫
Σt

divΣt (∂F/∂t(x, t)) dΣt(x).

Prova. A fim de verificar a fórmula acima, usaremos que o volume
de Σt coincide com a integral da forma de volume dΣt e a expressão em
coordenadas da última. Sabemos que, em qualquer sistema de coordenadas
(x1, . . . , xk) em Σ,

dΣt(x) =
√
det(gij(x, t))dx

1 ∧ · · · ∧ dxk,

onde
gij(x, t) = g (∂iF (x, t), ∂jF (x, t))

e ∂iF = ∂F/∂xi. Logo, é suficiente mostrar que

(1)
∂

∂t

√
det(gij(x, t)) = divΣt (∂F/∂t(x, t))

√
det(gij(x, t)).

A identidade chave na verificação de (1) é

∂

∂t
det(g) = tr(g−1∂tg) · det(g),

onde g−1 = (gij) representa a matriz inversa da métrica Riemanniana g.
Portanto, (1) é consequência da relação acima e do fato de que

∂tgij(x, t) = g (∇∂iF (∂F/∂t), ∂jF ) + g
(
∇∂jF (∂F/∂t), ∂iF

)
.

Esta expressão é consequência da compatibilidade com a métrica Rieman-
niana e da simetria de ∇. O que encerra a demonstração. �

A fim de apresentar uma caracterização geométrica para as subvar-
iedades que são pontos cŕıticos do volume de dimensão k, introduzimos os
seguintes objetos.

Definição 1.3. Seja (Mn, g) uma varieadade Riemanniana e Σk ⊂ M
uma subvariedade. Para cada p ∈ Σ, definimos a segunda forma fundamental
de Σ ⊂M por

B(V,W ) = ∇VW − (∇VW )T = (∇VW )N ,

para todo V,W ∈ TpΣ, onde os ı́ndices T e N denotam as componentes
tangente e normal a Σ, respectivamente.

B é um tensor simétrico. O segundo objeto geométrico importante nessa
apresentação é o vetor curvatura média de Σ.
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Definição 1.4. Seguindo a mesma notação da definição anterior, defin-
imos o vetor curvatura média de Σ em p pela expressão

~HΣ(p) = trΣB =
k∑
i=1

B(ei, ei),

onde {e1, . . . , ek} ⊂ TpΣ é uma base ortonormal.

A primeira derivada do volume Hk(Σt) pode ser escrita em termos do
vetor curvatura média de Σ. Este é o conteúdo da seguinte proposição.

Proposição 1.5. Sejam Σk ⊂M uma subvariedade, possivelmente com
bordo, e F : Σ × (−ε, ε) → M uma variação diferenciável de Σ = F (Σ, 0)
por subvariedades Σt = F (Σ, t) de dimensão k. Temos

d

dt
Hk(Σt) = −

∫
Σt

g

(
∂F

∂t
(·, t), ~HΣt

)
dΣt +

∫
Σt

g

(
∂F

∂t
(·, t), ν

)
dσt,

onde ν(x) ∈ TxΣ denota o vetor unitário conormal a ∂Σ e apontando para
fora de Σ, e dσt denota a (k − 1)-forma de volume de ∂Σ.

Prova. Seja X um campo de vetores ao longo de Σk. Escreva X(p) =
XT (p)+XN (p), para todo p ∈ Σ. Os ı́ndices T e N denotam as componentes
tangentes e normais a TpΣ, respectivamente. Observe que

divΣX = divΣX
T + divΣX

N = divΣX
T − g(X, ~HΣ).

De fato, se {e1, . . . , ek} ⊂ TΣ é referencial ortonormal local, então

g
(
∇eiXN , ei

)
= ei

(
g(XN , ei)

)
− g

(
XN ,∇eiei

)
= −g

(
X, (∇eiei)

N
)
,

para todo 1 ≤ i ≤ k. Somando em i, obtemos a relação desejada. Aplicando
a fórmula obtida na Proposição 1.2, temos

d

dt
Hk(Σt) =

∫
Σt

divΣt

(
(∂F/∂t)T

)
dΣt −

∫
Σt

g

(
∂F

∂t
(·, t), ~HΣt

)
dΣt.

Para concluir a prova, basta aplicar o Teorema da divergência na primeira
parcela do lado direito da expressão acima. �

Em seguida, apresentamos alguns exemplos de subvariedades mı́nimas.

Exemplo 1.6. A imagem de uma curva diferenciável γ : [a, b] → M
parametrizada por comprimento de arco, |γ′| = 1, é uma subvariedade
mı́nima se, e somente se, a segunda forma fundamental B é identicamente
nula. O que equivale a (

∇γ′γ′
)N

= B(γ′, γ′) = 0.

Diferenciando 〈γ′, γ′〉 ≡ 1, conclúımos que a derivada covariante de γ′ sempre
é normal a γ. Portanto, a imagem do caminho γ é uma subvariedade mı́nima
se, e só se, γ é geodésica, i.e., ∇γ′γ′ = 0.
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Exemplo 1.7. Seja u : Ω → R uma função de classe C2 definida em
um domı́nio Ω ⊂ Rn. A hipersuperf́ıcie de Rn+1 dada pelo gráfico de u,
Grafu = {(x, u(x)) ∈ Rn+1 : x ∈ Ω}, é uma subvariedade mı́nima se, e
somente se, u é solução da seguinte equação diferencial parcial quasilinear
eĺıptica de segunda ordem:

divRn

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
= 0.

Pela descrição acima, sabemos que quando estes gráficos são subvariedades
mı́nimas, então eles são pontos cŕiticos do volume de dimensão n para
variações que fixam o bordo. Mas pode ser que o ponto cŕıtico não seja
um mı́nimo local. Por outro lado, é fato que se o domı́nio Ω é convexo,
então o gráfico mı́nimo é minimizante de área.

Na esfera Euclideana S3 = {x ∈ R4 : |x| = 1}, existem superf́ıcies
mı́nimas fechadas de gênero g, para todo g ≥ 0. Porém, nenhuma delas é
minimizante local de área. Em geral, nenhuma variedade Riemanniana Mn

de curvatura de Ricci positivo admite hipersuperf́ıcies mı́nimas fechadas
que dividem M em duas componentes e são minimizantes locais de volume.
A saber, se Σn−1 ⊂ M é uma hipersuperf́ıcie mı́nima e M \ Σ tem duas
componentes A e B, consideramos as hipersuperf́ıcies Σt formadas pelos
pontos de A que distam t de Σ, para todo t > 0. Afirmamos que Hn−1(Σt) é
estritamente decrescente em t. Esta afirmação é uma consequência imediata
da fórmula da segunda variação do volume, a qual pode ser apresentada na
seguinte forma.

Proposição 1.8. Nas condições da Proposição 1.5, se Σk é subvar-
iedade mı́nima e o campo variacional X = ∂F/∂t(·, 0) é normal à Σ, então

d2

dt2
Hk(Σt)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

(
|∇⊥X|2 −

k∑
i=1

RM (X, ei, X, ei)

−
k∑

i,j=1

g
(
B(ei, ej), X

)2)
dΣ +

∫
∂Σ
g (∇XX, ν) dσ.

Na expressão acima, o integrando de Σ é descrito em cada p ∈ Σ via
uma base ortonormal {e1, . . . , ek} ⊂ TpΣ qualquer. O termo |∇⊥X|2 pode
ser escrito em termos de uma base ortonormal como

|∇⊥X|2 =
k∑
i=1

g
(
(∇eiX)N , (∇eiX)N

)
.

Portanto, a segunda variação do volume de dimensão k de Σk na direção de
um campo normal X é uma expressão bilinear em X. Seja δ2Σ(·, ·) a forma
bilinear simétrica associada àquela expressão.
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Na teoria de Morse associada ao funcional de volume de dimensão k,
vimos que os pontos cŕıticos associados a subvariedades suave são subvar-
iedades mı́nimas. Neste caso, a noção de ı́ndice de Morse de pontos cŕıticos
é definida da seguinte maneira.

Definição 1.9. Seja Σk ⊂M uma subvariedade mı́nima fechada (com-
pacta e sem bordo). O ı́ndice de Morse de Σ é definido como o ı́ndice
da forma bilinear δ2Σ(·, ·); ou seja, o maior inteiro m para o qual existem
V1, . . . , Vm, campos de vetores ao longo de Σ que são linearmente indepen-
dentes, normais à Σ, e tais que a forma bilinear δ2Σ(·, ·) é negativa definida
no espaço gerado por {V1, . . . , Vm}.

No caso de hipersuperf́ıcies mı́nimas fechadas Σ ⊂ Mn que admitem

um campo normal unitário global ~N , todo campo variacional normal pode

ser escrito na forma X = f ~N , onde f ∈ C∞(Σ). Neste caso, a fórmula da
Proposição 1.8 pode ser reescrita como

d2

dt2
Hk(Σt)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫

Σ
f · LΣf dΣ,

onde LΣf = ∆Σf + (Ric( ~N, ~N) + |B|2)f , para toda f ∈ C∞(Σ).
Antes de finalizar a seção, descrevemos uma outra consequência da

fórmula da segunda variação do volume em variedades com curvatura de
Ricci positiva. Este resultado foi provado por T. Frankel e será usado nos
argumentos do Caṕıtulo 4.

Teorema 1.10. Seja Mn+1 uma variedade Riemanniana completa, conexa
e com curvatura de Ricci positiva. Seja Σn

1 e Σn
2 hipersuperf́ıcies mı́nimas

fechadas e mergulhadas em M . Então Σ1 ∩ Σ2 6= ∅.

Prova. Suponha, por contradição, que Σ1 ∩ Σ2 = ∅. A completude de
M e o fato de que as hipersuperf́ıcies são compactas garante que existe uma
geodésica γ : [0, 1]→M que realiza a distância entre Σ1 e Σ2; i.e., γ(0) ∈ Σ1,
γ(1) ∈ Σ2 e o comprimento de γ é igual à distância entre as hipersuperf́ıcies
em questão. Observamos que γ é ortogonal às hipersuperf́ıcies Σi, i = 1, 2.

Seja v ∈ Tγ(0)Σ1 um vetor unitário. Considere o campo Xv que é paralelo
ao longo de γ e satisfaz Xv(0) = v. Como γ e Σ1 são ortogonais em γ(0),
v ∈ Tγ(0)Σ1 e Xv é paralelo, segue-se que Xv e γ são ortogonais sempre. Em
particular, Xv(1) ∈ Tγ(1)Σ2. Logo, o campo Xv dá origem a uma variação
de γ por curvas γvs com extremos nas Σi para as quais a segunda variação
do comprimento é igual a

d2

ds2
L(γvs )

∣∣∣∣
s=0

= g
(
BΣ2(Xv(1), Xv(1)), γ′(1)

)
− g

(
BΣ1(v, v), γ′(0)

)
−
∫ 1

0
K(γ′(t) ∧Xv(t))dt,
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onde BΣi denota a segunda forma fundamental de Σi ⊂ M , i = 1, 2, e
K(γ′(t)∧Xv(t)) denota a curvatura seccional do plano gerado pelos vetores
γ′(t) e Xv(t), para todo t ∈ [0, 1].

Finalmente, seja {v1, . . . , vn} ⊂ Tγ(0)Σ1 uma base ortonormal. Usando
a fórmula da segunda variação para cada vi, somando em i, e usando a
minimalidade, obtemos

n∑
i=1

d2

ds2
L(γvis )

∣∣∣∣
s=0

= −
∫ 1

0
Ric(γ′(t), γ′(t))dt.

Como γ realiza a distância entre Σ1 e Σ2, as parcelas que aparecem no
lado esquerdo da expressão acima são todas não negativas. Por outro lado,
Ric > 0 implica que o termo do lado direito é estritamente negativo. Esta
contradição implica que Σ1 ∩ Σ2 6= ∅. �

2. Varifolds

Nesta seção, introduzimos algumas ideias da teoria de varifolds que serão
usadas ao longo do texto, com excessão do Caṕıtulo 2. A principal referência
para esta parte são as notas [25]. O objetivo é fazer uma breve introdução
sobre varifolds em variedades Riemannianas, os quais são objetos que gener-
alizam a noção de subvariedades, sendo posśıvel falar em dimensão e volume.

A importância da teoria de varifolds nestas notas é que no método min-
max, a ser introduzido no Caṕıtulo 3, as subvariedades mı́nimas são obtidas
como um limite no sentido de varifolds.

Um varifold de dimensão k em RL é uma medida de Radon (Borel regular
e finita em compactos) na Grassmanniana dos k-planos não orientados de
RL. Usamos Gk(RL) para denotar esta Grassmanniana, a qual pode ser
interpretada como o produto Gk(RL) = RL × G(L, k), onde G(L, k) é a
coleção dos k-subespaços de RL. A fim de fazer a definição de varifold
precisa, passamos a descrever a topologia usada no espaço Gk(RL).

A distância entre dois subespaços S, T ∈ G(L, k) é definida como a
norma da transformação linear (PS − PT ), onde PS e PT são as projeções
ortogonais de RL em S e T , respectivamente. Então, Gk(RL) é equipado
com a métrica produto. Usamos Cc(Gk(RL)) para denotar o conjunto das
funções cont́ınuas de suporte compacto em Gk(RL) a valores reais.

Pelo Teorema de Representação de Riesz, Teorema 4.1 em [25], cada
varifold equivale a um funcional linear não negativo em Cc(Gk(RL)), via
integração. Esta ideia pode ser explorada na construção ou representação
de varifolds. Por exemplo, podemos usá-la para verificar que estas medidas
generalizam a noção de subvariedades de dimensão k. Dada Σk ⊂ RL e uma
função positiva localmente Hk-integrável θ em Σk, associamos o funcional
linear que a cada φ ∈ Cc(Gk(RL)) retorna

(2) V(Σ, θ)(φ) =

∫
Σ
φ(x, TxΣ) · θ(x)dHk(x).
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Como este funcional é não negativo, V(Σ, θ)(φ) ≥ 0, para toda φ ≥ 0, pode-
mos aplicar o Teorema de Representação de Riesz para dizer que V(Σ, θ) é
uma medida de Radon em Gk(RL), logo um varifold.

A construção acima também faz sentido se Σ é um subconjunto Hk-
mensurável e k-retificável (a menos de um conjunto de medidaHk nula é uma
união enumerável de imagens F (Rk) de aplicações Lipschitz F : Rk → RL)
de RL. Ela é posśıvel graças ao fato de que conjuntos k-retificáveis têm
espaço tangente Hk-q.t.p. Os objetos provenientes desta construção são
chamados varifolds retificáveis, a função θ é a multiplicidade e Σ o suporte.

Associada a um varifold geral V temos uma medida de Radon em RL
que generaliza o volume de dimensão k. A massa de V , denotada por ||V ||,
é definida pela expressão

||V ||(A) = V ({(x, v) ∈ Gk(RL) : x ∈ A}),

para todo A ⊂ RL Boreliano de suporte compacto. No caso retificável,
V = V(Σ, θ), a massa ||V ||(A) coincide com a integral de θ sobre Σ ∩A.

Em geral, o valor V (A) para A ⊂ Gk(R
L) aberto é o supremo dos

V(Σ, θ)(φ), onde φ ∈ Cc(Gk(RL)), |φ| ≤ 1 e é suportada em A.
O suporte de um varifold V é por definição o suporte da medida ||V ||. O

espaço dos varifolds é considerado com a topologia fraca usual; convergência
como varifold equivale a convergência como medidas, ou seja, Vi → V se
Vi(φ) tende a V (φ) quando i→∞, para todo φ ∈ Cc(Gk(RL)).

Uma das grandes vantangens de se trabalhar com varifolds é a com-
pacidade. Como consequência do Teorema de Representação de Riesz e do
Teorema de Banach-Alaoglu, temos:

Teorema 2.1. Para todo c > 0 finito, o conjunto dos varifolds em RL
de massa ||V ||(RL) ≤ c é compacto.

Além da compacidade, outro fato importante é que, para todo c > 0,
{V : ||V ||(RL) ≤ c} é metrizável; o que significa que existe uma métrica, a
métrica F, que induz neste espaço a topologia fraca. A métrica F é pode
ser calculada segundo a expressão

(3) F(V,W ) = sup{V (φ)−W (φ) : φ ∈ Cc(Gk(RL)), |φ| ≤ 1 e Lip(φ) ≤ 1},

para todo par V,W de varifolds de dimensão k em RL.
A massa ||V || é bem comportada em relação a limites na topologia fraca;

mais precisamente, se Vi → V como varifolds, então

(4) ||V ||(G) ≤ lim inf
i→∞

||Vi||(G),

para todo subconjunto aberto G ⊂ RL, e

(5) lim sup
i→∞

||Vi||(K) ≤ ||V ||(K),

para todo K ⊂ RL compacto. Além disso, se A ⊂ RL tem fecho compacto
e ||V ||(∂A) = 0, então ||Vi||(A) tende a ||V ||(A).
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Se Mn é uma variedade Riemanniana, consideramos M isometricamente
mergulhada em algum espaço Euclideano RL. Então, usamos Vk(M) para
denotar o fecho, na topologia fraca, do espaço dos varifolds retificáveis de
dimensão k em RL com suporte contido em M . Neste caso, para cada
V ∈ Vk(M), a massa ||V || é uma medida de Radon em M .

Em seguida, veremos que parte da discussão sobre a primeira derivada
do volume de dimensão k feita na Seção 1 também pode ser aplicada para
varifolds gerais. Dados V ∈ Vk(M) e uma aplicação Ψ : M → M de classe
C1, denotamos a imagem (o push-forward) de V por Ψ por Ψ#(V ). Se
V = V(Σ, θ) é retificável, ela é definida como sendo o varifold retificável de
suporte Ψ(Σ) e multiplicidade

θ̃(y) =
∑

x∈Ψ−1(y)∩Σ

θ(x).

Esta definição pode ser naturalmente estendida para varifolds gerais pela
seguinte fórmula: para toda φ ∈ Cc(Gk(RL)),

(6) Ψ#V (φ) =

∫
G(M)

JΨ(x, S) · φ(Ψ(x), dΨx(S))dV (x, S),

onde JΨ(x, S) denota o elemento de área da diferencial dΨx restrita ao
plano S, para cada elemento (x, S) ∈ G(M) da Grassmanniana dos 2-planos
não-orientados em M .

Sejam X um campo de vetores em M e {Ψt}t o fluxo de X; ou seja, Ψt

é difeomorfismo de M para todo t, Ψ0(x) = x e d
dtΨt(x) = X(Ψt(x)), para

todo x ∈ M . Consideramos a massa total da imagem de V por cada Ψt,
derivamos e avaliamos o resultado em t = 0:

(7) δV (X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

||Ψt#(V )||(M).

Esta é a primeira variação de V na direção do campo X.
A primeira variação δV (X) é cont́ınua com respeito a topologia produto

de Vk(M) × X(M), onde o espaço dos campos de vetores em M , denotado
por X(M), é considerado com a topologia C1.

De modo análogo à Proposição 1.2, temos:

Proposição 2.2. Sejam V um varifold de dimensão k e X um campo
de vetores em M . A primeira variação tem a seguinte fórmula integral:

(8) δV (X) =

∫
divSX(x)dV (x, S).

Definição 2.3. Um varifold V é dito estacionário em M se δV (X) = 0
para todo X ∈ X (M).

Para finalizar a seção, apresentamos na proposição seguinte um exemplo
natural de sequência convergente de varifolds.
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Proposição 2.4. Sejam Mn uma variedade Riemanniana compacta, V
um varifold de dimensão k em M e ϕ um difeomorfismo de M . Se {ϕi}i∈N
é uma sequência de difeomorfismos de M que converge na topologia C1 para
ϕ, então, (ϕi)#V → ϕ#V como varifold.

Além disso, temos limi→∞F((ϕi)#V, ϕ#V ) = 0.

Prova. Por definição, para cada ξ ∈ Cc(Gk(RL)), temos

(ϕi)#V (ξ) =

∫
G(M)

Jϕi(x, S) · ξ(ϕi(x), d(ϕi)x(S))dV (x, S).

Pelos fatos de que ϕi → ϕ na topologia C1 e ξ tem suporte compacto,
conclúımos que o integrando da expressão acima converge uniformemente
para Jϕ(x, S) · ξ(ϕ(x), dϕx(S)). Portanto, como V tem massa total finita,
podemos concluir que (ϕi)#V (ξ)→ ϕ#V (ξ), para toda ξ. Donde conclúımos
a primeira afirmação.

Para verificar a segunda parte, usamos que M está isometricamente
mergulhada em algum RL e escolhemos um subconjunto A ⊂ RL aberto
de fecho compacto tal que M ⊂ A. Isto implica que ||ϕ#V ||(∂A) = 0, e
podemos aplicar uma das relações apresentadas sobre massa e convergência
no sentido de varifolds para concluir que

lim
i→∞
||(ϕi)#V ||(M) = lim

i→∞
||(ϕi)#V ||(A) = ||ϕ#V ||(A) = ||ϕ#V ||(M).

Em particular, existe c > 0 tal que todos os varifolds mencionados acima
têm massa total menor ou igual a c. Neste caso, sabemos que convergência
como varifold implica convergência na métrica F. �

Observe que o argumento utilizado nesta prova também mostra que se
Vi → V como varifolds em uma variedade Riemanniana compacta, então a
massa total de V , ||V ||(M), coincide com o limite das massas ||Vi||(M).



CAPÍTULO 2

Existência de geodésicas fechadas

Neste caṕıtulo, provamos que toda superf́ıcie fechada admite uma geodésica
fechada. Este fato foi observado por Cartan para superf́ıcies de gênero g 6= 0.
Neste caso é posśıvel produzir geodésicas fechadas que são pontos cŕıticos
de tipo mı́nimo local. Isto pode não ser posśıvel em superf́ıcies de gênero
g = 0. De fato, não existem geodésicas minimizantes locais em métricas
de curvatura seccional positiva em S2. Em 1917, Birkhoff provou que toda
esfera Riemanniana possui pelo menos uma geodésica fechada. A prova
apresentada nestas notas segue de perto as ideias originais de Birkhoff.

O presente caṕıtulo é dividido em duas seções. Na primeira, discutimos
a existência de geodésicas minimizantes em superf́ıcies de gênero g 6= 0, e
na segunda analisamos o caso g = 0.

1. Geodésicas minimizantes

Geodésicas são pontos cŕıticos do funcional comprimento. Logo, uma
maneira natural de obter tais objetos é minimizando este funcional em uma
classe de curvas com a propriedade de que se uma curva γ pertence a classe,
então pequenas variações de γ também pertencem. Deste modo, se houver
curva minimizante de comprimento na classe, ela será ponto cŕıtico de tipo
mı́nimo local. Em particular, será uma geodésica.

Uma possibilidade é minimizar o comprimento em uma classe de homo-
topia livre que seja não trivial. Mais precisamente, sejam M2 uma superf́ıcie
fechada e orientável, de gênero g 6= 0 e munida de uma métrica Riemanniana
e γ : S1 → M2 uma curva diferenciável por partes. Considere a classe das
curvas diferenciáveis por partes c : S1 → M2 que são homotópicas a γ; ou
seja, existe aplicação cont́ınua H : S1 × [0, 1]→ M2, tal que cada H(·, u) é
curva fechada e com H(·, 0) = γ e H(·, 1) = c.

Usamos [γ] para denotar a classe de homotopia de γ, e dizemos que [γ]
é trivial se γ é homotópica a uma curva constante em M . Caso contrário,
escrevemos [γ] 6= 0 e dizemos que a classe é não trivial. É claro que pequenas
variações de uma curva são homotópicas a curva original.

Seja L o funcional que associa a cada curva diferenciável por partes o
seu comprimento com respeito a métrica de M ; a integral do comprimento
do vetor velocidade em uma parametrização qualquer. A fim de obter uma
geodésica minimizante em [γ] 6= 0, é necessario verificar que o ı́nfimo dos
comprimentos de curvas nessa classe é um número estritamente positivo.
Este é o conteúdo da seguinte proposição:

13
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Proposição 1.1. Se [γ] 6= 0, então infc∈[γ] L(c) > 0.

Prova. Suponha, por contradição, que existe uma sequência {γi}i∈N ⊂
[γ], tal que L(γi) tende a 0. Tome pi ∈ γi, e suponha, a menos de passagem
a uma subsequência, que pi → p, p ∈ M . Tome r > 0 de modo que a bola
Br(p) centrada em p de raio r é difeomorfa a um disco. Se i0 ∈ N é grande o
suficiente, então L(ci) ≤ r/2 e dist(p, pi) ≤ r/4, para todo i ≥ i0. Portanto,
ci ⊂ Br(p), para todo i ≥ i0. Isto contradiz o fato de que ci é não trivial. �

A fim de mostrar que existe curva minimizante em [γ], considere uma
sequência minimizante {γi}i∈N ⊂ [γ]; ou seja, cada γi é homotópica a γ e

L(γi) −→ inf
c∈[γ]

L(c) =: L([γ]).

Em seguida, mostraremos como construir uma curva c a partir de {γi}i
satisfazendo:

(9) c ∈ [γ] e L(c) = L([γ]).

E, portanto, L(c) = L([γ]) e c é uma geodésica fechada.

Teorema 1.2. Seja M2 superf́ıcie fechada, orientável e de gênero g 6= 0.
Dada [γ] 6= 0, existe geodésica fechada c ∈ [γ].

Prova. Fixe r(M) > 0 tal que: para todo p ∈M ,

(a) Br(M)(p) é disco em M
(b) dados q1, q2 ∈ Br(M)(p), existe um único segmento geodésico mini-

mizante ligando q1 a q2, e este segmento está contido em Br(M)(p).
Usamos [q1, q2] para denotar esta curva.

Seja i0 ∈ N tal que L(γi) ≤ 2L([γ]), para todo i ≥ i0. Considere N ∈ N
de modo que

2L([γ])

N
<
r(M)

2
.

Para cada i ∈ N, escolha θi1, . . . , θ
i
N+1 ∈ S1, com θiN+1 = θi1, tais que o

comprimento de γi restrita a cada subintervalo [θij , θ
i
j+1] é o mesmo:

L
(
γi|θij , θij+1

)
=
L(γi)

N
.

Seja pij = γi(θ
i
j) ∈M . Sendo assim, para cada i ≥ i0, temos

(10) dist
(
pij , p

i
j+1

)
<
r(M)

2
.

A menos de passagem a uma subsequência, suponha que pij → pi, para

todo j = 1, . . . , N + 1. Pela relação anterior, segue-se que dist(pj , pj+1) <
r(M) e pN+1 = p1. Considere a curva c composta pela união dos segmen-
tos geodésicos [pj , pj+1], j = 1, . . . , N . Para concluir a prova, é suficiente
verificar que c satisfaz as propriedades desejadas, como enunciado em (9).

Para i ∈ N grande, temos: dist(pij , pj) < r(M)/4, L(γi|θij , θij+1) <

r(M)/2 e, como consequência de (10), pj+1 ∈ Br(m)(pj), para todo 1 ≤
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j ≤ N . Logo, a curva obtida pela concatenação do segmento geodésico
[pj , p

i
j ] com a retrição de γi ao intervalo [θij , θ

i
j+i] e seguida de [pij+1, pj ],

nessa ordem, está contida em Br(M)(pj). Em particular, pela propriedade

(a) de r(M), [pj , pj+1] e [pj , p
i
j ](γi|θij , θij+1)[pij+1, pj ] são homotópicas com ex-

tremos fixos. Juntando todas as homotopias, conclúımos que c é homotópica
a γi; ou seja, c ∈ [γ]. Finalmente, observe que

L(c) =

N∑
j=1

dist(pj , pj+1) ≤
N∑
j=1

(
lim
i→∞

L(γi|θij , θij+1)

)
= lim

i→∞
L(γi) = L(γ).

Como c ∈ [γ], segue-se que L(c) coincide com o ı́nfimo L([γ]). �

Segue do argumento dado na prova do Teorema 1.2 que a igualdade
L(c) = L([γ]) implica que a diferença L(γi|θij , θij+1) − dist(γi(θij), γi(θij+1))
tende a zero quando i→∞, para todo j = 1, . . . , N .

2. Geodésicas min-max

O resultado apresentado na seção anterior também é verdadeiro para
uma métrica Riemanniana qualquer na esfera S2. No entanto, a técnica
utilizada naquele caso não pode ser aplicada, dado que toda curva fechada
em S2 é homotopicamente trivial. Além disso, existem muitas métricas Rie-
mannianas na esfera para as quais nenhuma geodésica fechada é minimizante
local de comprimento. Qualquer métrica de curvatura Gaussiana positiva
tem essa propriedade por exemplo. Portanto, o argumento no caso de S2

deve ser substancialmente diferente.

Teorema 2.1. Toda métrica em S2 admite geodésica fechada.

Este Teorema foi provado por Birkhoff em 1917 em resposta a uma
pergunta feita por Poincaré. Em vez de minimizar o comprimento L em uma
classe de curvas, a ideia é considerar uma classe de homotopia de famı́lias
de curvas e minimizar o funcional que associa a cada famı́lia o comprimento
de sua curva mais longa. A geodésica será obtida como uma curva maximal
de uma famı́lia de curvas minimizante, logo, uma geodésica min-max.

A prova do Teorema 2.1 seguirá os seguintes passos: introduziremos
a classe de famı́lias de curvas que será usada; em seguida, em analogia à
Proposição 1.1, mostraremos que esta classe não é trivial. A ideia principal
do argumento, é um processo introduzido por Birkhoff que transforma cada
elemento da classe em uma famı́lia em que cada curva fechada é geodésica
por partes. Finalmente, usaremos essas famı́lias especiais para produzir a
geodésica fechada.

2.1. Os sweepouts e a width. Nessa seção, introduziremos a classe
de sweepouts, famı́lias de curvas em S2, a ser usada e veremos que a width,
o invariante min-max básico, associada a esta classe é não nula.
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Seja f0 : S2
0 → S2 uma aplicação diferenciável da esfera Euclideana

S2
0 = {x : |x| = 1} ⊂ R3 em uma esfera Riemanniana fixa que não seja

homotopicamente trivial. Uma aplicação f0 de grau 1, por exemplo.
Em S2

0 ⊂ R3, considere a famı́lia de curvas c̄t = {x ∈ S2
0 : x3 = 2t −

1}, 0 ≤ t ≤ 1, onde x1, x2, x3 representam as coordenadas retangulares.
Observe que as curvas c̄t varrem toda a esfera; começam por c̄0 = (0, 0,−1)
e terminam em c̄1 = (0, 0, 1). Além disso, cada c̄t é uma circunferência de
comprimento menor ou igual a 2π = L(c̄1/2). Ao longo desta seção, usaremos
a seguinte parametrização de c̄t:

(11) c̄t(θ) = (
√

1− (2t− 1)2 cos θ,
√

1− (2t− 1)2 sin θ, 2t− 1),

para todo θ ∈ [0, 2π], o qual pode ser pensado como pertencendo a S1, desde
que vale a igualdade c̄t(0) = c̄t(2π).

Fixe E0 > 0 grande. Seja Π a classe das aplicações cont́ınuas f : S2
0 → S2

que satisfazem as seguintes propriedades:

(i) a restrição de f a cada c̄t é diferenciável por partes,
(ii) a energia de cada aplicação f ◦ c̄t, definida por

E(f ◦ c̄t) =

∫ 2π

0
|(f ◦ c̄t)′(θ)|2dθ,

satisfaz E(f ◦ c̄t) ≤ E0, e
(iii) f é homotópica a f0; ou seja, existe homotopia H : S2

0× [0, 1]→ S2

tal que H(·, 0) = f0, H(·, 1) = f e cada H(·, s) ◦ c̄t é diferenciável
por partes e tem energia menor ou igual a E0.

Baseados nos fatos de que as curvas c̄t varrem S2
0 e f ser homotópica a uma

aplicação não trivial, associamos, a cada f ∈ Π, uma famı́lia de curvas que
varre S2 conforme a seguinte definição:

Definição 2.2. Uma famı́lia {ct}t, de curvas de S2, é dita um sweepout
se houver f ∈ Π tal que ct = f(c̄t), para todo 0 ≤ t ≤ 1.

Se E0 é suficientemente grande, então f0 ∈ Π e, portanto, Π 6= ∅. A
cada sweepout associamos o supremo dos comprimentos de suas curvas, em
seguida consideramos o ı́nfimo destes valores na classe. O número assim
obtido é o invariante min-max básico:

Definição 2.3. Seja Π a classe de sweepouts em S2 associada à aplicação
f0 : S2

0 ⊂ R3 → S2 e a E0 > 0. A width de Π é o número definido por

W (Π) = inf
f∈Π

sup
t∈[0,1]

L(f(c̄t)).

Mostraremos adiante que a esfera Riemanniana S2 admite uma geodésica
fechada de comprimento W (Π). A fim de verificar que esta curva não se
degenera a um ponto, mostraremos a seguir que a width de Π é estritamente
positiva. Antes disso, observe que a expressão que define o invariante min-
max é apresentada em termos de ı́nfimos e supremos, em vez de mı́nimos e
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máximos. Isto ilustra, em particular, a possibilidade de que pode não existir
um sweepout ótimo realizando a width.

Proposição 2.4. W (Π) > 0.

Observe que se houvesse um sweepout ótimo {f(c̄t)}t e a width fosse igual
a zero, então a imagem de todas as curvas c̄t seriam pontos em S2. Neste
caso, a imagem de f seria uma curva em S2, e, portanto, f seria homotópica
à aplicação constante, contradizendo a escolha de f0. No argumento formal
apresentado abaixo, usaremos uma sequência minimizante de sweepouts em
vez supor a existência de um sweepout ótimo.

Prova. Seja fi : S2
0 → S2 uma sequência minimizante em Π. Suponha,

por contradição que W (Π) = 0. Sendo assim, para i grande, todo L(fi(c̄t))
é arbitrariamente pequeno. Com isto, dado ε > 0, a continuidade de fi
pode ser usada para encontrar p1, . . . , pR ∈ S2 e cobrir [0, 1] por intervalos
abertos I1, . . . , IR tais que fi(c̄t) ⊂ Bε(pj), para todo t ∈ Ij . Suponha, sem
perda de generalidade, que Ij ∩ Ik 6= ∅ se, e somente se, |j − k| ≤ 1.

Afirmo que se ε > 0 é suficientemente pequeno, então fi ◦ c̄t pode ser
homotopicamente deformada à curva constante fi(c̄t(0)), ao longo de um
caminho de curvas fechadas, diferenciáveis por partes e de energia menor
ou igual a E0. Para tanto, escolha ε de modo que toda bola Bε(pj) é um
disco, e dados q1, q2 ∈ Br(pj) existe uma única geodésica minimizante [q1, q2]
ligando os pontos q1 e q2 e ela está totalmente contida em Br(pj).

Para cada s, t ∈ [0, 1], usamos [fi(c̄t(0)), fi(c̄t(2πs))] para denotar a
geodésica minimizante ligando esses dois pontos de fi ◦ c̄t, e suponha que ela
está parametrizada proporcionalmente ao comprimento de arco (velocidade
constante) no intervalo [0, 2πs]. Defina Hi : S2

0 × [0, 1]→ S2 por

Hi(c̄t(θ), s) = [fi(c̄t(0)), fi(c̄t(2πs))](θ),

para todo θ ∈ [0, 2πs], e

Hi(c̄t(θ), s) = fi(c̄t(θ)),

para θ ∈ [2πs, 2π]. Esta aplicação é cont́ınua. Além disso, cada Hi(·, s) ◦ c̄t
é diferenciável por partes, pois é composta de um segmento geodésico e de
uma porção de fi ◦ c̄t. Observe também que

E(Hi(·, s) ◦ c̄t) = E([fi(c̄t(0)), fi(c̄t(2πs))]) +

∫ 2π

2πs
|(fi ◦ c̄t)′(θ)|2dθ,

onde

(12) E([fi(c̄t(0)), fi(c̄t(2πs))]) =
1

2πs
dist(fi(c̄t(0)), fi(c̄t(2πs)))

2.
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Por outro lado, como este segmento geodésico é minimizante, temos que

L(fi([c̄t(0)), fi(c̄t(2πs))])
2 ≤

(∫ 2πs

0
|(fi ◦ c̄t)′(θ)|dθ

)2

(13)

≤ (2πs)

∫ 2πs

0
|(fi ◦ c̄t)′(θ)|2dθ.

A última desigualdade é uma aplicação de Cauchy-Schwartz. Donde con-
clúımos, para todo s ∈ [0, 1], que E(Hi(·, s) ◦ c̄t) ≤ E(fi ◦ c̄t) ≤ E0.

Finalmente, observe que Hi(c̄t(·), 1) é a curva constante fi(c̄t(0)). Isto
segue do fato de que fi(c̄t(0)) = fi(c̄t(2π)) e contradiz a condição de não
trivialidade dos sweepouts.

�

2.2. Processo de encurtamento de curvas. O principal ingrediente
do argumento de Birkhoff será apresentado nesta seção; consiste em um
processo que substitui cada curva de um sweepout por uma curva fechada
de comprimento estritamente menor que a original, a menos que aquela já
fosse geodésica. A notação da seção anterior será usada repetidamente.

Como veremos adiante, o processo depende sutilmente do sweepout. Mais
precisamente, usaremos que se a curva fechada c provém de um sweepout,
então ela tem uma parametrização canônica c : [0, 2π]→ S2 obtida a partir
de alguma das curvas do sweepout {c̄t}t da esfera Euclideana S2

0 ⊂ R3, como
definido na Seção 2.1. Este fato é utilizado para justificar que o processo de
Birkhoff é bem definido e depende continuamente da curva.

Apesar da dependência em relação ao sweepout, a contrução também faz
sentido para uma única curva fechada parametrizada; a partir de uma seleção
de pontos da curva c, constrúımos uma curva c̃ formada por segmentos
geodésicos com extremos nos pontos escolhidos. Em seguida, repetimos este
processo para c̃, escolhendo os pontos médios dos segmentos que compõem
c̃ para formar a curva geodésica por partes D(c). A segunda aproximação
geodésica é a curva usada no processo de Birkhoff. A seguir, descreveremos
essa construção em detalhes, incluindo a dependência do sweepout.

Fixe r > 0 de modo que toda bola métrica Br(p), p ∈ S2, é um disco, e
dados q1, q2 ∈ Br(p) existe uma única geodésica minimizante [q1, q2] ligando
os pontos q1 e q2 e ela está totalmente contida em Br(p).

Observe que existe N ∈ N com a propriedade de que se c : [0, 2π]→ S2

é uma curva fechada diferenciável por partes com E(c) ≤ E0, então

(14) dist(c(2πj/N), c(2π(j + 1)/N)) < r,

para todo j = 0, 1, . . . , N − 1. De fato, temos

dist(c(2πj/N), c(2π(j + 1)/N)) ≤
∫ 2π(j+1)/N

2πj/N
|c′(θ)|dθ

≤

√∫ 2π(j+1)/N

2πj/N
|c′(θ)|2dθ ·

√
2π

N
.
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Sendo assim, é suficiente escolher N de modo que 2πE0 < r2N .

Definição 2.5. Seja {ct}t o sweepout de S2 associado a f ∈ Π via
ct = f ◦ c̄t. Considere N ∈ N satisfazendo (14). Para todo t ∈ [0, 1] e
0 ≤ j ≤ N − 1, defina

mj(t) ∈ [ct(2πj/N), ct(2π(j + 1)/N)],

como sendo o ponto médio do único segmento geodésico minimizante que
liga os pontos ct(2πj/N) e ct(2π(j+1)/N). Observe que cada mj(t) depende
continuamente de t.

Finalmente, pada cada 0 ≤ t ≤ 1, definimos D(ct) como sendo a curva
fechada composta pelos segmentos geodésicos [mj(t),mj+1(t)], a qual pode
ser parametrizada por:

D(ct)(θ) = expmj(t)

(
Nθ − 2πj

2π
exp−1

mj(t)(mj+1(t))

)
,

em cada subintervalo θ ∈ [2πj/N, 2π(j + 1)/N ].

Proposição 2.6. A famı́lia de curvas D(ct) definida acima é um sweepout
de Π. Além disso, L(D(ct)) ≤ L(ct), para todo 0 ≤ t ≤ 1, com igualdade se,
e somente se, ct for uma geodésica fechada de S2 ou uma curva constante.

Prova. A fim de mostrar que {D(ct)}t é um sweepout, defina a aplicação
D(f) : S2

0 → S2 por D(f)(c̄t(θ)) = D(ct)(θ). Para cada t ∈ [0.1], a curva
D(ct) é geodésica por partes. Em particular, também é diferenciável por
partes. A continuidade de D(f) segue imediatamente da continuidade das
aplicações mj(t).

Em seguida, constrúımos uma homotopia H : S2
0 × [0, 2] → S2 entre

f = H(·, 0) e D(f) = H(·, 2), tal que H(·, s) ◦ c̄t é diferenciável por partes
e E(H(·, s) ◦ c̄t) ≤ E0, para todos t ∈ [0, 1] e s ∈ [0, 2]. Isto implicará que
D(f) ∈ Π. A construção é similar àquela feita na prova da Proposição 2.4.

Começamos definindo a homotopia para s ∈ [0, 1], como uma homotopia
entre as f(c̄t) e a primeira aproximação geodésica. A curva H(c̄t(·), s) é
definida em cada intervalo [2πj/N, 2π(j+1)/N ] como sendo a concatenação
do segmento geodésico de extremos f(c̄t(2πj/N)) e f(c̄t(2π(j+s)/N)), com
a restrição da curva f ◦ c̄t ao subintervalo [2π(j + s)/N, 2π(j + 1)/N ]. Mais
precisamente, para todo θ ∈ [2πj/N, 2π(j + s)/N ], definimos

H(c̄t(θ), s) = [f(c̄t(2πj/N)), f(c̄t(2π(j + s)/N))](θ),

e, para θ ∈ [2π(j + s)/N, 2π(j + 1)/N ],

H(c̄t(θ), s) = f(c̄t(θ)).

Cada segmento geodésico acima é minimizante e parametrizado propor-
cionalmente ao comprimento de arco, logo eles também minimizam energia.
Em particular, E(H(c̄t(·), s)) ≤ E(f ◦ c̄t) ≤ E0, para todo s ∈ [0, 1].

De modo análogo, definimos a segunda parte da homotopia H(·, s), s ∈
[1, 2], entre a primeira e a segunda aproximação geodésica. O que prova que
H satisfaz a propriedade (iii) da definição de Π.
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Pela construção, é imediato verificar a desigualdade L(D(ct)) ≤ L(ct).
Como r foi escolhido de modo que geodésicas minimizantes em bolas de raio
r são únicas, se houver igualdade nessa relação, então D(ct) e a geodésica
por partes constrúıda a partir dos ct(2πj/N) devem coincidir com ct. Em
particular, ct deve ser geodésica por partes e os conjuntos singulares das duas
geodésicas por partes acima devem ser iguais. Os vértices de D(ct) são os
pontos médios entre vértices consecutivos da segunda curva, logo as únicas
possibilidades são: ct é geodésica fechada ou uma curva constante. �

2.3. Existência de geodésicas min-max. Nesta seção, provaremos
o Teorema 2.1.

Prova. Pela Proposição 2.4, sabemos que W (Π) > 0. Seja {fn}n ∈ Π
uma sequência minimizante; ou seja,

lim
n→∞

sup{L(fn(c̄t)) : t ∈ [0, 1]} = W (Π).

Como o processo de Birkhoff nunca aumenta comprimentos, Proposição 2.6,
temos que {D(fn)}n e {D2(fn)}n também são sequências minimizantes em
Π. Escolha {tn}n ⊂ [0, 1], tal que

(15) lim
n→∞

L(D2(fn ◦ c̄tn)) = W (Π).

Seja cn = fn◦ c̄tn . A menos de subsequência, podemos supor que a sequência
de geodésicas por partes D(cn) tem um limite c : [0, 2π] → S2, o qual
também é uma geodésica por partes que é parametrizada com velocidade
constante em cada segmento componente. De fato, por construção, cada
curva cn tem N quebras, onde N ∈ N é uniforme. Se estes conjuntos de N
pontos convergem na topologia de Hausdorff, então as geodésicas por partes
associadas convergem na topologia C0 como aplicações de [0, 2π] em S2.

Em cada intervalo [2πj/N, 2π(j+1)/N ], as curvas em questão são geodésicas
minimizantes parametrizadas proporcionalmente ao comprimento de arco.
Logo, E(c) = limn→∞E(cn) ≤ E0. Vimos que a aplicação de Birkhoff é
definida para toda curva parametrizada, fechada, diferenciável por partes e
com energia menor ou igual a E0. Em outras palavras, a curva não precisa
estar em um sweepout e o resultado final da Proposição 2.6 também pode
ser aplicado neste caso. Sendo assim, faz sentido dizer que D2(cn) converge
a D(c). Além disso, L(D2(cn)) ≤ L(D(cn)), a escolha (15) e o fato de que
D(fn) é minimizante implicam que

L(D(c)) = L(c) = W (Π).

Pela Proposição 2.6, a primeira igualdade acima nos diz que se c não é uma
curva constante, então ela é uma geodésica fechada. Como o comprimento
de c é igual a width de Π e W (Π) > 0, pela Proposição 2.4, conclúımos que
c é uma geodésica fechada.

�



CAPÍTULO 3

Teoria min-max

No caṕıtulo anterior, apresentamos o argumento de Birkhoff para a prova
do fato de que toda métrica em uma esfera Riemanniana bidimensional ad-
mite ao menos uma geodésica fechada. Para tanto, consideramos caminhos
não triviais no espaço de curvas parametrizadas fechadas na superf́ıcie dada
e aplicamos um argumento min-max.

Neste caṕıtulo, introduziremos a teoria min-max correspondente em
espaços de dimensão maior que 2 e apresentaremos os argumentos de algu-
mas partes do Teorema min-max correspondente. A primeira versão desta
teoria variacional foi iniciada por Almgren em meados dos anos 1960 e aper-
feiçoada por Pitts. Eles foram capazes de mostrar que toda variedade Rie-
manniana Mn fechada de dimensão n ∈ {3, 4, 5, 6} admite ao menos uma
hipersuperf́ıcie mı́nima, suave, fechada e mergulhada.

O desenvolvimento da teoria divide-se em duas partes. A primeira parte
consiste na prova da existência de uma hipersuperf́ıcie mı́nima fechada, não
necessariamente suave, que tem certas propriedades variacionais interes-
santes. A segunda parte, a teoria de regularidade, aplica estimativas de
curvatura para hipersuperf́ıcies mı́nimas estáveis e garante a suavidade do
objeto produzido na primeira parte. Neste caṕıtulo, discutimos em detalhes
as ideias envolvidas na primeira parte do argumento; a parte variacional. Na
última seção, apresentamos alguns ingredientes da parte de regularidade.

A versão original de Almgren e Pitts usa objetos e técnicas de teoria
geométrica da medida já na formulação da teoria. A fim de apresentar o
método de uma maneira mais direta e intuitiva, vamos utilizar a variante da
teoria min-max desenvolvida por Simon e Smith [26], e revisitada por Cold-
ing e De Lellis [4]; nessa abordagem, M é tridimensional. A apresentação
dessa teoria é o conteúdo da Seção 1. Em paralelo a teoria min-max em var-
iedades fechadas, apresentamos uma variante deste método que é adequada
para variedades com bordo.

Na Seção 2, desenvolvemos a deformação pull-tight, que funciona como o
processo de encurtamento de curvas de Birkhoff. Na Seção 3, apresentaremos
o argumento combinatório, o qual mostra a existência de um objeto ideal
para a aplicação da teoria de regularidade. Na Seção 4, apresentamos alguns
passos da prova da regularidade.

21
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1. Teoria min-max suave

Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta e orientável, pos-
sivelmente com bordo. Usamos H2 para denotar a medida de Hausdorff
bidimensional em M ; para superf́ıcies Σ2 ⊂ M , o número H2(Σ) coincide
com a área de Σ. Seja I = [−1, 1] o intervalo fechado da reta real contendo
os número −1 ≤ t ≤ 1.

A primeira ideia a ser introduzida na descrição da teoria min-max é a
de famı́lias a um parâmetro {Σt}t∈I de subconjuntos fechados de M com
medida H2 finita tal que

(c1) H2(Σt) é cont́ınua em t ∈ I, e
(c2) Σt converge a Σt0 como subconjunto de M , quando t→ t0.

Em (c2), convergência como conjunto significa na topologia Hausdorff; dado
ε > 0, existe δ > 0 tal que se |t− t0| < δ, então Σt está contido no conjunto
dos pontos cuja distância a Σt0 é no máximo ε, e vice-versa.

Definição 1.1. Dizemos que uma famı́lia de subconjuntos fechados
{Σt}t∈I satisfazendo (c1) e (c2) é um sweepout se existem subconjuntos
finitos T ⊂ I e P ⊂M tais que

(a) se t /∈ T , então Σt é uma superf́ıcie fechada,
(b) se t ∈ T , então ou Σt \ P é uma superf́ıcie ou H2(Σt) = 0,
(c) Σt varia suavemente como gráfico em t ∈ I \ T , e
(d) se t0 ∈ T e H2(Σt0) 6= 0, então Σt converge suavemente como

gráfico a Σt0 em M \ P , quando t→ t0.

Para variedades com bordo ∂M 6= ∅, adicionamos a hipótese que ∂M
é conexo. Além disso, exigimos que sweepouts {Σt} satisfaçam as seguintes
condições extras:

(e) Σ−1 coincide com ∂M ,
(f) Σt está contido no interior de M , para todo −1 < t ≤ 1, e
(g) {Σt} folheia uma vizinhança de ∂M .

A condição (g) acima significa que para cada sweepout existem α > 0 e uma
função diferenciável w : [0, α] × ∂M → R com w(0, x) = 0 e ∂w

∂t (0, x) > 0,
para todo x ∈ ∂M , tais que, para todo t ∈ [0, α],

Σt = {expx(−w(t, x)ν(x)) : x ∈ ∂M},

onde expx denota a aplicação exponencial de M em x e ν(x) o vetor unitário
conormal ao bordo e apontando para fora de M .

Em seguida, apresentamos alguns exemplos de sweepouts.

Exemplo 1.2. Na esfera Euclideana S3 = {x ∈ R4 : |x| = 1}, podemos
construir um sweepout para o qual as fatias Σt são os ńıveis de alguma
coordenada. Basta considerar

Σt = {x ∈ S3 : x4 = t},
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para todo t ∈ I. Neste caso, cada Σt é uma esfera geodésica de raio
arcsin(

√
1− t2) em S3 e área H2(Σt) = 4π(1 − t2). Além disso, essas es-

feras são concêntricas e degeram-se nos pontos ant́ıpodas correspondentes
aos centros Σ1 = (0, 0, 0, 1) e Σ−1 = (0, 0, 0,−1), para t ∈ {−1, 1}. Portanto,
a famı́lia {Σt} é um sweepout com T = {−1, 1} e P = ∅.

Exemplo 1.3. Considere novamente a esfera redonda S3 ⊂ R4. Neste
exemplo, construiremos uma famı́lia de toros bidimensionais que formam
um sweepout. Para cada t ∈ I, tome

Σt =

{
x ∈ S3 : x2

1 + x2
2 =

(
t+ 1

2

)2

e x2
3 + x2

4 = 1−
(
t+ 1

2

)2
}
.

Escrevendo R4 = R2 × R2 da maneira natural, temos que

Σt = S1

(
t+ 1

2

)
× S1

√1−
(
t+ 1

2

)2
 ,

onde S1(r) denota a circunferência de raio r centrada na origem de R2.
Como no caso anterior, para t ∈ {−1, 1}, as superf́ıcies Σt degeneram-se
em conjuntos de área nula. Neste caso, Σ1 e Σ−1 são as ćırcunferências
S1(1) × {(0, 0)} e {(0, 0)} × S1(1), respectivamente. Novamente, {Σt} é
sweepout com T = {−1, 1} e P = ∅.

Exemplo 1.4. Sejam M uma variedade Riemanniana tridimensional
qualquer e f : M → I uma função de Morse. Além disso, suponha que f
tem um único máximo local e um único mı́nimo local; a saber, os pontos
f−1(1) e f−1(−1), respectivamente. Neste caso, a famı́lia dos ńıveis de f

Σt = {x ∈M : f(x) = t}

forma um sweepout para as escolhas T = {t ∈ I : t é valor cŕıtico de f} e
P = {x ∈ M : x é ponto cŕıtico de f}. Estes conjuntos são finitos porque
pontos cŕıticos de uma função de Morse são isolados e M é compacta. A
hipótese sobre o unicidade de máximos e mı́nimos locais é adicionada para
garantir que a famı́lia Σt satisfaz a condição (c2).

Em seguida apresentaremos a noção de homotopia entre sweepouts. Ela
é de fundamental importância na teoria, pois proporciona as classes de
sweepouts para as quais o método min-max pode ser aplicado. A fim de
introduzir esta ideia, usaremos a seguinte notação.

Definição 1.5. Dizemos que um difeomorfismo ϕ : M →M é isotópico
à identidade se existe uma aplicação diferenciável ψ : M × [0, 1] → M
satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) ψ(·, s) é difeomorfismo de M , para todo s ∈ [0, 1]
(ii) ψ(·, 0) = ϕ e Φ(·, 1) = idM .
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Usamos Dif0(M) para denotar o conjunto dos difeomorfismos de M que são
isotópicos à identidade. Uma aplicação ψ que satisfaz (i) e (ii) é dita uma
isotopia de M . Usamos Is para denotar o conjunto de todas as isotopias.

Se ∂M 6= ∅, exigimos que as isotopias de M fixem uma vizinhança do
bordo. Em particular, se ϕ ∈ Dif0(M), então ϕ(x) = x, para todo x ∈ ∂M .

Proposição 1.6. Sejam {Σt}t um sweepout e ψ : I ×M → M uma
aplicação diferenciável (de classe C∞) tal que ψ(t, ·) ∈ Dif0(M), para todo
t ∈ I. Então {ψ(t,Σt)}t∈I é um sweepout.

Definição 1.7. Seja Λ uma coleção de sweepouts. Dizemos que Λ é
(homotopicamente) saturada se:

(a) dados {Σt}t∈I ∈ Λ e ψ ∈ C∞(I×M,M) tal que ψ(t, ·) ∈ Dif0(M),
para todo t ∈ I, então {ψ(t,Σt)}t∈I ∈ Λ, e

(b) existe N0 > 0 tal que P ⊂M , o qual depende do sweepout, tem no
máximo N0 pontos para todo {Σt}t∈I ∈ Λ.

Uma maneira de construir coleções saturadas de sweepouts consiste em
considerar todos os sweepouts homotópicos, no sentido da Proposição 1.6,
a um sweepout fixo. Neste caso, o item (a) é valido por construção. Além
disso, é imediato verificar que se T ⊂ I e P ⊂ M são os conjuntos finitos
usados para justificar que {Σt} é sweepout, então para qualquer sweepout
homotópico a {Σt}, podemos escolher o subconjunto finito de M com no
máximo (#T ) · (#P ) pontos. O que verifica a propriedade (b) acima.

O próximo ingrediente da teoria é a width associada a uma coleção sat-
urada Λ. A width é o invariante min-max básico. O objetivo da teoria é a
prova da existência de superf́ıcies mı́nimas, suaves, fechadas e mergulhadas.
Em outras palavras, uma superf́ıcie suave, fechada e mergulhada que é ponto
cŕıtico da área. Como no caso de geodésicas fechadas, a width representa o
valor da área da superf́ıcie obtida.

Definição 1.8. A width de M associada a Λ é definida por

W (M,Λ) = inf
{Σt}∈Λ

max{H2(Σt) : t ∈ I}.

Seja {Σ(n)
t }, n ∈ N, uma sequência de sweepouts em uma famı́lia saturada

Λ, que é minimizante em relação à width; ou seja,

lim
n→∞

max{H2
(
Σ

(n)
t

)
: t ∈ I} = W (M,Λ).

Se {tn} é uma sequência de parâmetros tn ∈ I tal que

H2
(

Σ
(n)
tn

)
→W (M,Λ),

dizemos que a sequência {Σ(n)
tn } é uma sequência min-max.

Tendo descrito os principais objetos da teoria, apresentamos o Teorema
min-max para superf́ıcies mı́nimas na seguinte forma:
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Teorema 1.9. Sejam (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta,
orientável e sem bordo, e Λ uma coleção saturada de sweepouts com width
W (M,Λ) > 0. Então, existe uma sequência min-max que converge, no
sentido de varifolds, para uma superf́ıcie mı́nima fechada e mergulhada Σ,
possivelmente desconexa e com multiplicidades; i.e., como varifold

Σ =
∑̀
i=1

V(Σi, ni),

onde Σi são superf́ıcies mı́nimas que coincidem com as componentes conexas
do suporte de Σ, ni são inteiros positivos e V(Σi, ni) é o varifold retificável
associado ao par (Σi, ni), seguindo a notação da Seção 2. Além disso, a
massa total de Σ é igual a W (M,Λ).

No caso de variedades com bordo ∂M 6= ∅, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.10. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta,
orientável e com bordo ∂M 6= ∅ estritamente convexo em média; o vetor

curvatura média ~H∂M é não nulo e aponta para dentro de M em todo x ∈
∂M . Seja Λ uma coleção saturada de sweepouts com W (M,Λ) > H2(∂M).
Então, existe uma sequência min-max que converge, como varifolds, para
uma superf́ıcie mı́nima fechada e mergulhada Σ, possivelmente desconexa e
com multiplicidades, contida em int(M) e com massa total W (M,Λ).

2. Deformação pull-tight de varifolds

O objetivo principal da presente seção é a aplicação de uma ideia mo-
tivada pelo processo de encurtamento de curvas de Birkhoff. Mostraremos
como obter uma sequência minimizante de sweepouts com a propriedade que
todo limite min-max é estacionário em M . Lembre as definições de primeira
variação e varifolds estacionários apresentada na Seção 2 do Caṕıtulo 1.
Como feito no Caṕıtulo 2, construiremos um processo de encurtamento para
deformar todas as fatias Σi

t de uma sequência minimizante.
Seja A o conjunto dos varifolds em M3 de massa total limitada por uma

constante C > 0, ou seja, ||V ||(M) ≤ C. Vamos usar A∞ para representar
o espaço dos V ∈ A que são estacionários em M . Usaremos a métrica F do
espaço de varifolds, a qual metriza a topologia fraca em A, para decompor
o complementar de A∞ em A na seguinte forma:

A1 = {V ∈ A : 2−1 ≤ F(V,A∞)}

e, para todo k ≥ 2,

Ak = {V ∈ A : 2−k ≤ F(V,A∞) ≤ 2−k+1}.

Para cada V ∈ Ak, k ≥ 1, temos que V 6= A∞ e, em particular, não é
estacionário em M . Isto implica que existe um campo vetorial XV ∈ X(M),
com ||XV ||C1 ≤ 1, na direção do qual o primeira variação da área de V é
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estritamente negativa:

δV (XV ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

||Φt(·)#V ||(M) < 0,

onde {Φt}t≥0 denota o fluxo do campo XV .
Vamos construir uma aplicação cont́ınua H : A→ X(M), correpondente

a uma escolha de um campo vetorial H(V ), para cada V ∈ A, de modo que
δV (H(V )) < 0, para todo V ∈ A \A∞.

Pela continuidade da primeira variação da área, a qual pode ser vista
como consequência da fórmula apresentada na Proposição 2.2, e pelo fato
de que a métrica F metriza a topologia fraca, segue-se que: para todo V ∈
A \A∞, existe r(V ) > 0 satisfazendo

(16) δW (XV ) < 0, para todo W com F(W,V ) < r(V ).

A seguir, provaremos uma versão geral de (16), na qual o campo XV e
as grandezas que representam o raio r(V ) e o quão negativa é a primeira
derivada da área dependem continuamente de V .

Proposição 2.1. Existe aplicação cont́ınua H : A→ X(M) que é nula
em A∞, i.e., H(V ) = 0, para todo V ∈ A∞, e que satisfaz

(17) δW (H(V )) ≤ −h(F(V,A∞)),

sempre que V ∈ A \ A∞ e F(W,V ) ≤ r(F(V,A∞)), onde r, h : R+ → R+

são funções cont́ınuas positivas com r(d)→ 0 e h(d)→ 0, quando d→ 0+.

Prova. Para cada V ∈ A \ A∞, escolha r(V ) > 0 satisfazendo (16) e
pequeno suficiente de modo que se V ∈ Ak, então a bola centrada em V de
raio r(V ) na métrica F cumpre a inclusão

BF
r(V )(V ) ⊂ Ak−1 ∪Ak ∪Ak+1,

ou apenas A1∪A2 se k = 1. Pela compacidade de Ak, existe cobertura finita
{Uki }, i = 1, 2, . . . , N(k), de Ak 1por bolas abertas

Uki = BF
rki

(V k
i ), com V k

i ∈ Ak e rki = r(V k
i ).

Seja Ũki a bola concêntrica a Uki de raio rki /2. Suponha, sem perda de

generalidade, que a famı́lia {Ũki }i também cobre Ak. Existe c(k) > 0 tal que

δW (Xk
i ) ≤ −c(k) < 0, para todo W ∈ Uki ,

onde Xk
i = XV k

i
é um campo de vetores com ||Xk

i ||C1 ≤ 1 e δV k
i (Xk

i ) < 0.

Considere as funções cont́ınuas definidas em A por

ψki (V ) = F(V,A \ Ũki ).

Observe que cada ψki é positiva em Ũki e que a soma ψ(V ) =
∑

k,i ψ
k
i (V ) é

bem-definida e positiva em toda a região A\A∞. Portanto, {ϕki = ψki /ψ}k,i
é uma partição da unidade associada à cobertura {Ũki }k,i de A \A∞.
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Seja H : A→ X(M) a aplicação cont́ınua definida por

(18) H(V ) = F(V,A∞)
∑
k,i

ϕki (V )Xk
i .

Considere ainda funções cont́ınuas r, h : R+ → R+ satisfazendo: se V ∈ Ũki
e F(W,V ) < r(F(V,A∞)), então W ∈ Uki e h(F(V,A∞)) < c(k). Observe
que, para tanto, é suficiente que

r(F(V,A∞)) ≤ 1

2
min{rki : V ∈ Ũki }

e

h(F(V,A∞)) ≤ min{c(k) : V ∈ Ũki }.
Isto é obtido se as funções r e h são escolhidas de modo que

0 < r(d) ≤ 1

2
min{r`i : k − 1 ≤ ` ≤ k + 1},

e

0 < h(d) ≤ min{c(k − 1), c(k), c(k + 1)}
para todo 2−k ≤ d ≤ 2−k+1. Observe que r(d) → 0, quando d → 0+.
De fato, nenhuma bola Uki intersecta o conjunto dos varifolds estacionários,
embora esteja a uma distância de A∞ que tende a zero quando k → ∞.
Em particular, rki aproxima-se de zero para k grande. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que também temos h(d)→ 0, quando d→ 0+.

Finalmente, observe que H é identicamente nula em A∞. Além disso,
pela expressão que define H(V ), temos

δW (H(V )) = F(V,A∞)
∑
k,i

ϕki (V )δW (Xk
i ).

Pela contrução, ϕki (V ) 6= 0, e o campo Xk
i afeta a primeira variação da área

de W na direção de H(V ), se, e só se, V ∈ Ũki . Em particular, as escolhas de
r e h garantem que se ϕki (V ) 6= 0 e F(W,V ) < r(F(V,A∞)), então W ∈ Uki ,
donde segue-se

δW (H(V )) ≤ −F(V,A∞)
∑
k,i

ϕki (V )c(k)

≤ −F(V,A∞) · h(F(V,A∞)).

�

Resumindo, a Proposição 2.1, nos diz que existe uma escolha cont́ınua
de uma direção na qual deformar cada varifold não estácionário de A para
diminuir área. Consequentemente, deformando V pelo fluxo do campo
H(V ), obtemos um caminho cont́ınuo de varifolds V (t) que começa por
V (0) = V e que, para t > 0 suficientemente pequeno, V (t) tem área es-
tritamente menor que ||V ||(M). O próximo passo trata da escolha de um
tempo de deformação para cada um desses varifolds. A partir desta escolha,
o processo de encurtamento de varifolds estará constrúıdo.
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Proposição 2.2. Existe aplicação P : A → V(M) que é cont́ınua e
satisfaz as seguintes propriedades:

(1) P(V ) = V , para todo V ∈ A∞,
(2) ||P(V )||(M) < ||V ||(M), para V ∈ A \A∞.

Além disso, existe função cont́ınua T : R+ → R+ tal que P (V ) corresponde à
imagem de V pelo difeomorfismo associado ao tempo T (F(V,A∞)) do fluxo
de H(V ), onde H : A→ X(M) é a aplicação constrúıda na Proposição 2.1.

Prova. Para cada V ∈ A, seja {ΦV (t, ·)}t≥0 o fluxo do campo H(V ).
ComoH(V ) depende continuamente de V , o teorema de dependência cont́ınua
de soluções de equações diferenciais ordinárias e a Proposição 2.4 podem ser
usados para verificar a continuidade da aplicação Ψ : [0, 1] × A → V(M)
definida por

Ψ(t, V ) = ΦV (t, ·)#V.

Fixado k ≥ 1, existe tk > 0 tal que F(Ψ(t, V ), V ) < r(F(V,A∞)), para
todo par (t, V ) ∈ [0, tk]×Ak. Isto segue da compacidade dos conjuntos Ak.
Seja T : R+ → R+ uma função cont́ınua satisfazendo:

(i) 0 < T (t) ≤ tk, para todo 2−k ≤ t ≤ 2−k+1

(ii) limt→0 T (t) = 0.

Conclui-se dáı que, para todos V ∈ A \A∞ e 0 ≤ t ≤ T (F(V,A∞)), temos

(19) F(Ψ(t, V ), V ) < r(F(V,A∞)).

De fato, V ∈ Ak para algum k ≥ 1 e dizer que V pertence a Ak significa que
a distância desse varifold a A∞ na métrica F está entre 2−k e 2−k+1. Pela
escolha da função cont́ınua T , item (i), segue-se que 0 < T (F(V,A∞)) ≤ tk.
Donde segue (19).

Aplicando a Proposição 2.1 para W = Ψ(t, V ), temos

(20) δΨ(t, V )(H(V )) ≤ −h(F(V,A∞)),

para todo 0 ≤ t ≤ T (F(V,A∞)). Integrando a expressão acima, obtemos

(21) ||Ψ(T (F(V,A∞)), V )||(M) ≤ ||V ||(M)− T (F(V,A∞)) · h(F(V,A∞)).

Finalmente, defina P(V ) = Ψ(T (F(V,A∞)), V ), para todo V ∈ A \A∞,
e P(V ) = V , se o varifold V pertence a A∞. Pela propriedade (ii) da
função cont́ınua T , segue-se que a aplicação P : A → V(M) assim definida
é cont́ınua com respeito à métrica F. Além disso, por (21) temos

||P(V )||(M) ≤ ||V ||(M)− `(F(V,A∞)),

onde `(d) = T (d) · h(d) é uma função cont́ınua e positiva que tende a zero
quando d→ 0+. �

Escolha uma sequência minimizante {{Σi
t}t}i ⊂ Λ e defina Γit = P(Σi

t),
onde P é a deformação constrúıda na proposição anterior. Segue daquele
resultado que podemos representar Γit na forma

Γit = Ωi
t(1,Σ

i
t),
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onde {Ωi
t(s, ·)}s≥0 é o fluxo de um campo vetorial H i

t ∈ X(M) que depende
continuamente de t. De fato, seguindo a notação utilizada na prova, basta
considerar, para todo x ∈M , Ωi

t(s, x) = ΦΣi
t
(sT (F(Σi

t, A∞)), x).

Fixe i ∈ N e tome εi > 0 pequeno (a ser escolhido). Temos uma aplicação
cont́ınua H i : I → X(M), que associa H i

t a cada t ∈ I. Considere uma

aplicação suave H̃ i : I → X(M) tal que, para todo t ∈ I,

||H i
t − H̃ i

t ||C1 ≤ εi.

Usamos {Ω̃i
t(s, ·)}s≥0 para denotar o fluxo de H̃ i

t e Γ̃it = Ω̃i
t(1,Σ

i
t). Com isto,

temos que {Γ̃it}t ∈ Λ, para todo i ∈ N.
Além disso, se εi é suficientemente pequeno, podemos supor que Ωi

t(1, ·) e

Ω̃i
t(1, ·), bem como suas derivadas primeiras, estão arbitrariamente próximas.

Por outro lado,

H2(ψ(Σ)) =

∫
Jψ(x, TxΣ)dΣ,

onde ψ é um difeomorfismo de M e Σ2 ⊂M é uma superf́ıcie, possivelmente
com um número finito de pontos singulares; como as fatias dos sweepouts.
Na expressão acima, Jψ(x, TxΣ) é o determinante Jacobiano da diferencial
dψx restrito a TxΣ. Portanto, a escolha de εi pode ser feita de modo que

(22) |H2(Γit)−H2(Γ̃it)| ≤
1

i
,

para todo t ∈ I.
Seguindo os mesmos passos do argumento explicado no parágrafo ante-

rior, podemos fazer com que a escolha de εi implique que F(Γit, Γ̃
i
t) ≤ i−1.

A fim de simplificar a notação, daqui em diante usaremos Ωi
t = Ωi

t(1, ·).
Observe que, para toda φ ∈ Cc(G2(RL)), temos

Γit(φ)− Γ̃it(φ) =

∫
JΩi

t(x, TxΣi
t) · φ(Ωi

t(x), dΩi
t(TxΣi

t))dΣi
t

−
∫
JΩ̃i

t(x, TxΣi
t) · φ(Ω̃i

t(x), dΩ̃i
t(TxΣi

t))dΣi
t.

Uma simples manipulação algébrica nos permite escrever esta diferença como∫
JΩi

t(x, TxΣi
t)
(
φ(Ωi

t(x), dΩi
t(TxΣi

t))− φ(Ω̃i
t(x), dΩ̃i

t(TxΣi
t))
)
dΣi

t

−
∫ (

JΩ̃i
t(x, TxΣi

t)− JΩi
t(x, TxΣi

t)
)
φ(Ω̃i

t(x), dΩ̃i
t(TxΣi

t))dΣi
t.

Portanto, usando que as Σi
t têm áreas limitadas uniformemente em t e i,

temos: se |φ| ≤ 1, Lip(φ) ≤ 1 e Ωi
t e Ω̃i

t estão suficientemente próximas na
topologia C1, podemos supor que

F(Γit, Γ̃
i
t) = sup{Γit(φ)− Γ̃it(φ) : φ ∈ Cc(Gk(RL)), |φ| ≤ 1 e Lip(φ) ≤ 1} ≤ 1

i
.
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A existência de εi > 0 satisfazendo estas propriedades também pode ser
verificada indiretamente por um argumento de compacidade, sem usar as
expressões expĺıcitas da massa e da métrica F.

Na proposição seguinte, apresentamos a principal propriedade da sequência
de sweepouts {{Γ̃it}t}i ⊂ Λ.

Proposição 2.3. Para todo ε > 0, existem δ > 0 e N ∈ N tais que

se i > N e H2(Γ̃it) > W − δ, então F(Γ̃it, A∞) < ε.

Prova. Fixado ε > 0, observe que se i ≥ 2/ε, então a escolha de Γ̃it
próximo de Γit garante que se F(Γ̃it, A∞) > ε, então F(Γit, A∞) > ε/2.

Afirmamos que existe ε1 > 0 tal que, para V ∈ A,

se F(P(V ), A∞) > ε/2, então F(V,A∞) > ε1.

Suponha, por contradição, que não existe ε1 com tal propriedade. Neste
caso, existiria sequência Vi ∈ A tal que F(P(Vi), A∞) > ε/2, mas F(Vi, A∞)
tende a zero. Pela compacidade de A, a menos de uma subsequência, admita
que Vi → V , V ∈ A∞. Pela continuidade de P, temos que P(Vi) tende a
P(V ) = V , pois V ∈ A∞. O que contradiz a hipótese F(P(Vi), A∞) > ε/2.

Em seguida, observe que existe `0 > 0 tal que se V ∈ A, F(V,A∞) > ε1,
então ||P(V )||(M) ≤ ||V ||(M)− `0. Caso contrário, existiria uma sequência
Vi ∈ A com F(Vi, A∞) > ε1 e ||Vi||(M) − i−1 ≤ ||P(Vi)||(M) < ||Vi||(M).
De modo análogo ao argumento anterior, a menos de subsequência, teŕıamos
Vi → V , com ||P(V )||(M) = ||V ||(M). O que implica, pela propriedade (2)
da Proposição 2.2, que V ∈ A∞. Contradizendo a hipótese F(Vi, A∞) > ε1.

Finalmente, escolha N ∈ N, tal que N ≥ 2/ε e, para todo i ≥ N ,

(23) sup{H2(Σi
t) : t ∈ I} ≤W +

`0
2
− 1

i
.

Lembrando que Γit = P(Σi
t), temos que, para todo i ≥ 2/ε,

(24) se F(Γ̃it, A∞) > ε, então H2(Γit) ≤ H2(Σi
t)− `0.

Combinando as expressões (22), (23) e (24), conclúımos que para todo i ≥ N ,

se F(Γ̃it, A∞) > ε, então H2(Γ̃it) ≤ W − `0/2. Isto prova que a afirmação
feita no enunciado da proposição é verdadeira com δ = `0/2.

�

3. Argumento combinatório

Seja Λ uma coleção saturada de sweepouts com width W (M,Λ) > 0.
Nessa seção, mostraremos que toda sequência minimizante em Λ tem uma
sequência min-max com uma propriedade variacional adicional; a propriedade
quase-minimizante (almost minimizing) de Pitts.

Como vimos, limites min-max são varifolds de massa W = W (M,Λ), os
quais, mesmo quando retificáveis, com multiplicidade inteira e estácionários,
podem estar longe de ser o varifold associado a uma superf́ıcie suave de M .
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A propriedade quase-minimizante de Pitts desempenha papel fundamental
na teoria de regularidade que segue o argumento descrito neste caṕıtulo.

Definição 3.1. Sejam U ⊂M um aberto, S = {{Σi
t}t}i uma sequência

minimizante em Λ e {Σi}i∈N uma sequência min-max proveniente de S.
Dizemos que {Σi}i é quase-minimizante em U se existe uma sequência {εi}i
de números positivos tal que εi → 0, quando i → ∞, e para toda isotopia
ψ ∈ Is(U) satisfazendo

H2(ψ(Σi, s)) ≤ H2(Σi) +
εi
8
,

para todo s ∈ [0, 1], temos H2(ψ(Σi, 1)) ≥ H2(Σi)− εi.
Neste caso, dizemos que que Σi é εi-quase minimizante em U . Se a

sequência Σi converge a um varifold min-max V , também dizemos que V é
quase minimizante no aberto U .

Exemplo 3.2. Seja V o varifold em R3 associado à união dos planos
coordenados xy e xz. V é um exemplo de varifold estacionário que não
pode ser o limite de uma sequência quase minimizante em uma bola cen-
trada na origem. Intuitivamente, toda superf́ıcie mergulhada suficiente-
mente próxima de V pode ser deformada isotopicamente por superf́ıcies
de áreas cada vez menores que se afastam de um dos planos y + z = 0 ou
y − z = 0, de modo similar às superf́ıcies yz = δ. A demonstração formal
deste fato é indireta e as deformações mencionadas não são explicitas.

Usaremos a notação A(x; s, t) para representar o anel da variedade M
centrado em x ∈M , e de raio interior s e exterior t, onde 0 < s < t.

Proposição 3.3. Seja S = {{Σi
t}t}i uma sequência minimizante em Λ.

Existe sequência min-max {Σi}i de S que é quase minimizante em anéis
pequenos de M ; mais precisamente, para todo x ∈ M , existe r(x) > 0 tal
que {Σi}i é quase minimizante em todo A(x; s, t), com 0 < s < t < r(x).

Prova. A fim de demonstrar este resultado, mostraremos a existência
de uma sequência min-max {Σi}i de S e de uma sequência de números reais
εi → 0 com a seguinte propriedade: para todo par (U1, U2) de subconjuntos
de M tal que dist(U1, U2) ≥ 2 min{diam(U1), diam(U2)}, Σi é εi-quase
minimizante em algum dos subconjuntos U1 ou U2.

Usamos CO para denotar o conjunto dos pares (U1, U2) satisfazendo a
relação entre distância e diâmetros recém mencionada.

Fixe L ∈ N. Afirmamos que exitem i ∈ N e Σi = Σi
ti tais que: i > L,

H2(Σi) ≥W − 1/L e, para todo par (U1, U2) de CO,

Σi é
1

L
-quase minimizante em U1 ou em U2.

Em outras palavras, vamos mostrar que existem fatias arbitrariamente grandes
com a propriedade ε-quase minimizante em todo par de CO, para algum
ε > 0. Isto será provado por contradição.
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Suponha que não seja posśıvel encontrar Σi
ti com as propriedades dese-

jadas. Isto quer dizer: para toda fatia Σi
t, com i > L e H2(Σi

t) ≥W − 1/L,
existe um par (U1

t , U
2
t ) de CO tal que Σi

t não é 1/L-quase minimizante em

ambos U1
t e U2

t . Logo, existem isotopias ψjt ∈ Is(U jt ), j = 1, 2, satisfazendo

H2(ψjt (Σ
i
t, s)) ≤ H2(Σi

t) +
1

8L
,

para todo s ∈ [0, 1], e

H2(ψjt (Σ
i
t, 1)) < H2(Σi

t)−
1

L
.

Sendo assim, para cada fatia grande, temos duas deformações, suportadas
em domı́nios disjuntos (um par de CO), ao longo das quais a área aumenta
no máximo (8L)−1 e que terminam em uma superf́ıcie de área menor que

sup{H2(Σi
t) : t ∈ I} − 1/L.

Para i grande, conclúımos que as superf́ıcies finais dessas deformações não
são muito grandes; i.e., têm área menor que W − (2L)−1.

Para concluir o argumento, resta mostrar que é posśıvel combinar as iso-

topias ψjt para deformar todas as fatias grandes ao mesmo tempo e obter um

sweepout sem nenhuma fatia muito grande. É por causa dessa deformação
homotópica do sweepout que precisamos ter pelo menos duas isotopias que
diminuem área para cada Σi

t grande.
A propriedade relevante dos pares de CO que faz posśıvel o argumento

combinatório é a seguinte: dados (U1, U2) e (V 1, V 2) pares de CO, existem
α, β ∈ {1, 2} tais que Uα ∩ V β = ∅.

Considere o conjunto compacto

Ki = {t ∈ I : H2(Σi
t) ≥W − 1/L}

dos ı́ndices correspondentes a fatias grandes de {Σi
t}t.

Para todo t ∈ Ki, existe um intervalo aberto I(t) ⊂ I centrado em t tal
que, para todo τ ∈ I(t),

H2(ψjt (Σ
i
τ , s)) ≤ H2(Σi

τ ) +
1

4L
,

para todo s ∈ [0, 1], e

H2(ψjt (Σ
i
τ , 1)) ≤ H2(Σi

τ )− 1

2L
.

Podemos cobrir o compacto Ki por finitos intervalos I(t1), . . . , I(t`) como
acima. Suponha, sem perda de generalidade, que os números tk estão orde-
nados, t1 < . . . < t`, e que I(tk) ∩ I(tm) 6= ∅ implica |k −m| ≤ 1. A fim de
simplificar a notação, usamos

Ik = I(tk), U
j
k = U jtk e ψjk = ψjtk .

Para cada k ∈ {1, . . . , `}, usaremos algumas das ψjk para deformar as

fatias Σi
t com t ∈ Ik. Suponha, a menos de repetir o processo a ser descrito
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um número finito de vezes, que Ik ∩ Ik+1 6= ∅, para todo k = 1, . . . , ` − 1.
Com isto, temos que coordenar a utilização das isotopias ψ1

k, ψ
2
k, ψ

1
k+1 e ψ2

k+1

na deformação de Σi
t, para t naquela interseção. Para resolver este prob-

lema, vamos deformar Σi
t usando até duas das quatro isotopias mencionadas

simultâneamente. Explicaremos agora como efetuar a escolha das isotopias
em cada intervalo Ik.

Pela propriedade dos pares de CO, podemos escolher α1, β1 ∈ {1, 2} tais

que Uα1
1 ∩U

β1
2 = ∅. Suponha, sem perda de generalidade, que α1 = β1 = 1.

Defina

J1 = I1, ϕ1 = ψ1
1 e V1 = U1

1 ,

ϕ2 = ψ1
2 e V2 = U1

2 .

Vamos usar ϕ1 para deformar todas as fatias Σi
t com t ∈ J1. Também

usaremos ϕ2 para deformar as Σi
t com t ∈ J1 ∩ I2. Pela escolha de ϕ1 e ϕ2,

essas isotopias têm suportes em domı́nios disjuntos. A isotopia ψ2
1 não será

usada, já ψ2
2 pode vir a ser usada nos próximos passos.

Aplique novamente a propriedade do pares de CO para obter α2, β2 ∈
{1, 2} com Uα2

2 ∩ U
β2
3 = ∅. Temos duas possibilidades: α2 = 1 ou α2 = 2.

No primeiro caso, definimos

J2 = I2,

ϕ3 = ψβ23 e V3 = Uβ23 .

Com isto, ψ2
2 não será utilizada no argumento. Todas as Σi

t com t ∈ J2 serão
deformadas por ϕ2, e aquelas com t ∈ J2∩ I3 também serão deformadas por
ϕ3. Se α2 = 2, escolhemos intervalos abertos J2, J3 ⊂ I2, tais que

J2 ∪ J3 = I2, J1 ∩ J2 6= ∅ e (J2 ∩ J3) ∩ (J1 ∪ I3) = ∅.

Além disso, defina

ϕ3 = ψ2
2 e V3 = U2

2 ,

ϕ4 = ψβ23 e V4 = Uβ23 .

Neste caso, todas as Σi
t com t ∈ J2∩J3 serão deformadas por ambas isotopias

ϕ2 e ϕ3, as quais são suportadas em domı́nios disjuntos. E as Σi
t com

t ∈ J3 ∩ I3 serão deformadas por ϕ3 e ϕ4.
Indutivamente, obtemos:

• uma cobertura {J1, . . . , JR} de Ki, a qual é um refinamento de
{I1, . . . , I`},
• conjuntos abertos V1, . . . , VR entre os U jk , e

• isotopias ϕ1, . . . , ϕR entre as ψjk,

tais que

(A) Ki ⊂ J1 ∪ . . . ∪ JR,
(B) Jk ∩ Jm 6= ∅ e k 6= m implica |k −m| = 1 e dist(Vk, Vm) > 0,
(C) ϕk é suportada em Vk
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(D) para todo s ∈ [0, 1] e τ ∈ Jk, temos

H2(ϕk(Σ
i
τ , s)) ≤ H2(Σi

τ ) +
1

4L
,

e

H2(ϕk(Σ
i
τ , 1)) ≤ H2(Σi

τ )− 1

2L
.

Escolha funções ηk : R→ [0, 1] de classe C∞, k ∈ {1, . . . , R}, tais que

• ηk é suportada em Jk, e
• para todo t ∈ Ki, existe k ∈ {1, . . . , R} tal que ηk(t) = 1.

Para todo s ∈ [0, 1] e t ∈ I, defina

ψ(·, s; t) = ϕR(·, sηR(t)) ◦ · · · ◦ ϕ1(·, sη1(t)).

Observe que {ψ(·, s; t)}s∈[0,1] ∈ Is, para todo t ∈ I, e ψ(·, 1; t) é suave em

M × I. Logo, Γit é definida por ψ(Σi
t, 1; t), então {Γit} ∈ Λ. Observe que Σi

t

é deformada apenas pelas ϕk para as quais ηk(t) 6= 0.
Para finalizar a prova da afirmação, verifiquemos que

(25) sup{H2(Γit) : t ∈ I} ≤ max{sup{H2(Σi
t) : t ∈ I} − 1

4L
,W − 1

2L
}.

Observe que se t /∈ Ki, então H2(Σi
t) < W − L−1 e t pertence a no máximo

dois dos subconjuntos Jk. Pela primeira estimativa em (D), temos:

H2(Γit) ≤W −
1

L
+

2

4L
= W − 1

2L
.

E se t ∈ Ki, como um dos ηk(t) = 1, temos

H2(Γit) ≤ H2(Σi
t)−

1

2L
+

1

4L
≤ sup{H2(Σi

t) : t ∈ I} − 1

4L
.

Como {{Σi
t}t}i é sequência minimizante, para i suficientemente grande, o

lado direto da desigualdade (25) é estritamente menor que W . O que con-
tradiz a definição de W e prova a afirmação feita no ińıcio desta demon-
stração.

Resumindo, temos uma sequência min-max {Σi} de S com H2(Σi) ≥
W−1/i e tal que, para todo par (U1, U2) de CO, Σi é 1/i-quase minimizante
em pelo menos um dos U j , j = 1, 2.

Por outro lado, observe que se r > 0 é suficientemente pequeno, U1 =
Br(x) e U2 = M \ B5r(x), então (U1, U2) ∈ CO, para todo x ∈ M . De
fato, dist(U1, U2) = 4r e diam(U1) = 2r. Em particular, Σi é (1/i)-quase
minimizante em Br(x) ou em M \ B5r(x). Vamos analisar dois casos. No
primeiro, supomos que existe r > 0 pequeno e N ⊂ N infinito tais que

(26) Σi é (1/i)-quase minimizante em Br(x),

para todo i ∈ N e x ∈ M . Neste caso, a proposição está provada, pois a
função constante igual a r satisfaz o enunciado.
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Resta analizar o caso em que: para todo j ∈ N, existe i(j) ∈ N tal que,
para todo i ≥ i(j),

Σi é (1/i)-quase minimizante em M \B5/j(x
i
j),

para algum xij ∈M . Aplicando um argumento diagonal e de subsequências,

escolhemos I,J ⊂ N infinitos tais que xij tende a xj ∈ M , quando i → ∞
com i ∈ I, e xj → x∞ ∈ M , quando j → ∞ com j ∈ J . Neste caso, para
todo r > 0 pequeno, e i ∈ I grande, temos

Σi é (1/i)-quase minimizante em M \Br(x∞).

Neste caso, defina r(x) = dist(x, x∞), para todo x ∈M \{x∞}, e r(x∞) > 0
pequeno. Todo anel em M de centro x, raio interior positivo e raio exterior
menor que r(x), não passa por x∞. Isto encerra a prova da proposição. �

4. Regularidade

Nesta seção, discutimos brevemente a teoria de regularidade de varifolds
estacionários em M que são limites de sequências quase minimizantes em
anéis pequenos. Dentre os ingredientes usados neste argumento, destacamos
as estimativas de curvatura de Schoen para superf́ıcies mı́nimas estáveis,
[27]. Vimos que superf́ıcies mı́nimas são pontos cŕıticos do funcional área.
Uma superf́ıcie mı́nima é dita estável em um aberto U se a segunda derivada
da área é não negativa para todo campo variacional suportado em U . Uma
consequência das estimativas de curvatura de Schoen é que para toda sequência
de superf́ıcies mı́nimas estáveis em U , existe uma subsequência que converge
a uma superf́ıcie mı́nima estável.

Pelo que vimos nas seções anteriores, sabemos que toda sequência min-
imizante de sweepouts tem um limite min-max V = limj→∞Σj com essas
propriedades, onde {Σj}j é uma sequência min-max. Isto segue da aplicação
da Proposição 3.3 para a sequência minimizante da Proposição 2.3. Como
cada fatia Σj tem um número finito, uniformemente controlado em j, de
pontos singulares, é posśıvel extrair uma subsequência de modo que as Σj

são suaves em anéis pequenos.
Mostraremos como usar as Σj para construir superf́ıcies de comparação

para V em cada anel pequeno, e como usar tais superf́ıcies para obter pro-
priedades de regularidade de V .

A fim de explicar a construção das superf́ıcies de comparação, sejam
U ⊂M um aberto fixo e V = limj→∞Σj o varifold limite de uma sequência
{Σj}j de fatias que satisfazem:

(i) Σj é 1/j-quase minimizante em U ,
(ii) Σj é suave em U , e

(iii) V é estacionário em M .

Podemos assumir que U é um anel pequeno em M e que as propriedades (i)
e (ii) acima também são válidas em anéis U ′ um pouco maiores que U .
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Fixado j ∈ N, considere o conjunto de isotopias de M , suportadas em
U e que não fazem a área de Σj crescer mais que 1/8j; i.e.,

Isj(Σj , U) = {ψ ∈ Is(U) : H2(ψ(Σj , s)) ≤ H2(Σj)+
1

8j
, para todo s ∈ [0, 1]}.

Seja Σj,k = ψk(Σj , 1), k ∈ N, uma sequência que minimiza a áreaH2(ψ(Σj , 1)),
dentre as isotopias ψ ∈ Isj(Σj , U). Suponha, a menos de subsequência, que
Σj,k → Vj como varifolds, quando k →∞. Esta construção e a propriedade
quase minimizante implicam que Vj cumpre:

• Vj ∩ (M \ U) = Σj ∩ (M \ U),
• ||Vj ||(M) ≥ H2(Σj)− 1/j, e
• Vj ∩ U é supef́ıcie mı́nima, suave, estável e mergulhada.

A regularidade das Vj ∩ U será discutida adiante.

Um limite da forma Ṽ = limj→ Vj , depois de uma posśıvel passagem à
subsequência, é um varifold em M que satizfaz:

(I) Ṽ é estacionário em M ,

(II) Ṽ ∩ (M \ U) = V ∩ (M \ U),

(III) ||Ṽ ||(M) = ||V ||(M),

(IV) Ṽ ∩ U é superf́ıcie mı́nima suave, estável e mergulhada.

Neste caso, dizemos que Ṽ é uma superf́ıcie de comparação para V em U .
O fato (IV), é consequência da propriedade análoga dos Vj e das estimativas
de curvatura de Schoen para superf́ıcies mı́nimas estáveis. Para verificar que
Ṽ é estacionário em M , observamos que ele é estacionário no complemento
de U , por coincidir com V em M \ U , e em anéis U ′ um pouco maiores que
U , pela propriedade quase minimizante da sequência Σj em U ′.

Observe que, pela construção, Ṽ também é limite de uma sequência
{Σj,kj}j quase minimizante em U . Portanto, podemos repetir o processo

acima para obter superf́ıcies de comparação para Ṽ .
Em seguida, mostramos como usar as superf́ıcies de comparação para

extrair propriedades de regularidade do varifold V . Mais precisamente,
mostramos que V é um varifold retificável de multiplicidade inteira. Para
este fim, introduzimos as noções de densidade e cones tangentes. Em geral,
varifolds estacionários podem estar longe de ser superf́ıcies mı́nimas suave.
Por outro lado, estes objetos têm várias propriedades similares, como uma
propriedade de monotonicidade e o prinćıpio do máximo. No caso de vari-
folds em uma variedade Riemanniana M3, temos:

Proposição 4.1. Se r > 0 é pequeno, existe C = C(r) > 0 tal que: se
V é estacionário em M , x ∈M e 0 < s < t < r, então

||V ||(Bs(x))

πs2
≤ C ||V ||(Bt(x))

πt2
.

Além disso, C(r)→ 1, quando r → 0.
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Em particular, a proposição anterior garante que existe o limite

(27) Θ(x, V ) = lim
r→0

||V ||(Br(x))

πr2
,

o qual é chamado de densidade de V em x. A fim de mostrar que o varifold
estacionário V é retificável, é suficiente verificar que Θ(x, V ) > 0, para ||V ||-
q.t.p. x ∈M , ver Teorema 42.4 em [25]. Seja r0 = r0(M) > 0 tal que toda
bola Br(x), com 0 < r < r0, é estritamente convexa. Suponha ainda que a
Proposição 4.1 aplica-se a r0.

Proposição 4.2. Se V é um varifold estacionário em M , x ∈ spt(V ) e

s > 0 são tais que 4s < r0 e existe uma superf́ıcie de comparação Ṽ para V
no anel A(x; s, 2s), então Θ(x, V ) ≥ (4C(r0))−1.

Prova. Observamos que existe y ∈ Ṽ ∩ A(x; s, 2s). Se não houvesse,
encontraŕıamos um varifold não nulo suportado em Br0(x). Como todas
as bolas Br(x), com r < r0 são estritamente convexas, a existência deste
varifold contradiz o prinćıpio do máximo.

Portanto, observando que para y ∈ Ṽ ∩ A(x; s, 2s), temos a inclusão
B2s(y) ⊂ B4s(x), usando a propriedade (III) da superf́ıcie de comparação, e
aplicando a Proposição 4.1, temos

||V ||(B4s(x))

π(4s)2
=
||Ṽ ||(B4s(x))

16πs2
≥ ||Ṽ ||(B2s(y))

16πs2
≥ 1

4C
,

onde a última desigualdade é consequência da regularidade de Ṽ ∩A(x; s, 2s)

e que isto implica que a densidade Θ(y, Ṽ ) ≥ 1. �

Com isto, sabemos que um varifold que admite superf́ıcies de comparação
em anéis pequenos é retificável. O próximo passo é que para todo x ∈ spt(V ),
todo cone tangente a V em x é um múltiplo inteiro de um plano.

Suponha que M está isometricamente mergulhada em RL. Usamos Dx
ρ

para denotar a aplicação que consiste em transladar x para a origem e depois
multiplicar por ρ−1 em RL.

Definimos os cones tangentes a V em x como sendo os posśıveis limites
da forma C = limn→∞ V

x
ρn , onde ρn → 0 e V x

ρn = (Dx
ρn)#V . É fato que todo

cone tangente a um varifold estacionário é um cone Euclideano estacionário.

Proposição 4.3. Seja V um varifold estacionário em M e x ∈ spt(V ).
Suponha que para todo s > 0 suficientemente pequeno, existe uma superf́ıcie
de comparação Ṽs para V no anel A(x; s, 3s). Então, todo cone tangente a
V em x é um múltiplo inteiro de um plano.

Prova. Seja C = limn→∞ V
x
ρn um cone tangente a V em x. Para todo

n ∈ N grande, existe superf́ıcie de comparação Ṽρn para V em A(x; ρn, 3ρn).

As propriedades de Ṽρn implicam que Ṽ x
ρn = (Dx

ρn)#Ṽρn satisfaz:

• Ṽ x
ρn é estacionário em Dx

ρn(M),

• Ṽ x
ρn = V x

ρn em (Dx
ρn)(A(x; ρn, 3ρn)),
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• para todo ρ ∈ (0, 1) ∪ (3, 4), temos

||Ṽ x
ρn ||(D

x
ρn(Bρ(x))) = ||V x

ρn ||(D
x
ρn(Bρ(x))), e

• Ṽ x
ρn ∩ (Dx

ρn)(A(x; ρn, 3ρn)) é mı́nima estável e mergulhada.

A menos de passagem a uma subsequência, podemos supor que Ṽ x
ρn →

C ′. Observe que C ′ e C estão contidos em uma cópia de R3, proveniente do
limite Dx

ρn(M)→ R3. Usamos Bρ para denotar a bola Euclideana de raio ρ

centrada na origem de R3. O limite C ′ tem as seguintes propriedades:

(a) C ′ é estacionário em R3,
(b) C ′ = C em B1 ∪ A(0; 3, 4), onde A(0; 3, 4) = B4 \B3,
(c) para todo ρ ∈ (0, 1) ∪ (3, 4), temos ||C ′||(Bρ) = ||C||(Bρ), e
(d) C ′ ∩ A(0; 3, 4) é uma superf́ıcie mı́nima estável e mergulhada.

Usando (c) e que C é cone, temos que

||C ′||(Bρ)
πρ2

=
||C||(Bρ)
πρ2

é constante para ρ ∈ (0, 1) ∪ (3, 4). Logo, temos igualdade na fórmula de
monotonicidade do varifold estacionário C ′, o que implica que C ′ também é
cone. Em particular, por (d), C ′∩A(0; 3, 4) é um cone mı́nimo mergulhado.
Donde segue que C ′ é suportado em um plano que passa pela origem. Por
(b), o mesmo ocorre com C, o que conclui a prova. �

Em particular, vemos que o varifold estacionário retificável V do exemplo
3.2, uma união de planos transversais em R3, não admite superf́ıcies de
comparação em todo anel pequeno, logo, não é limite de uma sequência
quase minimizante em anéis pequenos de M . Isto segue da Proposição 4.3,
pois os cones tangentes àquele V em pontos pertencentes à interseção dos
planos é o próprio V .

A conclusão da prova da regularidade do suporte de um varifold esta-
cionário que admite superf́ıcies de comparação em anéis pequenos usa o fato
que observamos anteriormente que diz que: superf́ıcies de comparação para
V também admitem superf́ıcies de comparação em anéis pequenos. Para
mais detalhes, veja a Proposição 6.3 em [4].

Finalmente, voltamos à discussão sobre a regularidade das Vj∩U usadas
na construção das superf́ıcies de comparação. Esta parte também usa um
processo iterativo de construção de superf́ıcies de comparação. Lembre-
se que Vj = limk Σj,k, onde {Σj,k}k é uma sequência que minimiza área
entre as superf́ıcies que são isotópicas a Σj ao longo de um caminho de
superf́ıcies com áreas menores ou iguais a H2(Σj)+1/8j. A fim de construir
superf́ıcies de comparação para Vj em anéis pequenos em U , observa-se
que: para todo x ∈ U , existe ε > 0 tal que, para todo k grande, se ϕ ∈
Is(Bε(x)) e H2(ϕ(Σj.k, 1)) ≤ H2(Σj,k), então existe ψ ∈ Isj(Σj,k, Bε(x))
com ψ(·, 1) = ϕ(·, 1). Sendo assim, para todo anel An de centro x e contido
em Bε(x), consideramos uma sequência {ϕ`(Σj,k, 1)}` que minimiza área
dentre as superf́ıcies ϕ(Σj,k, 1), com ϕ ∈ Is(An). Suponha, a menos de
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subsequências, que ϕ`(Σj,k, 1)→Wj,k e Wj,k →Wj . Neste caso, afirmamos
que Wj é uma superf́ıcie de comparação para Vj em An. A propriedade de
conservação da massa em M usa a observação feita sobre a possibilidade de
escolher ϕ` ∈ Isj(Σj,k, Bε(x)). Por Meeks-Simon-Yau [19], cada Wj,k ∩ An
é uma superf́ıcie mı́nima estável e mergulhada. E a regularidade de Wj∩An
segue das estimativas de curvatura de Schoen.



CAPÍTULO 4

Existência de infinitas hipersuperf́ıcies mı́nimas

No caṕıtulo 3, vimos que toda variedade Riemanniana tridimensional
fechada admite superf́ıcie mı́nima suave, fechada e mergulhada. Para tanto,
apresentamos a abordagem suave da teoria min-max.

Neste caṕıtulo, apresentamos alguns elementos da teoria min-max de
Almgren e Pitts, a qual pode ser aplicada em variedades fechadas (Mn+1, g)
de dimensão qualquer para produzir hipersuperf́ıcies mı́nimas, fechadas e
mergulhadas, que são suave a menos de um conjunto pequeno. Neste caso, os
sweepouts são famı́lias a um parâmetro de flat chains módulo 2 de dimensão
n e sem bordo em M . Usamos Zn(M ;Z2) para denotar o conjunto dessas
posśıveis fatias. Na Seção 1, fazemos uma breve exposição sobre os objetos
do espaço Zn(M ;Z2).

Vimos nos caṕıtulos anteriores que a aplicação da teoria min-max está
ligada a existência de um sweepout não homotópico a um caminho constante.
No caso da teoria min-max de Almgren e Pitts, isto será posśıvel graças ao
isomorfismo de Almgren, o qual garante que

π1(Zn(M ;Z2)) ' Hn+1(M ;Z2) ' Z2.

Em 1982, Shing-Tung Yau conjecturou que toda variedade Riemanniana
tridimensional fechada tem infinitas superf́ıcies mı́nimas imersas fechadas.
Explorando a estrutura do anel de cohomologia do espaço Zn(M ;Z2), Codá
Marques e Neves mostraram a existência de uma infinidade de hipersu-
perf́ıcies mı́nimas fechadas e mergulhadas em varidades Riemannianas com-
pactas de curvatura de Ricci positiva, dando uma resposta parcial à pergunta
de Yau. O presente caṕıtulo é dedicado a apresentação deste resultado.

Ao longo deste caṕıtulo, será conveniente utilizar ciclos com coeficientes
em Z2 = {0̄, 1̄}. Além disso, usaremos espaços de parâmetros mais gerais;
X subcomplexo cúbico de Im = [0, 1]m, para algum m ∈ N.

Na Seção 2, descrevemos os objetos básicos das teorias de homologia e
cohomologia singular e enunciamos o resultado sobre a estrutura do anel
de cohomologia do espaço Zn(M ;Z2). Nas seções seguintes, apresentamos
os elementos da prova do teorema de existência de infinitas hipersuperf́ıcies
mı́nimas mencionado acima, o qual será provado na Seção 6. Alguns objetos
da parte mais técnica da teoria min-max de Almgren e Pitts serão omitidos
a fim de apresentar as ideias envolvidas na demonstração com mais clareza.
O teorema min-max geral, equivalente ao Teorema 1.9 da teoria suave, será
apresentado sem demonstração na Seção 4.

40
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1. Flat chains mod 2

Nesta seção, apresentaremos os espaços Ik(M ;Z2) das flat chains módulo
2 de dimensão k, e Zk(M ;Z2) dos elementos A ∈ Ik(M ;Z2) com ∂A = 0.
De modo similar àquele da seção sobre varifolds, apresentamos aqui outro
tipo de objeto que generaliza a ideia de subvariedades de dimensão k. No
contexto da teoria min-max, trabalhar com flat chains tem a vantagem de
que o operador de bordo permite a criação de uma teoria de homologia que
garante a existência de classes de sweepouts não triviais. Por outro lado,
trabalhar com flat chains tem a desvantagem de que o volume de dimensão
k é apenas semi-cont́ınuo inferiormente na topologia usual deste espaço.
Por isso, a teoria usa sweepouts cujas fatias são flat chains e os limite min-
max são varifolds. A fim de apresentar as flat chains, faremos uma breve
discussão sobre a teoria de correntes no espaço Euclideano RL.

A noção de correntes de dimensão k em RL é o análogo para k-formas
diferenciais das distribuições de Schwartz para funções. Para o propósito
destas notas, é útil pensar em uma corrente de dimensão k, ou simplesmente
uma k-corrente, como uma subvariedade Lipschitz orientada de dimensão k.

A definição geral diz que uma k-corrente é um funcional linear cont́ınuo
no espaço Ωk

c (RL) das k-formas diferenciais de suporte compacto em RL, o
qual é equipado com a sua topologia localmente convexa usual, caracterizada
pelo fato de que ωi → ω se:

• em coordenadas Euclideanas, ωi =
∑

α a
(i)
α dxα, ω =

∑
α aαdx

α,
onde dxα = dxα1∧· · ·∧dxαk , para cada k-upla de números naturais
α = (α1, . . . , αk) com α1 < . . . < αk,

• existe K ⊂ RL compacto tal que spt(a
(i)
α ), spt(aα) ⊂ K

• limi→∞D
βa

(i)
α = Dβaα, para todo α e todo multi-́ındice β.

Exemplo 1.1. Seja Σk ⊂ RL uma subvariedade orientada, de dimensão
k e tal queHk(C∩Σ) <∞ para todo compacto C ⊂ RL. Podemos considerar
o funcional linear induzido por integração de k-formas em Σ: [|Σ|](ω) =

∫
Σ ω,

para toda ω ∈ Ωk
c (RL). [|Σ|] é uma k-corrente.

A uma k-corrente qualquer em RL, associamos noções de suporte, bordo
e volume de dimensão k. Seja T uma k-corrente. O suporte de T , denotado
por spt(T ), é o menor subconjunto fechado de RL para o qual T (ω) = 0, para
toda ω ∈ Ωk

c (RL) suportada fora de spt(T ). O bordo de T é a (k−1)-corrente
definida por ∂T (ω) = T (dω), onde d denota a derivada exterior usual de
formas diferenciais. Pelo Teorema de Stokes, temos que ∂[|Σ|] = [|∂Σ|],
para qualquer subvariedade com bordo Σ ⊂ RL, como no exemplo 1.1.

A quantidade que generaliza o volume de dimensão k é chamada massa
de T . Para cada aberto W ⊂ RL, definimos a massa de T em W por

(28) ||T ||(W ) = sup{T (ω) : ω ∈ Ωk
c (RL), spt(ω) ⊂W e |ω| ≤ 1},

onde |ω| é o valor máximo de 〈ω(x), ω(x)〉1/2, para x ∈ RL. Usamos 〈·, ·〉
para denotar as extensões do produto interno canônico de RL aos espaços
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dos vetores e covetores de dimensões quaisquer; se {e1, . . . , eL} é uma base
ortonormal de RL e {e1, . . . , eL} sua base dual, então

{ei1 ∧ · · · ∧ eik}1≤i1<i2<...<ik≤L
é base ortonormal para o espaço dos k-vetores, e

{ei1 ∧ · · · ∧ eik}1≤i1<i2<...<ik≤L
é base ortonormal de covetores de dimensão k. Também usamos 〈ω, v〉 para
denotar o emparelhamento natural de um k-vetor v e um k-covetor ω. A
massa total da corrente T , ||T ||(RL), é denotada por M(T ).

Generalizando o exemplo 1.1, temos a seguinte definição.

Definição 1.2. Uma k-corrente T é dita retificável se

(29) T (ω) =

∫
Σ
〈ω, η〉dHk,

para toda ω ∈ Ωk
c (RL), onde

(i) Σ ⊂ RL é um compacto, Hk-mensurável e k-retificável (pode ser
coberto por uma quantidade enumerável de cartas Lipschitz), e

(ii) η é uma aplicação (HkxΣ)-integrável no espaço dos k-vetores, tal
que, para Hk-q.t.p. x ∈ Σ, η(x) = τ1 ∧ · · · ∧ τk é simples, |η(x)| é
inteiro e o espaço tangente de Σ em x é associado a η(x).

No caso de correntes retificáveis, o conjunto Σ em (i) coincide com o
suporte de T . A função η(x)/|η(x)|, que associa um k-vetor simples unitário
a Hk-q.t.p. x ∈ Σ, fornece uma orientação de TxΣ. O quantidade |η(x)| é
chamada multiplicidade de T em x. Sendo assim, a cada corrente retificável,
podemos associar um varifold retificável de multiplicidade inteira; basta es-
quecer a orientação. Em outras palavras, associado a T , temos o varifold
|T | = V(Σ, |η|). Lembre a notação introduzida na Seção 2.

Em seguida, consideramos um espaço um pouco maior de k-correntes.
Flat chains inteiras em RL são k-correntes da forma T = R+ ∂S, onde R é
k-corrente retificável e S é (k+ 1)-corrente retificável. Observe que o bordo
de uma flat chain inteira de dimensão k é uma flat chain inteira de dimensão
(k − 1). Usamos Fk(RL) para denotar o espaço das flat chains inteiras de
dimensão k em RL.

Consideramos o espaço de correntes Fk(RL) munido da topologia flat,
a qual é definida por meio de uma famı́lia de métricas FC , com ı́ndices
C ⊂ RL subconjuntos compactos. Fixado C e dadas T1, T2 ∈ Fk(RL) com
suportes contidos em C, definimos a métrica flat por FC(T1 − T2), onde
FC(T ) é o ı́nfimo dos valores M(R) +M(S), com T = R+∂S, R k-corrente
retificável e S (k + 1)-corrente retificável, ambas suportadas em C. Em
particular, Ti → T na topologia flat se, e somente se, FC(Ti, T ) → 0 para
todo compacto C ⊂ RL.

Exemplo 1.3. Sejam I o varifold induzido por um segmento de reta
unitário em R2 e Ti uma sequência de 1-correntes dadas por bordos Ti = ∂Si,
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Figure 1. Convergência na topologia flat e o fenômeno do
cancelamento de massa.

onde spt(I) ⊂ int(spt(Si)), para todo i, e M(Si) = H2(Si) → 0. Veja a
figura 1. Em particular, temos que FC(Ti) ≤ M(Si), para todo compacto
C ⊂ RL que contém os suportes das Si. Isto mostra que Ti converge na
topologia flat para a corrente nula.

Por outro lado, os varifolds induzidos |Ti| satizfazem

|Ti|(φ) =

∫
Ti

φ(x, Tx(Ti))dH1(x)→ 2

∫
I
φ(x, TxI)dH1(x),

quando i → ∞, para toda φ ∈ Cc(G1(R2)). Portanto, |Ti| converge como
varifold para 2I = V(I, 2).

O exemplo acima ilustra o fenômeno do cancelamento de massa para uma
sequência de correntes que converge na topologia flat. Em geral, a massa
é apenas semi-cont́ınua inferiormente nesta topologia; i.e., se F(Ti, T )→ 0,
então para todo aberto W temos ||T ||(W ) ≤ lim infi→∞ ||Ti||(W ).

A fim de introduzir as flat chains módulo 2, consideramos a seguinte
variante da métrica flat FC . Para cada T ∈ Fk(RL) suportada em C, defina

(30) F2
C(T ) = inf

R,S,Q
{M(R) + M(S) : T = R+ ∂S + 2Q},

ondeR e S são correntes retificáveis de dimensões apropriadas eQ ∈ Fk(RL),
todas suportadas em C. Com isto, estamos forçando F2

C(2T ) = 0, para toda
T ∈ Fk(RL) com spt(T ) ⊂ C.

Definição 1.4. Sejam T1 e T2 flat chains inteiras. Dizemos que T1 e T2

são congruentes módulo 2, e escrevemos T1 ≡ T2 mod 2, se F2
C(T1−T2) = 0,

para algum subconjunto compacto C ⊂ RL.
As classes de equivalência de elementos de Fk(RL) são chamadas flat

chains módulo 2 de dimensão k em RL.

Como no caso de correntes, flat chains módulo 2 também admitem
noções de suporte, bordo e massa. Definimos o suporte spt2(T ) de uma
flat chain mod 2 como sendo

spt2(T ) =
⋂
{spt(R) : R ≡ T mod 2}.

Observe que se T1 ≡ T2 mod 2, então ∂T1 ≡ ∂T2 mod 2. Isto pode
ser visto como uma consequência imediata do fato de que F(∂T ) ≤ F(T ).
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Definimos o bordo de uma flat chain mod 2, T , como a classe de congruência
mod 2, ∂T , de qualquer flat chain inteira que represente T .

Toda corrente retificável R pode ser expressa como uma soma R̃ + 2Q,
onde R̃ e Q são correntes retificáveis e R̃ tem multiplicidade 1 em quase todo
ponto do seu suporte. Neste caso, a massa da flat chain mod 2 associada a R,
denotada por M2(R), será a massa da corrente R̃. Em geral, a massa de uma
flat chain mod 2, T , é o menor valor M2(T ) para o qual é posśıvel aproximar
T , com respeito a F2, por correntes retificáveis com massas tendendo a
M2(T ). Mais precisamente, para todo ε > 0, existem C ⊂ RL compacto e
R corrente retificável suportada em C com

F2
C(T −R) < ε e M(R) < M2(T ) + ε.

Se Mn+1 é uma variedade Riemanniana compacta e orientada, consid-
eramos M isometricamente mergulhada em algum espaço Euclideano RL.
Então, usamos Ik(M ;Z2) para denotar o espaço das flat chains mod 2 de
dimensão k de RL com suporte contido em M . Denotamos por Zk(M ;Z2)
o espaço das flat chains mod 2 T ∈ Ik(M ;Z2) com ∂T = 0.

Fixe C ⊂ RL compacto tal que M está contida no interior de C. Usamos
F2 para denotar a métrica flat F2

C . Assumimos ao longo dessas notas que
os espaços Ik(M ;Z2) e Zk(M ;Z2) têm a topologia induzida por F2.

Já vimos como associar um varifold inteiro a cada k-corrente retificável
com suporte em M . Em seguida, consideramos varifolds induzidos por flat
chains mod 2. Dada T ∈ Ik(M ;Z2) de massa finita, consideramos sequência
Ri de correntes retificáveis que aproximam T em F2, e tais que M(Ri) →
M2(T ). A menos de subsequência,int |Ri| converge como varifold. O limite
só depende de T e será denotado por |T |. A massa de |T | é igual a M2(T ).

Na Seção 2 do Caṕıtulo 1, demos sentido à imagem de um varifold por
uma aplicação. De modo análogo, podemos considerar imagens de correntes
retificáveis e flat chains módulo 2. Seja Ψ : M →M uma aplicação de classe
C1. No caso de uma corrente retificável T , como na Definição 1.2, definimos
Ψ#T como a corrente retificável

Ψ#T (ω) =

∫
Ψ(Σ)
〈ω(y), η̃(y)〉dHk(y),

onde
η̃(y) =

∑
x∈Ψ−1(y)∩Σ+

dΨx(η(x)),

e Σ+ denota o subconjunto de Σ onde o determinante Jacobiano da difer-
encial dΨx restrita a TxΣ é positivo. Observe que, em todo y ∈ Ψ(Σ) onde
TyΨ(Σ) existe, cada parcela de η̃(y) é um múltiplo inteiro, possivelmente
negativo, de um k-vetor simples e unitário associado a TyΨ(Σ).

De modo análogo, podemos definir a imagem de uma flat chain inteira
T = R + ∂S pela aplicação Ψ por Ψ#T = Ψ#R + ∂(Ψ#S). Observe que
estas definições também fazem sentido se Ψ é apenas Lipschitz. Além disso,

F2(Ψ#T ) ≤ max{Lip(Ψ)k,Lip(Ψ)k+1}F2(T ).
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Portanto, se T1 ≡ T2 mod 2, então Ψ#T1 ≡ Ψ#T2 mod 2. Isto nos permite
fazer a seguinte definição: a imagem de uma flat chian mod 2, T , pela
aplicação Ψ é a classe de congruência mod 2, Ψ#T , de qualquer flat chain
inteira em T .

2. Topologia do espaço Zn(M ;Z2)

Nesta seção, apresentamos duas propriedades topológicas do espaço das
flat chains mod 2, Zn(M ;Z2). A primeira, Lema 2.1, é uma propriedade
das bolas de raio suficientemente pequenos na métrica flat. A segunda é o
Teorema 2.2, que descreve o anel de cohomologia de Zn(M ;Z2).

Lema 2.1. Existe ε = ε(M) > 0 tal que toda aplicação cont́ınua na
topologia flat Ψ : S1 → Zn(M ;Z2) com imagem contida em uma bola de
raio ε é homotopicamente trivial.

A homotopia entre uma aplicação cont́ınua do ćırculo S1 com imagem
em uma bola de raio ε e uma aplicação constante pode ser considerada como
sendo suportada em uma bola concêntrica um pouco maior que a original;
de raio ηε, onde η = η(M) também é uma constante que só depende de
M . A prova deste lema será omitida nestas notas, ela utiliza resultados
de interpolação entre correntes próximas na topologia flat, Teorema 6.6 em
[2] e Teorema 14.1 em [17] para a versão deste resultado para aplicações
cont́ınuas na topologia da massa.

Em seguida, faremos uma breve introdução aos grupos de homologia e
cohomologia. Seja X um espaço topológico. Usamos ∆m para denotar o m-
simplexo padrão; o fecho convexo do conjunto {e0, e1, . . . , em} dos vetores da
base canônica do Rm+1. Se m = 0, ∆0 contém um único ponto. Existem m
faces de dimensão (m− 1) em ∆m, usamos [e0, . . . , êi, . . . , em] para denotar
a face correspondente ao fecho convexo do conjunto {e0, . . . , em} \ {ei}.

Seja Cm(X) o grupo abeliano livre gerado pelas aplicações cont́ınuas
σ : ∆m → X. Estas aplicações são chamadas de n-simplexos singulares.

Cada elemento de Cm(X) pode ser escrito como cm =
∑`

i=1 niσi, onde
ni ∈ Z e σi é m-simplexo singular.

A restrição de um m-simplexo a cada uma das faces que compõem o
bordo de ∆m induz um (m − 1)-simplexo. Esta observação pode ser usada
para definir o operador de bordo ∂ : Cm(X)→ Cm−1(X) pela expressão

∂σ =

m∑
i=1

(−1)iσ|e0,...,êi,...,em],

para cada m-simplexo. Este operador é um homomorfismo de grupos e
satisfaz a propriedade básica ∂ ◦ ∂ = 0.

Em seguida, consideramos dois subgrupos especiais de Cm(X), os ciclos

Zm(X) = {c ∈ Cm(X) : ∂c = 0},
e os bordos

Bm(X) = {cm ∈ Cm(X) : cm = ∂cm+1, para algum cm+1 ∈ Cm+1(X)}.
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Pela propriedade básica do operador de bordo, temos que Bm(X) é subgrupo
de Zm(X). Os grupos quociente Hm(X) = Zm(X)/Bm(X) são chamados
grupos de homologia de X.

Toda aplicação cont́ınua f : X → X ′ induz o homomorfismo f# :
Cm(X)→ Cm(X ′) definido por composição

f#

(∑̀
i=1

niσi

)
=
∑̀
i=1

ni(f ◦ σi).

Observamos que f# comuta com o operador de bordo, f# ◦ ∂ = ∂ ◦ f#. Em
particular, conclúımos que f#(Bm(X)) ⊂ Bm(X ′) e f#(Zm(X)) ⊂ Zm(X ′).
Portanto, toda aplicação cont́ınua f induz um homomorfismo entre os grupos
de homologia f∗ : Hm(X) → Hm(X ′). É um fato importante na teoria de
homologia que tal aplicação é invariante por homotopia; i.e., se f, g : X →
X ′ são homotópicas, então f∗ = g∗.

Em seguida, apresentamos alguns elementos da teoria de cohomologia
com coeficientes em Z2, a qual funciona como a dualização da teoria de
homologia.

Usamos Cm(X,Z2) para denotar o grupo abeliano livre gerado pelos
homomorfismo cm : Cm(X) → Z2. Substitúımos o operadore de bordo em
cada grau pelo seu dual δ : Cm(X;Z2)→ Cm+1(X;Z2); i.e.,

δcm(cm+1) = cm(∂cm+1).

É imediato verificar que δ ◦ δ = 0, o que nos permite considerar o quociente
Hm(X,Z2) do grupo de cociclos Zm(X,Z2) = {c ∈ Cm(X;Z2) : δc = 0},
pelo subgrupo dos bordos Bm(X,Z2) = δ(Cm+1(X,Z2)). Além disso, para
toda aplicação cont́ınua f : X → X ′, o homomorfismo induzida f# pode du-

alizado para f# : Cm(X ′;Z2)→ Cm(X;Z2) por f#(cm)(cm) = cm(f#(cm)).
Usando a comutatividade desta aplicação com o operador de cobordo, vemos
que ela induz um homomorfismo no ńıvel de cohomologia.

O último ingrediente que precisamos introduzir para dar a descrição
topológica de Zn(M ;Z2) é o produto cup, o qual induz uma estrutura de
anel graduado na união dos grupos de cohomologia. Dados α ∈ Cp(X,Z2) e
β ∈ Cq(X,Z2), definimos o produto cup entre α e β como sendo o elemento
α ^ β ∈ Cp+q(X,Z2) definido por

(α ^ β)

(∑̀
i=1

niσi

)
=
∑̀
i=1

niα
(
σi|[e0,...,ep]

)
β
(
σi|[ep,...,ep+q ]

)
mod 2.

Este produto relaciona-se com o operador de cobordo definido anteriormente
via δ(α ^ β) = (δα) ^ β + (−1)pα ^ (δβ). Em particular, segue-se que
se α e β são cociclos, então o produto entre eles é um novo cociclo. Além
disso, se α é cociclo, então δ(α ^ β) = (−1)pα ^ (δβ), o que mostra que
o produto entre um cociclo e um cobordo é um novo cobordo. O mesmo
ocorre na ordem inversa. Com isto, conclúımos que o produto cup pode ser
passado ao ńıvel de cohomologia Hp(X,Z2)×Hq(X,Z2)

^−→ Hp+q(X,Z2).
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Teorema 2.2. O anel de cohomologia de Zn(M ;Z2) com coeficientes
em Z2 tem único gerador λ̄ ∈ H1(Zn(M ;Z2), Z2), e o produto cup λ̄p de p
cópias de λ̄ é não nulo em Hp(Zn(M ;Z2),Z2), para todo p ≥ 1.

A prova deste resultado não será apresentada nestas notas. Ela é baseada
no isomorfismo encontrado por Almgren [2] entre o grupo π`(Zk(M ;Z2)) e
o grupo de homologia Hk+`(M,Z2).

Na prova do principal resultado deste caṕıtulo, Teorema 6.1, usamos a
seguinte propriedade fundamental do produto cup.

Proposição 2.3. Sejam α ∈ Hp(X;Z2) e β ∈ Hq(X;Z2) classes de
cohomologia e A e B subconjuntos de X. Sejam iA, iB e iA∪B as aplicações
de inclusão de A, B e A ∪B em X, respectivamente.

Com isto, temos que se (iA)∗α = 0 em Hp(A;Z2) e (iB)∗β = 0 em
Hq(B;Z2), então (iA∪B)∗(α ^ β) = 0 em Hp+q(A ∪B;Z2).

Para finalizar a seção, apresentamos o esboço da prova deste fato. Dizer
que (iA)∗α = 0 significa que um representante cp : Cp(X) → Z2 da classe
α satisfaz cp(σ), para todo σ ∈ Cp(A). Logo, se cp ∈ α e dq ∈ β, segue-se
que c ^ d : Cp+q(X)→ Z2 é nulo em toda combinação de (p+ q)-simplexos
suportados em um dos subconjuntos A ou B. Intuitivamente, como A e
B são abertos, todo simplexo com imagem em A ∪ B pode ser subdividido
em parcelas com imagens contidas em um dos subconjuntos. Portanto, o
produto c ^ d é nulo em Cp+q(A ∪B).

3. p-sweepouts

Nesta seção, generalizamos a noção de sweepouts a aplicações definidas
em espaços de parâmetros de dimensão qualquer que detectam diferentes
classes topológicas em Zn(M ;Z2). Os elementos dessas classes mais gerais
são chamados p-sweepouts.

Usamos Im = [0, 1]m para denotar o complexo cúbico formado por todas
as céluas da forma α1⊗· · ·⊗αm, com αi ∈ {[0], [1], [0, 1]}. Um subcomplexo
cúbico X de Im é um subconjunto dessas céluas com a propriedade que se
uma célula α ∈ X, então todas as faces de α também pertencem a X. Para
esta exposição, X pode ser pensado como um subconjunto de Im.

Intuitivamente, podemos pensar em um p-sweepout como uma aplicação
cont́ınua Φ : X → Zn(M ;Z2) definida em um subcomplexo cúbico de Im,
para algum m, e com a propriedade de que para todo {x1, . . . , xp} ⊂ M ,
existe θ ∈ X tal que {x1, . . . , xp} ⊂ Φ(θ).

Exemplo 3.1. Vimos anteriormente que o caminho de hipersuperf́ıcies
formado pelos ńıveis de uma função de Morse compõe um sweepout. Em
geral, também podemos usar uma função de Morse para construir p-sweepouts;
cada fatia será representada por uma união de no máximo p ńıveis da função.

Mais precisamente, seja f : Mn+1 → [0, 1] uma função de Morse. Para
cada (a0, a1, . . . , ap) ∈ Rp+1, considere o n-ciclo mod 2 Φ(a0, a1, . . . , ap)
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associado à flat chain inteira

(31) ∂{x ∈M : a0 + a1f(x) + . . .+ apf(x)p < 0}.
Observe que Φ(a0, a1, . . . , ap) = Φ(αa0, αa1, . . . , αap), para todo número real
α 6= 0. Logo, Φ é uma famı́lia de ciclos parametrizada pelo espaço projetivo
real RPp = Rp+1/(a ∼ αa). Usamos [a0 : a1 : . . . : ap] para denotar o
elemento de RPp correspondente a a = (a0, a1, . . . , ap).

Observe ainda que o suporte de Φ([a0 : a1 : . . . : ap]) está contido em até
p ńıveis de f . De fato, temos

spt Φ([a0 : a1 : . . . : ap]) ⊂ ∪pi=1{f = ci},
onde ci, i = 1, . . . , p, são as ráızes do polinômio P (c) = a0 +a1c+ . . .+apc

p.
No entanto, pode ser que nem todos os ńıveis {f = ci} estejam presentes
naquele suporte. Se ci é uma ráız de multiplicidade par de P (c), então os
valores assumidos por P têm todos o mesmo sinal para todo c 6= ci próximo
de ci. Caso tenhamos P (c) > 0, então é claro que {f = ci} não está no
bordo da região em que P (f(x)) < 0. Já se P (c) < 0, o ńıvel ci de f aparece
duas vezes no bordo acima: como bordo de {f < ci} e como bordo de
{f > ci}. As orientações induzidas em {f = ci} por estas duas regiões são
opostas, logo este ńıvel não aparece no suporte da corrente expressa em (31).
Portanto, o ńıvel {f = ci} não aparece no suporte de Φ([a0 : a1 : . . . : ap]).

A definição intuitiva de p-sweepout pode ser verificada facilmente; dado
{x1, . . . , xp} ⊂M , considere um polinômio a0 +a1c+ . . . apc

p cuja ráızes são
os valores f(xi). Sendo assim, segue-se que Φ([a0 : a1 : . . . : ap]) passa pelos
p pontos x1, . . . , xp.

A fim de introduzir a noção formal de p-sweepout usaremos o gerador
λ̄ ∈ H1(Zn(M ;Z2), Z2) do anel de cohomologia de Zn(M ;Z2). Lembre-se
que a noção de sweepout é a de um caminho γ : S1 → Zn(M ;Z2) que não é
homotópico a uma aplicação constante.

O isomorfismo de Almgren nos diz que π1(Zn(M ;Z2)) = Z2. Logo, exis-
tem apenas duas classes de homotopia de curvas γ : S1 → Zn(M ;Z2). Cada
classe de homotopia [γ], correnponde a uma única classe em H1(Zn(M ;Z2));
toda curva pode ser vista como um 1-simplexo singular. Além disso, o ho-
momorfismo de grupos assim definido π1(Zn(M ;Z2)) → H1(Zn(M ;Z2)), é
sobrejetivo e tem núcleo igual ao subgrupo dos comutadores. Como neste
caso o grupo fundamental é isomorfo a Z2, que é abeliano, conclúımos que
a aplicação acima é um isomorfismo.

O grupo de cohomologia H1(X,Z2), de um espaço topológico X, está
relacionado com o grupo Hom(H1(X),Z2) dos homomorfismos do grupo
H1(X) em Z2 via um homomorfismo

(32) h : H1(X,Z2)→ Hom(H1(X),Z2).

Toda [ϕ] ∈ H1(X,Z2) é a classe de um homomorfismo ϕ das cadeias C1(X)
em Z2, com δϕ = 0. Em particular, ϕ é zero nos bordos B1(X) ⊂ C1(X), o
que implica que a restrição de ϕ aos ciclos Z1(X) ⊂ C1(X) pode ser passada
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ao quociente H1(X) = Z1(X)/B1(X). Obtemos assim o homomorfismo
h([ϕ]) : H1(X) → Z2. Esta construção não é particular dos grupos de
cohomologia de grau 1, mas, neste caso, o fato de que o grupo de homologia
H0(X) é livre implica que h é isomorfismo. Para mais detalhes, ver o teorema
dos coeficientes universais, Teorema 3.2 de [14]. Além disso, a aplicação h
é natural, no sentido que dada uma aplicação cont́ınua γ : X → X ′, o
diagrama abaixo é comutativo

H1(X ′,Z2)

γ∗

��

h // Hom(H1(X ′),Z2)

(γ∗)∗

��
H1(X,Z2)

h // Hom(H1(X),Z2)

Se γ : S1 → Zn(M ;Z2) é um caminho qualquer, a naturalidade de h
fornece o diagrama comutativo

H1(Zn(M ;Z2),Z2)

γ∗

��

h // Hom(H1(Zn(M ;Z2)),Z2)

(γ∗)∗

��
H1(S1,Z2)

h // Hom(H1(S1),Z2)

em que todos os grupos representados são isomorfos a Z2 e os dois homomor-
fismos h são isomorfismos. Sendo assim, γ é não trivial homotopicamente
se, e somente se, γ∗ é a aplicação que leva a identidade de H1(S1) ' Z
na identidade de H1(Zn(M ;Z2)). Portanto, usando a comutatividade do
diagrama, conclúımos que as seguintes afirmações são equivalentes: γ é um
sweepout (não trivial homotopicamente), γ∗(λ̄) 6= 0, e λ̄(γ) 6= 0.

Definição 3.2. Seja X um subcomplexo cúbico de Im, para algum
m ∈ N. Uma aplicação cont́ınua na topologia flat Φ : X → Zn(M ;Z2) é um
p-sweepout se Φ∗(λ̄p) 6= 0.

A seguinte proposição pode ajudar na verificação de que uma aplicação
cont́ınua Φ : X → Zn(M ;Z2) é um p-sweepout.

Proposição 3.3. A aplicação cont́ınua Φ : X → Zn(M ;Z2) é um
p-sweepout se, e somente se, houver λ ∈ H1(X;Z2) tal que:

(i) para um caminho qualquer σ : S1 → X, temos que λ(σ) 6= 0 se, e
somente se, Φ ◦ σ é um sweepout, e

(ii) λp 6= 0 em Hp(X;Z2).

Prova. Observe que a condição (i) implica que λ(σ) 6= 0 se, e somente
se, Φ∗(λ̄)(σ) = λ̄(Φ ◦ σ) 6= 0. Nesta equivalência, estamos usando Φ∗(λ̄)
identificada com sua imagem via o isomorfismo h descrito anteriormente.
Em particular, como λ e Φ∗(λ̄) assumem valores em Z2, (i) equivale ao fato
de que λ = Φ∗(λ̄).
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Portanto, se Φ é um p-sweepout, é imediato que λ = Φ∗(λ̄) satisfaz as
propriedades (i) e (ii). Reciprocamente, se λ ∈ H1(X;Z2) satisfaz (i) e (ii),
então λ = Φ∗(λ̄) é consequência de (i). Aplicando (ii), Φ∗(λ̄p) = λp 6= 0. �

Exemplo 3.4. Vamos verificar que a aplicação

Φ : RPp → Zn(M ;Z2)

constrúıda no exemplo anterior a partir de uma função de Morse f em
Mn+1 é um p-sweepout. Para tanto, usaremos a Proposição 3.3. Seja λ ∈
H1(RPp;Z2) o gerador do anel de cohomologia de RPp. Conhecido o anel
de cohomologia de RPp, verifica-se que λp 6= 0; logo, a condição (ii) daquela
proposição é satisfeita.

De modo análogo à observação feita para λ̄, dada σ : S1 → RPp, sabemos
que λ(σ) 6= 0 se, e somente se, σ não é homotopicamente trivial em RPp.
Logo, a fim de verificar a propriedade (i), é suficiente verificar que se um
caminho σ : S1 → RPp não é homotópicamente trivial, então Φ ◦ σ é um
sweepout. De fato, como só existem duas classes de homotopia e σ não é
trivial, então σ é homotópica ao caminho σ0 : S1 → RPp definido por

σ0(cos θ, sin θ) = [cos (θ/2) : sin (θ/2) : 0 : . . . : 0],

para θ ∈ [0, 2π]. Em particular, Φ ◦ σ é homotópica a

Φ ◦ σ0(cos θ, sin θ) = ∂{f(x) < − cot (θ/2)},
o qual é o sweepout induzido pelos ńıveis da função de Morse f . Donde
conclúımos que Φ ◦ σ é um sweepout.

4. p-width

Nesta seção, introduzimos o conceito de p-width e apresentamos o teo-
rema de existência de hipersuperf́ıcies min-max associado.

Usamos Pp para denotar o espaço dos p-sweepouts Φ : X → Zn(M ;Z2),
para algum subcomplexo cúbico X de Im, para algum m ∈ N. Duas
aplicações em Pp podem ter domı́nios diferentes. A seguir, apresentamos
a noção de p-width estudada por Gromov, Guth, Codá Marques e Neves,
dentre outros autores.

Definição 4.1. A p-width de Mn+1 é definida por

ωp(M) = inf
Φ∈Pp

sup{M(Φ(x)) : x ∈ dmn(Φ)},

onde dmn(Φ) denota o domı́nio do p-sweepout Φ.

É imediato verificar que se Φ é um p-sweepout, então Φ é um q-sweepout
para todo q ≤ p. Em particular, temos

ω1(M) ≤ ω2(M) ≤ . . . ≤ ωp(M) ≤ ωp+1(M) ≤ . . .
Similarmente ao caso de sweepouts a um parâmetro, o teorema min-max

pode ser aplicado para cada classe de homotopia de p-sweepouts. Decom-
pomos Pp em classes de homotopia Π e usamos Dp para denotar o espaço
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dessas classes; cada Π ∈ Dp é um conjunto de p-sweepouts definidos no
mesmo domı́nio X = X(Π) e que são dois a dois homotópicos. Seguindo
esta terminologia, temos a seguinte versão do teorema min-max:

Teorema 4.2. Sejam Mn+1 uma variedade Riemanniana compacta de
dimensão n+ 1, com 2 ≤ n ≤ 6, e Π ∈ Dp uma classe de p-sweepouts de M .

Existe um varifold estacionário Σ cujo suporte é uma hipersuperf́ıcie
mı́nima suave, mergulhada e fechada, possivelmente desconexa e com mul-
tiplicidades, e tal que

||Σ||(M) = L(Π) = inf
Φ∈Π

sup{M(Φ(x)) : x ∈ dmn(Φ)}.

Este teorema foi provado por Pitts, dando continuidade ao trabalho de
Almgren, em dimensões n = 2, 3, 4, 5. Nestes casos, a afirmação sobre a
regularidade do varifold min-max Σ é baseada nas estimativas de curvatura
de Schoen, Simon e Yau [29] para hipersuperf́ıcies mı́nimas estáveis. As
estimativas de curvatura obtidas por Schoen e Simon [28] permitiram a
extensão do teorema para n ≥ 6. No caso n = 6, como no enunciado
acima, o suporte do limite min-max ainda é suave. Em dimensões n > 7, a
afirmação sobre a regularidade é que o conjunto singular do suporte de Σ
tem codimensão de Hausdorff pelo menos 7.

Observe que o teorema min-max diz que a width de cada classe Π ∈ Dp
pode ser realizada como o volume n-dimensional com multiplicidades de um
varifold estacionário, mas não é aplicado à p-width diretamente. Por outro
lado, temos:

ωp(M) = inf
Π∈Dp

L(Π).

Exemplo 4.3. Seja S3 a esfera Euclideana tridimensional. Temos:

ω1(S3) = ω2(S3) = ω3(S3) = ω4(S3) = 4π.

Pela relação de monotonicidade das p-widths, é suficiente mostrar que 4π ≤
ω1(S3) e ω4(S3) ≤ 4π. Com relação à primeira afirmação, a menos de uma
aplicação do teorema min-max, basta provar que toda superf́ıcie mı́nima
fechada Σ ⊂ S3 tem área H2(Σ) ≥ 4π. Para tanto, observamos que o cone
sobre Σ em R4, C(Σ) = {λx : x ∈ Σ e λ ≥ 0}, é um cone Euclideano
estacionário. Além disso, para todo R > 0, temos

H3(C(Σ) ∩BR)
4
3πR

3
=
H2(Σ)

4π
,

ondeBR denota a bola Euclideana de raioR centrada na origem de R4. A fim
de concluir este argumento, usaremos o seguinte fato: para todo p ∈ C(Σ)
o limite

Θ(C(Σ),∞, p) = lim
R→∞

H3(C(Σ) ∩BR(p))
4
3πR

3
,

existe e é independente de p. A existência é uma consequência da fórmula de
monotonicidade discutida na Seção 4 do Caṕıtulo 3. O valor Θ(C(Σ),∞) =
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Θ(C(Σ),∞, p) é chamado de densidade de C(Σ) no infinito. Usando p igual
à origem de R4, temos que Θ(C(Σ),∞) = H2(Σ)/4π. Por outro lado, se
escolhermos p ∈ C(Σ) diferente da origem, a fórmula de monotonicidade
implica que Θ(C(Σ),∞) ≥ Θ(p, C(Σ)) = 1. Logo, H2(Σ) ≥ 4π.

Para provar a desigualdade ω4(S3) ≤ 4π, basta construir um 4-sweepout
Φ com M(Φ(x)) ≤ 4π, para todo x ∈ dmn(Φ). Considere a aplicação
ϕ : S4 → Z2(S3;Z2) definida por

ϕ(a0, a1, a2, a3, a4) = {x ∈ S3 : 〈x, (a0, a1, a2, a3)〉 = a4||(a0, a1, a2, a3)||},

para todo a2
4 6= 1, e por zero nos pólos (0, 0, 0, 0, 1) e (0, 0, 0, 0,−1). Esta

aplicação é cont́ınua na topologia flat e satisfaz ϕ(a) = ϕ(−a), para todo
a ∈ S4. Seja Φ : RP4 → Z2(S3;Z2) a aplicação cont́ınua definida como a
passagem de ϕ ao quociente. Além disso, toda fatia Φ([a]) é uma esfera
geodésica redonda, em particular, com M(Φ([a])) ≤ 4π.

Resta mostrar apenas que Φ é um 4-sweepout. A prova deste fato
é análoga àquela do exemplo 3.4, usando a Proposição 3.3. Seja λ ∈
H1(RP4;Z2) o gerador do anel de cohomologia. É claro que λ4 6= 0, o que
garante a propriedade (ii) daquela proposição. A fim de concluir a prova,
é suficiente verificar que a composição de Φ com um caminho não trivial
σ : S1 → RP4 é um sweepout. Tome σ definido por

σ(θ) = [0 : 0 : 0 : cos(θ/2) : sin(θ/2)],

para todo θ ∈ [−π, π]. Observando que (Φ◦σ)(θ) = {x ∈ S3 : x4 = sin(θ/2)}
é o sweepout canônico, o argumento está conclúıdo.

5. Estimativas das p-widths

O objetivo desta seção é apresentar estimativas superiores e inferiores
para as p-widths de M . Tais estimativas foram obtidas por Gromov [11]
e Guth [13]. Nestas notas, omitimos a prova das estimativas inferiores, as
quais não são usadas no argumento da seção seguinte.

Teorema 5.1. Seja Mn+1 uma varieade Riemanniana compacta. Existe
uma constante C(M) > 0 tal que, para todo p ∈ N,

C−1p
1

n+1 ≤ ωp(M) ≤ Cp
1

n+1 .

Prova. Parte 1: Escolha uma cubicação de M ; i.e., um subcomplexo
cúbico K de dimensão (n+ 1) de Im, para algum m ∈ N, e um homeomor-
fismo Lipschitz G : K →M tal que G−1 também é Lipschitz. Em particular,
ar arestas de K têm comprimento 1. Para cada k ∈ N, seja K(k) o subcom-
plexo cúbico obtido pela subdivisão de K em cubos menores de arestas de
comprimento 3−k. Seja c(k) ⊂ M o conjunto das imagens dos centros dos
(n+ 1)-cubos de K(k).

Parte 2: Escolha uma função de Morse f : M → R com as seguintes
propriedades:
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(a) cada ńıvel f−1(t) intersecta no máximo um elemento de c(k) para
cada k ∈ N, e

(b) nenhum ponto cŕıtico de f pertence a c(k).

A existência de uma função satisfazendo tais propriedades pode ser verifi-
cada através de argumentos básicos de topologia diferencial; como feito no
Lema 5.3 de [18].

Parte 3: Usamos ω(n) para representar o volume da bola Euclideana
unitária de dimensão n. Fixado k ∈ N, tome ε > 0 de modo que

(a′) para todos x, y ∈ c(k), com x 6= y, temos

f(Bε3−k(x)) ∩ f(Bε3−k(y)) = ∅, e

(b′) para todo t ∈ R e x ∈ c(k), temos

M(f−1(t) ∩Bε3−k(x)) ≤ 2ω(n)εn3−nk.

A existência de ε com tais propriedades é consequência imediata da escolha
das propriedades (a) e (b) que relacionam a cubicação escolhida e f . Observe
ainda que (a′) e (b′) implicam que, para todo t ∈ R,

(33) M(f−1(t) ∩Bε3−k(c(k))) ≤ 2ω(n)εn3−nk.

Parte 4: Dados k ∈ N e ε > 0 suficientemente pequeno, existe uma
aplicação Lipschitz F : M →M homotópica à identidade e tal que

(i) F (M − ∪x∈c(k)Bε3−k(x)) está contido na imagem via G das faces
de dimensão n de K(k), e

(ii) |DF | ≤ C/ε,
onde C > 0 depende apenas de M . Intuitivamente, F é uma aplicação que
em cada (n + 1)-cubo σ de K(k) colapsa o complementar de uma bola de
raio ε3−k nas n-faces de σ, as quais têm arestas de comprimento 3−k.

Parte 5: Dado p ∈ N, seja Φp : RPp → Zn(M ;Z2) o p-sweepout asso-
ciado à função de Morse f , como constrúıdo no Exemplo 3.1 e revisitado

no Exemplo 3.4. Escolha k ∈ N tal que 3k ≤ p
1

n+1 ≤ 3k+1. Tome ε > 0
satisfazendo os argumentos das partes 3 e 4.

Defina Ψ : RPp → Zn(M ;Z2) pela expressão

Ψ(θ) = F#(Φp(θ));

i.e., substitua cada fatia de Φp pela sua imagem por F . Como F é Lipschitz,
Ψ também é cont́ınua. Além disso, o fato de que F é homotópica à identidade
implica que Ψ é p-sweepout. A fim de concluir a prova é suficiente verificar
que existe uma constante C = C(M) > 0 tal que, para todo θ ∈ RPp,

M(Ψ(θ)) ≤ Cp
1

n+1 .

Nas estimativas a seguir, C denota uma constante positiva que pode não
ser a mesma em todas as etapas, mas só depende de M .
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As propriedades 33 e (ii) da Parte 4 implicam que

M(F#(f−1(t) ∩Bε3−k(c(k)))) ≤
(

sup
M
|DF |

)n
· 2ω(n)εn3−nk

≤ (C/ε)n · 2ω(n)εn3−nk ≤ C3−nk.

Cada fatia Φp(θ) é composta por no máximo p ńıveis de f , logo

M(F#(Φp(θ) ∩Bε3−k(c(k)))) ≤ Cp3−nk ≤ Cp
1

n+1 ,

onde a última desigualdade segue da escolha de k.
Seja B = M − Bε3−k(c(k)). A propriedade (i) da aplicação F garante

que o suporte de F#(Φp(θ) ∩ B) está contido na união da imagem por G
das n-faces de K(k). Como estamos usando fatias com coeficientes em Z2,
a multiplicidade da imagem dessas n-faces é no máximo um. Observe que
cada (n+ 1)-cubo de K dá origem a (n+ 1)(3k + 1)3kn faces de dimensão n
da subdivisão K(k), as quais têm lados de comprimento 3−k. Portanto,

M(F#(Φp(θ) ∩B)) ≤ C3k(n+1)3−nk = C3k ≤ Cp
1

n+1 ,

onde, novamente, a última desigualdade segue da escolha de k. Isto encerra
a prova da cota superior das p-widths. �

6. Existência de infinitas mı́nimas

Nesta seção, apresentamos a prova do seguinte teorema de Codá Marques
e Neves, [18].

Teorema 6.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de
dimensão (n+ 1), com 2 ≤ n ≤ 6, e curvatura de Ricci positiva.

Então, M contém uma infinidade de hipersuperf́ıcies mı́nimas, suaves,
fechadas e mergulhadas distintas.

Prova do Teorema 6.1. Ao longo da prova usaremos a notação in-
troduzida na seção anterior. Observando a relação

(34) ωp(M) = inf
Π∈Dp

L(Π),

vemos que uma das seguintes afirmações é verdadeira:

(i) ωp(M) = L(Π), para algum Π ∈ Dp,
(ii) existe uma sequência {Πj}j∈N ⊂ Dp, tal que L(Πj) é estritamente

decrescente em j e tende a ωp(M) quando j →∞.

Se (ii) ocorre, é imediato verificar que existem infinitas hipersuperf́ıcies
mı́nimas como no enunciado do teorema. De fato, podemos aplicar o Teo-
rema 4.2 para obter uma sequência de varifolds estacionários {Σj}j com
suporte suave e ||Σj ||(M) = L(Πj), para cada j ∈ N. Se houvesse ape-
nas um conjunto finito {Λ1, . . . ,Λ`} de mı́nimas fechadas e mergulhadas, as

posśıveis combinações
∑`

i=1 ni||Λi||(M), com ni ∈ N, formariam um con-
junto de números reais sem pontos de acumulação, contradizendo (ii).
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De agora em diante, suponha que (i) é verdadeira para todo p ∈ N. Va-
mos dividir o restante da prova em dois casos: se ωp(M) = ωp+1(M) para
algum p ∈ N, mostraremos que existem infinitas hipersuperf́ıcies mı́nimas,
suaves, fechadas e mergulhadas. A hipótese da curvatura de Ricci posi-
tiva não será utilizada nessa parte. A segunda parte trata do caso em que
ωp(M) < ωp+1(M), para todo p ∈ N .

Primeiro caso: Suponha que existe p ∈ N tal que ωp(M) = ωp+1(M).
Pelo que discutimos no ińıcio da demonstração,

ωp+1(M) = L(Π) = inf
Φ∈Π

sup{M(Φ(x)) : x ∈ dmn(Φ)},

para alguma classe de (p + 1)-sweepouts Π ∈ Dp+1. Seja X o complexo
cúbico que representa o domı́nio dos (p+ 1)-sweepouts em Π. Escolha uma
sequência minimizante Φi ∈ Π; i.e., sup{M(Φi(x)) : x ∈ dmn(Φi)} tende a
ωp+1(M). Afirmamos que exite uma infinidade de hipersuperf́ıcies mı́nimas,
suaves, fechadas e mergulhadas em M com volume de dimensão n menor
que ou igual a ωp+1(M). Vamos usar T para denotar o conjunto contendo
tais hipersuperf́ıcies e a flat chain mod 2 nula. Um elemento de T pode ter
várias componentes conexas. Suponha, por contradição, que T é finito.

A fim de obter uma contradição, é suficiente construir uma sequência Ψi

de p-sweepouts com

(35) lim sup
i→∞

sup{M(Ψi(x)) : x ∈ dmn(Ψi)} ≤ ωp+1(M) = ωp(M)

e tal que existe um número positivo ε0 satisfazendo

(36) F2(Ψi(x), T ) ≥ ε0,

para todo x ∈ dmn(Ψi). Se todos os Ψi pertencerem a uma mesma classe de
homotopia de p-sweepouts, podemos aplicar os passos da prova do Teorema
min-max 4.2 para esta sequência e chegar a uma contradição. De fato,
o que se prova é que para qualquer sequência minimizante fixa {Ψi}i, é
posśıvel obter um varifold inteiro estacionário Σ como aquele que aparece
no enunciado do teorema e que é um limite min-max de {Ψi}i. Para uma
sequência satisfazendo (35) e (36), nenhum limite min-max Σ pode ter como
suporte uma hipersuperf́ıcie mı́nima, suave, fechada e mergulhada. Caso
contrário, teŕıamos ||Σ||(M) = ωp+1(M), para algum Σ da forma

Σ = lim
j→∞

|Ψij (xj)|,

para alguma sequência ij → ∞ e xj ∈ dmn(Ψij ). O limite acima é no
sentido de varifolds. Suponha, a menos de passagem a uma subsequência,
que Ψij (xj) também converge na topologia flat para alguma T ∈ Zn(M ;Z2).
Segue da semi-continuidade inferior da massa que o suporte de T está contido
no suporte do varifold limite Σ. Se spt(Σ) é suave, o teorema da constância
implica que T é a soma das flat chains mod 2 associadas a algumas das
componentes do suporte de Σ e, portanto, T pertence a T . O que contradiz
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(36). O mesmo argumento, seguindo os passos da prova do Teorema min-
max, pode ser aplicado quando a sequência de p-sweepouts Ψi não pertence
a uma classe de homotopia fixa. Passemos a construção dessas aplicações.

Escolha ε > 0 satisfazendo o Lema 2.1 e tal que as bolas de raio ε
centradas nos elementos de T são duas a duas disjuntas. Para cada i ∈ N,
considere a decomposição X = Yi ∪ Zi, onde

Yi = {x ∈ X : F2(Φi(x), T ) ≥ ε}

e Zi = X − Yi. Seja Ψi a restrição de Φi ao subconjunto Yi. Como restrição
de uma sequência minimizante de p-sweepouts, a propriedade (35) é válida
para esta escolha de Ψi. Além disso, a definição dos Yi garante (36). Resta
mostrar que Ψi é p-sweepout. Para tanto, usaremos a Proposição 3.3.

A continuidade de Ψi é consequência imediata da continuidade Φi. Seja
λ = Φ∗i (λ̄) ∈ H1(X;Z2). Também usaremos λ para denotar sua restrição
a Yi; i.e., o elemento i∗(λ) ∈ H1(Yi;Z2) induzida pela inclusão i : Yi → X.
Pela Proposição 3.3, temos que para uma curva qualquer γ : S1 → X, tem-
se λ(γ) 6= 0 se, e somente se, Φi ◦ γ é um sweepout. Como Ψi é apenas a
restrição de Φi, essa propriedade também é válida para curvas em Yi.

Para finalizar, basta mostrar que λp 6= 0 em Hp(Yi;Z2). Observe que
λ = 0 em H1(Zi;Z2). De fato, Φi(Zi) está contido em uma união de bolas de
raio ε centradas nas hipersuperf́ıcies de T . Logo, para qualquer γ : S1 → Zi,
temos que Φi ◦ γ não é um sweepout. Pela discussão feita na Seção 3 sobre
as equivalências da noção de sweepout, vemos que λ(γ) = 0, para toda curva
γ em Zi. Quando escrevemos λ(γ), λ é pensado como o homomorfismo
induzido pela dualidade H1(Zi;Z2) = Hom(H1(Zi;Z2);Z2), proveniente do
teorema dos coeficientes universais. Sendo assim, temos que λ = 0 como
homomorfismo, logo λ = 0 em H1(Zi;Z2). Suponha, por contradição, que
λp = 0 em Hp(Yi;Z2). Pela Proposição 2.3, como X = Yi ∪ Zi, teŕıamos
λ ^ λp = 0 em Hp+1(X;Z2), contradizendo o fato de que Φi é (p + 1)-
sweepout.

Segundo caso: Resta analisar o caso em que ωp(M) < ωp+1(M), para
todo p ∈ N. A ideia chave nessa parte é usar a cota semi-linear superior

ωp(M) ≤ Cp
1

n+1 , como feito no Teorema 5.1. Pela discussão feita no ińıcio da
prova, podemos supor que ωp(M) = L(Π), para algum Π ∈ Dp. Aplicando o
Teorema min-max 4.2: existem números inteiros positivos `p, np,1, . . . , np,`p ,
e hipersuperf́ıcies mı́nimas suaves, fechadas e mergulhadas Σp,j ⊂ M , j =
1, . . . , `p, tais que Σp,j ∩ Σp,i = ∅, se j 6= i, e com

(37) ωp(M) =

`p∑
j=1

np,j ·M(Σp,j),

onde a massa M coincide com o volume de dimensão n de Σp,j .
Pelo Teorema 1.10, duas hipersuperf́ıcies mı́nimas fechadas em um espaço

de curvatura de Ricci positiva sempre se intersectam. Logo, os limites min-
max descritos no paragrafo anterior têm única componente, a qual será
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denotada por Σ(p) = Σp,1. Neste caso, a expressão (37) resume-se a

(38) ωp(M) = np ·M(Σ(p)),

para o número natural np = np,1.
Agora podemos concluir a demonstração do teorema. Suponha, por con-

tradição, que existem apenas N hipersuperf́ıcies mı́nimas, suaves, fechadas
e mergulhadas. Seja δ > 0, tal que todas essas N hipersuperf́ıcies mı́nimas
de M têm área pelo menos δ. Fixe p ∈ N e observe que

(39) p ≤ #{j ∈ N : ωj(M) ≤ Cp
1

n+1 } ≤ N · C · p
1

n+1

δ
,

onde C é a constante que aparece no Teorema 5.1. De fato, por (38), cada
ωj(M) é da forma k vezes a área de uma das N hipersuperf́ıcies mı́nimas.

Pela escolha de δ, existem no máximo (N ·C ·p
1

n+1 )/δ números dessa forma.
Como ωj(M) < ωj+1(M), para todo j ∈ N, estes números são dois a dois dis-
juntos, donde segue a cota superior em (39). A cota inferior é consequência
imediata do Teorema 5.1. A relação acima é contraditória para p suficiente
grande, o que encerra a demonstração. �
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