Prefacio

Estas notas foram preparadas para servir como texto base do minicurso
Teoria min-mazx: exristéncia de hipersuperficies minimas a ser ministrado na
XIX Escola de Geometria Diferencial.

Subvariedades minimas estdo entre os objetos de estudo mais impor-
tantes em geometria diferencial. Elas s@o pontos criticos do funcional de
volume de dimensao apropriada; comprimento no caso de curvas, ou area
no caso de superficies. Euler e Lagrange foram os primeiros a considera-las,
provando que se o grafico de uma funcio v de classe C? é minimo, entdo u
é solucao de uma equagao diferencial parcial quasilinear eliptica de segunda
ordem. Geometricamente, subvariedades minimas sao caracterizadas pelo
anulamento da curvatura média; um fato observado por Meusnier.

Resultados sobre a existéncia de subvariedades minimas desempenham
um papel fundamental no desenvolvimento da teoria.

A maneira mais natural de produzir tais objetos é minimizando o volume
em uma classe fixa de subvariedades. Esta ideia foi aplicada em vérios
contextos: em uma classe de subvariedades com mesmo bordo (Problema
de Plateau), ou em uma classe de homologia, ou na classe de subvariedades
com bordo ¥ contidas em um mesmo dominio e com 9% contido no bordo
do dominio (Problema de fronteira livre).

Também existem subvariedades minimas que nao sao minimizantes locais
de volume. Na esfera Euclideana S? C R3, por exemplo, as subvariedades
minimas fechadas unidimensionais (geodésicas) sao grandes circulos, os quais
podem ser facilmente deformados a curvas préximas de menor comprimento.

Existem duas abordagens bésicas sobre a construcao de subvariedades
minimas que nao sao minimizantes de volume. A primeira consiste em
aplicar Teoria de Morse para o funcional energia no espaco de aplicagoes
de uma superficie fixa na variedade ambiente. Este método foi explorado
por vérios autores: Sacks e Uhlenbeck [23] 24], Micallef e Moore [20], e
Fraser [10].

O segundo método, o qual é o objeto de estudo central destas notas,
consiste em um argumento min-max para o volume de dimensao n sobre
classes de sweepouts da variedade ambiente, a qual tem dimensao n + 1.
Intuitivamente, sweepouts sao familias de hipersuperficies que varrem todo o
ambiente. A técnica min-max foi inspirada no trabalho de Birkhoff [3] sobre
a existéncia de geodésicas fechadas em esferas Riemannianas bidimensionais,
uma questao proposta por Poincaré.
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Em dimensoes mais altas, o método foi introduzido por Almgren. Entre
as décadas de 1960-80, a teoria foi aperfeigoada por Pitts [22], culminando
na prova do fato de que toda variedade Riemanniana fechada M de dimensao
n+1, com 2 < n < 5, admite pelo menos uma hipersuperficie minima suave,
fechada e merguhada. Este resultado foi estendido por Schoen e Simon para
n > 6. No caso n > 6, a hipersuperficie minima produzida pode ter um
conjunto singular pequeno (de codimensao de Haurdorff pelo menos 7). Em
geral, os objetos que compoes os sweepouts nao sao regulares, a descrigao da
teoria usa objetos e técnicas da Teoria Geométrica da Medida.

A teoria min-max de Almgren e Pitts tem sido aplicada para resolver
problemas profundos em geometria. Dentre as aplicacoes, destacam-se a
prova da conjectura de Willmore, por Codd Marques e Neves [17]; a prova da
conjectura de Freedman, He e Wang sobre a energia de links em R3, por Agol,
Coda Marques e Neves [1]; a existéncia de uma infinidade de hipersuperficies
minimas fechadas e mergulhadas em variedades fechadas com curvatura de
Ricci positiva, por Codd Marques e Neves [18]; uma prova da extingdo em
tempo finito do fluxo de Ricci em variedades homotépicamente equivalentes
a esfera tridimensional, por Colding e Minicozzi [5), [6].

Uma abordagem tridimensional do método min-max foi desenvolvida
por Simon e Smith [26], e revisitada por Colding e De Lellis [4], De Lellis e
Pellandini [7], e Ketover [15]. Esta variante tem a vantagem de que as fatias
que formam os sweepouts sdo mais simples; cada uma delas é uma superficie
suave fora de um conjunto finito de pontos. Isto permite entender melhor a
topologia da superficie produzida.

Recentemente, outras duas abordagens da teoria min-max foram desen-
volvidas por De Lellis e Tasnady [8] e Guaraco [12]. A variante proposta
por Guaraco usa a teoria de EDPs e a hipersuperficie minima obtida é um
limite de solucoes da equacao diferencial de Allen-Cahn.

Um ponto delicado da técnica, que vai além da teoria de existéncia, é
o estudo da hipersuperficie min-max. Ela é obtida como o limite de uma
sequéncia fatias de sweepouts no sentido de varifolds. Esta nocao fraca de
convergéncia permite que o limite min-max seja desconexo e que cada com-
ponente tenha uma multiplicidade inteira. Recentemente, Coda Marques e
Neves provaram as primeiras estimativas globais sobre o indice de Morse e
a multiplicidade das componentes instaveis desse objeto.

Para mais detalhes sobre estes e outros desenvolvimentos da teoria, veja
[16], [21] e suas referéncias.

Estas notas sao compostas de 4 capitulos, os quais estao organizados da
seguinte maneira. No Capitulo[I] apresentamos uma breve introdugao sobre
subvariedades minimas e varifolds. No Capitulo [2| provamos a existéncia
de geodésicas fechadas minimizantes em superficies de género g > 1 e apre-
sentamos a prova do teorema de Birkhoff. No Capitulo [3] apresentamos a
variante suave da teoria min-max. No Capitulo [4], apresentamos o resultado
de Codéd Marques e Neves sobre a existéncia de infinitas hipersuperficies
minimas em variedades com curvatura de Ricci positiva.
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CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas nogoes e fatos preliminares sobre
subvariedades minimas e varifolds. O contetido aqui apresentado serd usado
no desenvolvimento dos capitulos [3] e [4

1. Subvariedades minimas

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana e ¥¥ uma subvariedade de
dimensdo k de M, possivelmente com bordo. Usamos a notacio H* para a
medida de Hausdorff de dimensao k de M, a qual coincide com o volume de
dimensao k para subvariedades.

Considere um sistema de coordenadas (z1,...,2x) em X e sejam
gij(r) =g (a/&’ﬂia 8/8xj) )
i,7 € {1,...,k}, as componentes da métrica Riemaniana g restrita a £. O

elemento de volume de X é a k-forma diferencial

d%(z) = \/det(gij(z))da' A --- A da,

de modo que H*(X) = [;. dS.
Considere variacoes de X em M dadas por aplicagoes diferenciaveis

F:¥Yx(—ee)—> M

tais que F'(-,0) = idy, e ¥y = F(X,t) é uma subvariedade de dimensao k de
M, para todo t € (—¢,¢). Sendo assim, F' pode ser interpretada como uma
deformacao de ¥ na dire¢ao do campo X (x) = 0F/0t(-,0).

Veremos a seguir que a primeira derivada do volume H*(%;) com respeito
a variavel t tem uma férmula simples em termos do campo variacional X.
Para tanto, usaremos a seguinte notacao.

DEFINIGAO 1.1. Seja X um campo de vetores diferencidvel ao longo de
Y*, a valores em M; ou seja, X (z) estd definido para todo x € ¥ como um
vetor em T, M. Definimos a divergéncia de X em 3 como a funcao dada por

k
di’UEX = Zg (veiXa ei) )
i=1

onde {e1,...,ex} C TpX é uma base ortonormal e V denota a conexao de
Levi-Civita da métrica Riemanniana g. Observe que a divergéncia pode ser

4



1. SUBVARIEDADES MINIMAS 5

escrita em um sistema de coordenadas como
k

divs X = Z gl]g (veiXa 67;) .
ij=1

PROPOSICAO 1.2. Sejam M™ wma variedade Riemanniana, ¥F C M

uma subvariedade e F : ¥ x (—e,e) — M uma variacdo diferencidvel de
Y = F(%,0) por subvariedades ¥y = F(X,t) de dimensao k. Temos
d

k() - /Z divs, (9F 2i(z, 1)) d1(z).

ProOvA. A fim de verificar a férmula acima, usaremos que o volume
de 3; coincide com a integral da forma de volume d3; e a expressao em
coordenadas da ultima. Sabemos que, em qualquer sistema de coordenadas
(r1,...,7) em X,

d%(x) = \/det(gij(x,t))da' A -~ A da®,

gij(x,t) = g (0;F(x,t),0;F(x,t))
e O;F = OF/0z". Logo, é suficiente mostrar que

(1) gt det(gij(x,1)) = divs, (OF/0t(x,t)) \/det(gi; (x, 1))

A identidade chave na verificacao de (1)) é

onde

)
5pdet(9) = tr(g™"Dig) - det(g),

onde g~ = (¢g¥) representa a matriz inversa da métrica Riemanniana g.
Portanto, é consequéncia da relacao acima e do fato de que

8tgij(x, t) =g (Vazp(aF/at), 8JF) + g (Vajp(aF/at), aZF) .
Esta expressao é consequéncia da compatibilidade com a métrica Rieman-

niana e da simetria de V. O que encerra a demonstracgao. U

A fim de apresentar uma caracterizagao geométrica para as subvar-
iedades que sao pontos criticos do volume de dimensao k, introduzimos os
seguintes objetos.

DEFINIGAO 1.3. Seja (M™, g) uma varieadade Riemanniana e ¥ C M

uma subvariedade. Para cada p € ¥, definimos a segunda forma fundamental
de ¥ C M por

B(V,W)=VyW — (VyW)" = (VW)Y ,

para todo V,W € T,%, onde os indices T" e N denotam as componentes
tangente e normal a X, respectivamente.

B é um tensor simétrico. O segundo objeto geométrico importante nessa
apresentacao é o vetor curvatura média de X.
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DEFINICAO 1.4. Seguindo a mesma notacao da definicao anterior, defin-
imos o vetor curvatura média de ¥ em p pela expressao
k
ﬁz(p) = t?“EB = ZB(@Z', 6i),
i=1
onde {ey,...,ex} C T,X é uma base ortonormal.

A primeira derivada do volume HF(X;) pode ser escrita em termos do
vetor curvatura média de Y. Este é o contelddo da seguinte proposicao.

PROPOSICAO 1.5. Sejam ¥F C M uma subvariedade, possivelmente com
bordo, e F' : ¥ X (—e,e) — M uma variagcao diferencidvel de ¥ = F(X,0)
por subvariedades ¥y = F(X,t) de dimensao k. Temos

dprey oF, . - OF
@H (Et) = —/Etg <8t(',t),HZt> dZt + /Etg <8t(,t),l/> dO't,

onde v(x) € T,X denota o vetor unitdrio conormal a 0% e apontando para
fora de X3, e doy denota a (k — 1)-forma de volume de 0%.

PROVA. Seja X um campo de vetores ao longo de ¥¥. Escreva X (p) =
XT(p)+XN(p), paratodo p € ¥. Os indices T e N denotam as componentes
tangentes e normais a 1,3, respectivamente. Observe que

d’isz = diUEXT + d’iszN = di’l)gXT - g(X, ﬁg)
De fato, se {e1,...,ex} C T'Y é referencial ortonormal local, entao
g (veiXNa ei) = € (g(XN7 61)) -9 (XN7 veiei)
- _g <X7 (velel)N> )

para todo 1 <14 < k. Somando em 4, obtemos a relagdo desejada. Aplicando
a férmula obtida na Proposicao [1.2] temos

d OF -

Lak(s,) = / divs, ((0F /on)T) dz, — / g (2L (.0, s, ) ds..
dt %, s, " \ ot

Para concluir a prova, basta aplicar o Teorema da divergéncia na primeira
parcela do lado direito da expressao acima. O

Em seguida, apresentamos alguns exemplos de subvariedades minimas.

EXEMPLO 1.6. A imagem de uma curva diferenciavel v : [a,b] — M
parametrizada por comprimento de arco, |[y/| = 1, é uma subvariedade
minima se, e somente se, a segunda forma fundamental B é identicamente
nula. O que equivale a
nN o
Diferenciando (7/,4’) = 1, concluimos que a derivada covariante de v’ sempre
é normal a v. Portanto, a imagem do caminho ~ é uma subvariedade minima
se, e 86 se, v é geodésica, i.e., Vv = 0.
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EXEMPLO 1.7. Seja u : @ — R uma funcio de classe C? definida em
um domfnio Q C R™. A hipersuperficie de R"*t! dada pelo gréfico de wu,
Graf, = {(z,u(z)) € R*"! : x € Q}, é uma subvariedade minima se, e
somente se, u é solucao da seguinte equacao diferencial parcial quasilinear
eliptica de segunda ordem:

divge [ ——2 ) =0
V14 |Vul?

Pela descricao acima, sabemos que quando estes graficos sao subvariedades
minimas, entao eles sao pontos cfiticos do volume de dimensao n para
variagoes que fixam o bordo. Mas pode ser que o ponto critico nao seja
um minimo local. Por outro lado, é fato que se o dominio 2 é convexo,
entao o grafico minimo é minimizante de area.

Na esfera Euclideana S = {z € R* : |z| = 1}, existem superficies
minimas fechadas de género g, para todo g > 0. Porém, nenhuma delas é
minimizante local de drea. Em geral, nenhuma variedade Riemanniana M™
de curvatura de Ricci positivo admite hipersuperficies minimas fechadas
que dividem M em duas componentes e sao minimizantes locais de volume.
A saber, se ¥"~! C M ¢é uma hipersuperficie minima e M \ ¥ tem duas
componentes A e B, consideramos as hipersuperficies ¥; formadas pelos
pontos de A que distam ¢ de X, para todo ¢ > 0. Afirmamos que H" (%) é
estritamente decrescente em ¢. Esta afirmacao é uma consequéncia imediata
da férmula da segunda variagao do volume, a qual pode ser apresentada na
seguinte forma.

PROPOSICAO 1.8. Nas condigcoes da Proposicdo se Yk ¢ subvar-
iedade minima e o campo variacional X = OF/0t(-,0) € normal a X, entdo

d? k
dt2Hk(Et) = / (VLX|2—ZRM(X,ei,X,e,~)
t=0 x i=1
_ Z B(e;, e;j), )2>d2+/ g (VxX,v)do.
ij=1 ox

Na expressao acima, o integrando de X é descrito em cada p € X via
uma base ortonormal {e1,...,e;} C T3 qualquer. O termo |V X|? pode
ser escrito em termos de uma base ortonormal como

VEX|? = Zg (Ve, X)N, (Ve, X)N).

Portanto, a segunda variacdo do volume de dimenséo k de ¥* na direcdo de
um campo normal X é uma expressao bilinear em X. Seja §?%(-,-) a forma
bilinear simétrica associada aquela expressao.
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Na teoria de Morse associada ao funcional de volume de dimensao k,
vimos que os pontos criticos associados a subvariedades suave sao subvar-
iedades minimas. Neste caso, a nocao de indice de Morse de pontos criticos
¢ definida da seguinte maneira.

DEFINIGAO 1.9. Seja X¥ € M uma subvariedade minima fechada (com-
pacta e sem bordo). O indice de Morse de ¥ é definido como o indice
da forma bilinear 62%(-,-); ou seja, o maior inteiro m para o qual existem
Vi, ..., Vm, campos de vetores ao longo de ¥ que sao linearmente indepen-
dentes, normais & ¥, e tais que a forma bilinear 62%(-, -) é negativa definida
no espago gerado por {Vi,...,V,}.

No caso de hipersuperficies minimas fechadas ¥ C M" que admitem
um campo normal unitario global N , todo campo variacional normal pode
ser escrito na forma X = fN, onde f € C*°(%). Neste caso, a férmula da
Proposicao [L.8] pode ser reescrita como

— —/ J-Lsf ds,
t=0 P

onde Ly f = Asf + (Ric(N, N) + |B|?)f, para toda f € C>®(X).

Antes de finalizar a secdo, descrevemos uma outra consequéncia da
férmula da segunda variagao do volume em variedades com curvatura de
Ricci positiva. Este resultado foi provado por T. Frankel e serd usado nos
argumentos do Capitulo [4]

d? k
@H (Xt)

TEOREMA 1.10. Seja M+ uma variedade Riemanniana completa, conexa
e com curvatura de Ricci positiva. Seja X7 e X5 hipersuperficies minimas
fechadas e mergulhadas em M. Entao X1 N Yo # .

PRrOvA. Suponha, por contradicao, que X1 N Yo = &. A completude de
M e o fato de que as hipersuperficies sdo compactas garante que existe uma
geodésica vy : [0,1] — M que realiza a distancia entre 31 e 3g; i.e., ¥(0) € X1,
7(1) € 32 e o comprimento de 7y é igual a distancia entre as hipersuperficies
em questao. Observamos que « é ortogonal as hipersuperficies >;, i = 1, 2.

Sejav € T, ()21 um vetor unitdrio. Considere o campo X, que € paralelo
ao longo de 7 e satisfaz X,(0) = v. Como 7 e 31 sdo ortogonais em v(0),
v € T, )21 e X, ¢ paralelo, segue-se que X, e v sdo ortogonais sempre. Em
particular, X,(1) € T(;)¥2. Logo, o campo X, d4 origem a uma variagao
de v por curvas ¢ com extremos nas X; para as quais a segunda variagao
do comprimento é igual a

2
%L@g) = 9 (BREDX1)7 (1) — g (B (0:0),70)

- / 1 K (v (t) A Xy(t))dt,
0
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onde B¥i denota a segunda forma fundamental de ¥; € M, i = 1,2, e
K (¥ (t) AN X, (t)) denota a curvatura seccional do plano gerado pelos vetores
v (t) e X,(t), para todo t € [0, 1].
Finalmente, seja {v1,...,v,} C Ty )%1 uma base ortonormal. Usando
a formula da segunda variacdo para cada v;, somando em i, e usando a
minimalidade, obtemos
: @L(’Ygi)
=1

- / Ric(+/(t), 7/ (1))t

s=0 0

Como ~ realiza a distancia entre >; e Yo, as parcelas que aparecem no
lado esquerdo da expressao acima sao todas nao negativas. Por outro lado,
Ric > 0 implica que o termo do lado direito é estritamente negativo. Esta
contradi¢ao implica que 1 N Xy # . U

2. Varifolds

Nesta secao, introduzimos algumas ideias da teoria de varifolds que serao
usadas ao longo do texto, com excessao do Capitulo[2] A principal referéncia
para esta parte sao as notas [25]. O objetivo é fazer uma breve introducao
sobre varifolds em variedades Riemannianas, os quais sao objetos que gener-
alizam a nocao de subvariedades, sendo possivel falar em dimensao e volume.

A importancia da teoria de varifolds nestas notas é que no método min-
max, a ser introduzido no Capitulo [3] as subvariedades minimas sao obtidas
como um limite no sentido de varifolds.

Um varifold de dimensio k em RY é uma medida de Radon (Borel regular
e finita em compactos) na Grassmanniana dos k-planos nao orientados de
R, Usamos Gj(R”) para denotar esta Grassmanniana, a qual pode ser
interpretada como o produto Gj(R*) = RY x G(L,k), onde G(L,k) é a
colecio dos k-subespacos de RE. A fim de fazer a definicdo de varifold
precisa, passamos a descrever a topologia usada no espaco Gj(R” ).

A distancia entre dois subespagos S,T € G(L,k) é definida como a
norma da transformacao linear (Ps — Pr), onde Pg e Pr sao as projegoes
ortogonais de R” em S e T, respectivamente. Entdo, Gj(RY) é equipado
com a métrica produto. Usamos C.(Gy(R")) para denotar o conjunto das
fungbes continuas de suporte compacto em Gk(RL ) a valores reais.

Pelo Teorema de Representagao de Riesz, Teorema 4.1 em [25], cada
varifold equivale a um funcional linear ndo negativo em C.(G(R)), via
integracdo. Esta ideia pode ser explorada na construcao ou representagao
de varifolds. Por exemplo, podemos usa-la para verificar que estas medidas
generalizam a nocao de subvariedades de dimenséo k. Dada ©* ¢ R” e uma
funcao positiva localmente H*-integravel § em X¥, associamos o funcional
linear que a cada ¢ € C.(Gy(RF)) retorna

(2) V(.0)(6) = / o2, T,%) - () dH* (z).
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Como este funcional é nao negativo, V(3,0)(¢) > 0, para toda ¢ > 0, pode-
mos aplicar o Teorema de Representagao de Riesz para dizer que V(X,0) é
uma medida de Radon em Gy (R"), logo um varifold.

A construcdo acima também faz sentido se ¥ é um subconjunto -
mensuravel e k-retificivel (a menos de um conjunto de medida H* nula é uma
unido enumeravel de imagens F(R*) de aplicacdes Lipschitz F : R¥ — RE)
de RE. Ela é possivel gracas ao fato de que conjuntos k-retificiveis tém
espaco tangente H*-q.t.p. Os objetos provenientes desta construcio sio
chamados varifolds retificaveis, a fungao 6 é a multiplicidade e ¥ o suporte.

Associada a um varifold geral V temos uma medida de Radon em R
que generaliza o volume de dimensao k. A massa de V', denotada por ||V]],
¢é definida pela expressao

IVII(A) = V({(z,v) € Gr(R") : = € A}),

para todo A C R Boreliano de suporte compacto. No caso retificavel,
V =V(%,0), a massa ||V||(A) coincide com a integral de 6 sobre ¥ N A.

Em geral, o valor V(A) para A C Gg(RF) aberto é o supremo dos
V(%,0)(¢), onde ¢ € Co(Gr(RF)), |¢| <1 e é suportada em A.

O suporte de um varifold V' é por defini¢ao o suporte da medida ||V||. O
espaco dos varifolds é considerado com a topologia fraca usual; convergéncia
como varifold equivale a convergéncia como medidas, ou seja, V; — V se
V;(¢) tende a V(¢) quando i — oo, para todo ¢ € C.(Gr(RE)).

Uma das grandes vantangens de se trabalhar com varifolds é a com-
pacidade. Como consequéncia do Teorema de Representacao de Riesz e do
Teorema de Banach-Alaoglu, temos:

TEOREMA 2.1. Para todo ¢ > 0 finito, o conjunto dos varifolds em R
de massa ||V||(RY) < ¢ é compacto.

Além da compacidade, outro fato importante é que, para todo ¢ > 0,
{V  |[VI|(RF) < ¢} é metrizavel; o que significa que existe uma métrica, a
métrica F, que induz neste espaco a topologia fraca. A métrica F é pode
ser calculada segundo a expressao

(3) F(V.W) = sup{V(¢) — W(¢) : ¢ € Ce(G(R)),|¢] < 1 e Lip(¢) < 1},

para todo par V, W de varifolds de dimensdo k em RZ.
A massa ||V|| é bem comportada em relagao a limites na topologia fraca;
mais precisamente, se V; — V como varifolds, entao

(4) IVIG) < lim int [[Vi[[(G),
1—00

para todo subconjunto aberto G C RE, e

(5) liHLSUP\IW\I(K) < [IVII(K),

para todo K C RY compacto. Além disso, se A C R” tem fecho compacto
e ||V||(0A) = 0, entao ||V;||(A) tende a ||[V]|(A).
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Se M™ é uma variedade Riemanniana, consideramos M isometricamente
mergulhada em algum espaco Euclideano R”. Entdo, usamos Vi (M) para
denotar o fecho, na topologia fraca, do espaco dos varifolds retificaveis de
dimensdo k em R com suporte contido em M. Neste caso, para cada
V € Vi(M), a massa ||V|| ¢ uma medida de Radon em M.

Em seguida, veremos que parte da discussao sobre a primeira derivada
do volume de dimensao k feita na Secgao [1| também pode ser aplicada para
varifolds gerais. Dados V' € V(M) e uma aplicacdo ¥ : M — M de classe
C', denotamos a imagem (o push-forward) de V por ¥ por Wy (V). Se
V = V(%,0) é retificivel, ela é definida como sendo o varifold retificavel de
suporte ¥(X) e multiplicidade

by)= Y bl)

ze¥~1(y)NT

Esta definicao pode ser naturalmente estendida para varifolds gerais pela
seguinte férmula: para toda ¢ € C.(Gy(RY)),

O V@) = [ TUS) o), d SV (2.5,
G(M)

onde J¥(x,S) denota o elemento de drea da diferencial dW¥, restrita ao
plano S, para cada elemento (z,S) € G(M) da Grassmanniana dos 2-planos
nao-orientados em M.

Sejam X um campo de vetores em M e {¥;}; o fluxo de X; ou seja, ¥y
é difeomorfismo de M para todo t, Uo(z) = z e LTy (z) = X (Vy(x)), para
todo x € M. Consideramos a massa total da imagem de V por cada Wy,
derivamos e avaliamos o resultado em ¢ = 0:

@ W) = G| W,

Esta é a primeira variacao de V na direcao do campo X.

A primeira varia¢ao 6V (X) é continua com respeito a topologia produto
de V(M) x X(M), onde o espago dos campos de vetores em M, denotado
por X(M), é considerado com a topologia C*.

De modo andlogo & Proposicao [I.2] temos:

PROPOSIGAO 2.2. Sejam V' um varifold de dimensao k e X um campo
de vetores em M. A primeira variacdo tem a sequinte formula integral:

(8) SV(X) = / divs X (2)dV (z, S).

DEFINIGAO 2.3. Um varifold V' é dito estaciondrio em M se 6V (X) =0
para todo X € X(M).

Para finalizar a sec@o, apresentamos na proposicao seguinte um exemplo
natural de sequéncia convergente de varifolds.
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PROPOSICAO 2.4. Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta, V
um varifold de dimensao k em M e ¢ um difeomorfismo de M. Se {¢;}ien
¢ uma sequéncia de difeomorfismos de M que converge na topologia C para
@, entao, (p;)4#V — pxV como varifold.

Além disso, temos lim; oo F((@s)#V, o4 V) = 0.

PROVA. Por definicio, para cada ¢ € C.(Gy(RY)), temos

(@aV©) = [ Teiw,9) lgila),dlp)a(S)aV (,5).
G(M)

Pelos fatos de que ¢; — ¢ na topologia C' e ¢ tem suporte compacto,

concluimos que o integrando da expressao acima converge uniformemente

para Jp(z,S) - £(p(x),dp(S)). Portanto, como V tem massa total finita,

podemos concluir que (p;) 4V (§) — ¢4V (&), para toda . Donde concluimos

a primeira afirmacao.

Para verificar a segunda parte, usamos que M estd isometricamente
mergulhada em algum R” e escolhemos um subconjunto A C R aberto
de fecho compacto tal que M C A. Isto implica que ||pxV|[(0A) = 0, e
podemos aplicar uma das relagoes apresentadas sobre massa e convergéncia
no sentido de varifolds para concluir que

Lim [[(@:) 2 VII(M) = lim [[(0:) £ VI[(A) = [lexVII(A) = [[oxV]I(M).

Em particular, existe ¢ > 0 tal que todos os varifolds mencionados acima
tém massa total menor ou igual a c¢. Neste caso, sabemos que convergéncia
como varifold implica convergéncia na métrica F. U

Observe que o argumento utilizado nesta prova também mostra que se
Vi — V como varifolds em uma variedade Riemanniana compacta, entao a
massa total de V, ||V||(M), coincide com o limite das massas ||V;||(M).



CAPITULO 2

Existéncia de geodésicas fechadas

Neste capitulo, provamos que toda superficie fechada admite uma geodésica

fechada. Este fato foi observado por Cartan para superficies de género g # 0.
Neste caso é possivel produzir geodésicas fechadas que sao pontos criticos
de tipo minimo local. Isto pode nao ser possivel em superficies de género
g = 0. De fato, nao existem geodésicas minimizantes locais em métricas
de curvatura seccional positiva em S2. Em 1917, Birkhoff provou que toda
esfera Riemanniana possui pelo menos uma geodésica fechada. A prova
apresentada nestas notas segue de perto as ideias originais de Birkhoff.

O presente capitulo é dividido em duas se¢oes. Na primeira, discutimos
a existéncia de geodésicas minimizantes em superficies de género g # 0, e
na segunda analisamos o caso g = 0.

1. Geodésicas minimizantes

Geodésicas sao pontos criticos do funcional comprimento. Logo, uma
maneira natural de obter tais objetos é minimizando este funcional em uma
classe de curvas com a propriedade de que se uma curva 7 pertence a classe,
entao pequenas variagoes de v também pertencem. Deste modo, se houver
curva minimizante de comprimento na classe, ela serd ponto critico de tipo
minimo local. Em particular, serd uma geodésica.

Uma possibilidade é minimizar o comprimento em uma classe de homo-
topia livre que seja ndo trivial. Mais precisamente, sejam M? uma superficie
fechada e orientavel, de género g # 0 e munida de uma métrica Riemanniana
ey : 8" = M? uma curva diferencidvel por partes. Considere a classe das
curvas diferencidveis por partes ¢ : S — M? que sdao homotépicas a 7; ou
seja, existe aplicagdo continua H : S' x [0,1] — M?2, tal que cada H(-,u) é
curva fechada e com H(-,0) =~ e H(-,1) =c.

Usamos [y] para denotar a classe de homotopia de 7, e dizemos que [v]
é trivial se v é homotdpica a uma curva constante em M. Caso contrario,
escrevemos [y] # 0 e dizemos que a classe é nao trivial. E claro que pequenas
variagoes de uma curva sao homotopicas a curva original.

Seja L o funcional que associa a cada curva diferenciavel por partes o
seu comprimento com respeito a métrica de M; a integral do comprimento
do vetor velocidade em uma parametrizacdo qualquer. A fim de obter uma
geodésica minimizante em [y] # 0, é necessario verificar que o infimo dos
comprimentos de curvas nessa classe é um numero estritamente positivo.
Este é o contetiddo da seguinte proposicao:

13
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PrROPOSIGAO 1.1. Se [y] # 0, entdo inf ¢ L(c) > 0.

PROVA. Suponha, por contradigao, que existe uma sequéncia {; };en C
[7], tal que L(~;) tende a 0. Tome p; € ;, e suponha, a menos de passagem
a uma subsequeéncia, que p; — p, p € M. Tome r > 0 de modo que a bola
B, (p) centrada em p de raio r é difeomorfa a um disco. Se iy € N é grande o
suficiente, entdo L(c;) < r/2 e dist(p,p;) < r/4, para todo i > ip. Portanto,
¢i C By(p), para todo i > iy. Isto contradiz o fato de que ¢; é nao trivial. [

A fim de mostrar que existe curva minimizante em [y], considere uma
sequéncia minimizante {7; };eny C [7]; ou seja, cada ; é homotépica a v e

L(vi) — ir%f L(c) =: L([7])-
cel]

Em seguida, mostraremos como construir uma curva ¢ a partir de {v;};
satisfazendo:

(9) ce e L(e) = L([])
E, portanto, L(c) = L([y]) e ¢ é uma geodésica fechada.

TEOREMA 1.2. Seja M? superficie fechada, orientdvel e de género g # 0.
Dada [y] # 0, existe geodésica fechada c € [7].

ProvA. Fixe r(M) > 0 tal que: para todo p € M,
(a) Bran(p) € disco em M
(b) dados q1, g2 € B(ar)(p), existe um tinico segmento geodésico mini-
mizante ligando g1 a g2, e este segmento estd contido em B,y (p)-
Usamos [g1, ¢2] para denotar esta curva.
Seja ip € N tal que L(7;) < 2L([v]), para todo i > ig. Considere N € N

de modo que
’ 2] _ (M)

N 2
Para cada i € N, escolha 6, ..., j\,ﬂ e S, com 9§V+1 = 0%, tais que o
comprimento de ~; restrita a cada subintervalo [9; 9; +1) ¢ 0 mesmo:
L(vi)

£ (3418}, 03.) = 202,
Seja pé» = 71(0;) € M. Sendo assim, para cada 7 > ig, temos

(10) dist (pé,pz»ﬂ) < T(A;V[)

A menos de passagem a uma subsequéncia, suponha que pz- — p;, para
todo j = 1,...,N + 1. Pela relacdo anterior, segue-se que dist(p;,pj+1) <
r(M) e py4+1 = p1. Considere a curva ¢ composta pela uniao dos segmen-
tos geodésicos [pj,pj+1], 7 = 1,...,N. Para concluir a prova, é suficiente
verificar que c satisfaz as propriedades desejadas, como enunciado em @D

Para i € N grande, temos: dist(pé-,pj) < r(M)/4, L(fmﬁé, ;+1) <
r(M)/2 e, como consequéncia de , Pj+1 € Bym)(pj), para todo 1 <
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J < N. Logo, a curva obtida pela concatenagao do segmento geodésico
[pj,pﬁ] com a retricao de v; ao intervalo [9; 9;-+i] e seguida de [p}H,pj],

nessa ordem, estd contida em B,y (pj). Em particular, pela propriedade
(8) de (M), [pj, py1] € [pj, 22 (%1600, 01-1) P11, py] S0 homot6picas com ex-
tremos fixos. Juntando todas as homotopias, concluimos que ¢ é homotopica
a 7;; ou seja, ¢ € [v]. Finalmente, observe que

N N
L(c) =) dist(pj,pj+1) < ) <grgo L(vil8}, 9;‘-+1>> = lim L(7;) = L(7)-
j=1 Jj=1

Como ¢ € [v], segue-se que L(c) coincide com o infimo L([v]). O

Segue do argumento dado na prova do Teorema que a igualdade
L(c) = L([y]) implica que a diferenca L(v;|0,05, 1) — dist(vi(65),7:(5,1))
tende a zero quando 7 — oo, para todo j =1,..., N.

2. Geodésicas min-max

O resultado apresentado na secao anterior também ¢é verdadeiro para
uma métrica Riemanniana qualquer na esfera S?. No entanto, a técnica
utilizada naquele caso nao pode ser aplicada, dado que toda curva fechada
em S? é homotopicamente trivial. Além disso, existem muitas métricas Rie-
mannianas na esfera para as quais nenhuma geodésica fechada é minimizante
local de comprimento. Qualquer métrica de curvatura Gaussiana positiva
tem essa propriedade por exemplo. Portanto, o argumento no caso de S?
deve ser substancialmente diferente.

TEOREMA 2.1. Toda métrica em S? admite geodésica fechada.

Este Teorema foi provado por Birkhoff em 1917 em resposta a uma
pergunta feita por Poincaré. Em vez de minimizar o comprimento L em uma
classe de curvas, a ideia é considerar uma classe de homotopia de familias
de curvas e minimizar o funcional que associa a cada familia o comprimento
de sua curva mais longa. A geodésica serd obtida como uma curva maximal
de uma familia de curvas minimizante, logo, uma geodésica min-max.

A prova do Teorema [2.1]| seguird os seguintes passos: introduziremos
a classe de familias de curvas que serd usada; em seguida, em analogia a
Proposigao [1.1], mostraremos que esta classe nao é trivial. A ideia principal
do argumento, é um processo introduzido por Birkhoff que transforma cada
elemento da classe em uma familia em que cada curva fechada é geodésica
por partes. Finalmente, usaremos essas familias especiais para produzir a
geodésica fechada.

2.1. Os sweepouts e a width. Nessa secao, introduziremos a classe
de sweepouts, familias de curvas em S?, a ser usada e veremos que a width,
o invariante min-max bésico, associada a esta classe é nao nula.
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Seja fy : Sg — S? uma aplicacdo diferencidvel da esfera Euclideana
S2 = {x : |z| = 1} C R® em uma esfera Riemanniana fixa que nio seja
homotopicamente trivial. Uma aplicacao fo de grau 1, por exemplo.

Em S2 C R3, considere a familia de curvas ¢; = {x € S3 : x5 = 2t —
1}, 0 <t < 1, onde z1,x9, 3 representam as coordenadas retangulares.
Observe que as curvas ¢; varrem toda a esfera; comegam por ¢y = (0,0, —1)
e terminam em ¢ = (0,0,1). Além disso, cada ¢ é uma circunferéncia de
comprimento menor ou igual a 2r = L(¢; /2). Ao longo desta secao, usaremos
a seguinte parametrizacao de ¢;:

(11) é(0) = (V1 — (2t —1)%2cos0,y/1 — (2t — 1)?sin 6,2t — 1),

para todo 6 € [0, 27], o qual pode ser pensado como pertencendo a S!, desde
que vale a igualdade ¢;(0) = ¢ (2m).

Fixe Ey > 0 grande. Seja IT a classe das aplicacdes continuas f : S3 — 52
que satisfazem as seguintes propriedades:

(i) a restricao de f a cada ¢; é diferencidvel por partes,
(ii) a energia de cada aplicagao f o ¢, definida por

2
E(foa) = /0 (o &) (6)[2de,

satisfaz E(f oc) < Ep, e
(iii) f é homotdpica a fo; ou seja, existe homotopia H : SZ x [0, 1] — S?
tal que H(-,0) = fo, H(-,1) = f e cada H(-,s) o ¢ ¢ diferencidvel
por partes e tem energia menor ou igual a Ejy.
Baseados nos fatos de que as curvas ¢; varrem Sg e f ser homotépica a uma
aplicacao nao trivial, associamos, a cada f € II, uma familia de curvas que
varre S? conforme a seguinte definicio:

DEFINIGAO 2.2. Uma familia {¢;};, de curvas de S?, é dita um sweepout
se houver f € II tal que ¢; = f(¢;), para todo 0 <t < 1.

Se FEy é suficientemente grande, entao fo € 1l e, portanto, Il # &. A
cada sweepout associamos o supremo dos comprimentos de suas curvas, em
seguida consideramos o infimo destes valores na classe. O nimero assim
obtido é o invariante min-max bésico:

DEFINIGAO 2.3. Seja IT a classe de sweepouts em S? associada & aplicacio
fo:S2CR3— S%ea Ey>0. A width de 11 é o ntimero definido por

II) = inf L(f(@))-
W) = inf S (f(c))

Mostraremos adiante que a esfera Riemanniana S? admite uma geodésica
fechada de comprimento W (II). A fim de verificar que esta curva nao se
degenera a um ponto, mostraremos a seguir que a width de II é estritamente
positiva. Antes disso, observe que a expressao que define o invariante min-
max € apresentada em termos de infimos e supremos, em vez de minimos e
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maximos. Isto ilustra, em particular, a possibilidade de que pode nao existir
um sweepout étimo realizando a width.

Proprosigao 2.4. W(II) > 0.

Observe que se houvesse um sweepout étimo { f (&) }+ e a width fosse igual
a zero, entdo a imagem de todas as curvas ¢ seriam pontos em S2. Neste
caso, a imagem de f seria uma curva em S?, e, portanto, f seria homotépica
a aplicacao constante, contradizendo a escolha de fy. No argumento formal
apresentado abaixo, usaremos uma sequéncia minimizante de sweepouts em
vez supor a existéncia de um sweepout 6timo.

PROVA. Seja fi : S5 — S? uma sequéncia minimizante em II. Suponha,
por contradi¢ao que W (II) = 0. Sendo assim, para i grande, todo L(f;(¢))
¢é arbitrariamente pequeno. Com isto, dado ¢ > 0, a continuidade de f;
pode ser usada para encontrar py,...,pr € S? e cobrir [0,1] por intervalos
abertos I1,...,Ig tais que f;(¢;) C B:(p;), para todo t € I;. Suponha, sem
perda de generalidade, que I; N I}, # @ se, e somente se, [j — k| < 1.

Afirmo que se ¢ > 0 é suficientemente pequeno, entdo f; o ¢ pode ser
homotopicamente deformada & curva constante f;(¢;(0)), ao longo de um
caminho de curvas fechadas, diferencidveis por partes e de energia menor
ou igual a Ey. Para tanto, escolha ¢ de modo que toda bola B.(p;) é um
disco, e dados q1, g2 € By (p;) existe uma tinica geodésica minimizante [q1, go]
ligando os pontos ¢; e ¢2 e ela estd totalmente contida em B, (p;).

Para cada s,t € [0,1], usamos [fi(¢:(0)), fi(¢:(27s))] para denotar a
geodésica minimizante ligando esses dois pontos de f; o¢;, e suponha que ela
estd parametrizada proporcionalmente ao comprimento de arco (velocidade
constante) no intervalo [0, 27s]. Defina H; : S3 x [0,1] — S por

Hi(e(0), ) = [fi(e(0)), fi(er(27s))](8),

para todo 6 € [0,27s], e
Hi(c(9), s) = fi(c(9)),

para 0 € [27s, 27|. Esta aplicagao é continua. Além disso, cada H;(-,s) o ¢
¢é diferenciavel por partes, pois é composta de um segmento geodésico e de
uma porcao de f; o ¢;. Observe também que

2w
E(Hi(:,s) o) = E([fi(c:(0)), fi(c:(2ms))]) + / |(fioe)'(0)[*d8,

21s

onde

(12) E([fi(e(0)), fi(a(2ms))]) = Q%Sdist(fi(ét(o)), fie(2ms)))?.
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Por outro lado, como este segmento geodésico é minimizante, temos que
2

27s
13)  L(((0). fila@rs))? < (/0 \(fioét)'(9)\d9)

27s
< (2ms) /0 (1 0.2) (0)do.

A 1ltima desigualdade é uma aplicacdo de Cauchy-Schwartz. Donde con-
cluimos, para todo s € [0,1], que E(H;(-,s) o¢;) < E(fioc) < Ep.
Finalmente, observe que H;(¢(),1) é a curva constante f;(¢:(0)). Isto
segue do fato de que f;(¢:(0)) = fi(&(27)) e contradiz a condigao de nao
trivialidade dos sweepouts.
U

2.2. Processo de encurtamento de curvas. O principal ingrediente
do argumento de Birkhoff sera apresentado nesta secao; consiste em um
processo que substitui cada curva de um sweepout por uma curva fechada
de comprimento estritamente menor que a original, a menos que aquela ja
fosse geodésica. A notacdo da secdo anterior serd usada repetidamente.

Como veremos adiante, o processo depende sutilmente do sweepout. Mais
precisamente, usaremos que se a curva fechada ¢ provém de um sweepout,
entdo ela tem uma parametrizaciao canonica c : [0, 27r] — S? obtida a partir
de alguma das curvas do sweepout {¢; }; da esfera Euclideana S3 C R?, como
definido na Secao Este fato é utilizado para justificar que o processo de
Birkhoff é bem definido e depende continuamente da curva.

Apesar da dependéncia em relacao ao sweepout, a contrucao também faz
sentido para uma Unica curva fechada parametrizada; a partir de uma selegao
de pontos da curva ¢, construimos uma curva ¢ formada por segmentos
geodésicos com extremos nos pontos escolhidos. Em seguida, repetimos este
processo para ¢, escolhendo os pontos médios dos segmentos que compoem
¢ para formar a curva geodésica por partes D(c). A segunda aproximagao
geodésica é a curva usada no processo de Birkhoff. A seguir, descreveremos
essa construcao em detalhes, incluindo a dependéncia do sweepout.

Fixe 7 > 0 de modo que toda bola métrica B,(p), p € 52, é um disco, e
dados q1, q2 € B, (p) existe uma tnica geodésica minimizante [q1, ¢2] ligando
os pontos q1 e g2 e ela estd totalmente contida em B, (p).

Observe que existe N € N com a propriedade de que se ¢ : [0,27] — S?
é uma curva fechada diferencidvel por partes com F(c) < Ey, entao

(14) dist(c(2mj/N),c(2n(j +1)/N)) <,
para todo j = 0,1,..., N — 1. De fato, temos

2w (j+1)/N
dist(c(27j /), c(27(j +1)/N)) < /2 O

27 (j+1)/N 5
(N2dO - 1] =—.
\/ /WN @20 2

IN
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Sendo assim, é suficiente escolher N de modo que 27Ey < r2N.

DEFINIGAO 2.5. Seja {c;}; o sweepout de S? associado a f € II via
¢t = fod¢. Considere N € N satisfazendo (14). Para todo t € [0,1] e
0<j <N —1, defina

mij(t) € [e:(2m/N), ct(2m(j + 1)/N)],

como sendo o ponto médio do Unico segmento geodésico minimizante que
liga os pontos ¢;(2mj/N) e ¢;(2m(j+1)/N). Observe que cada m;(t) depende
continuamente de t.

Finalmente, pada cada 0 < ¢t < 1, definimos D(¢;) como sendo a curva
fechada composta pelos segmentos geodésicos [m(t), m;+1(t)], a qual pode
ser parametrizada por:

NO — 215 _
D) (E) = xpmy o (g 0, (a8 )

em cada subintervalo 6 € [27j/N,2n(j + 1)/N].

PROPOSIGAO 2.6. A familia de curvas D(c;) definida acima € um sweepout
de I1. Além disso, L(D(c;)) < L(e), para todo 0 < t < 1, com igualdade se,
e somente se, ¢; for uma geodésica fechada de S* ou uma curva constante.

PROVA. A fim de mostrar que {D(¢;)}+ é um sweepout, defina a aplicagao
D(f) : S2 — S? por D(f)(c(0)) = D(ct)(#). Para cada t € [0.1], a curva
D(c;) é geodésica por partes. Em particular, também é diferenciavel por
partes. A continuidade de D(f) segue imediatamente da continuidade das
aplicagoes m;(t).

Em seguida, construfmos uma homotopia H : S2 x [0,2] — S? entre
f=H(-0)e D(f) = H(-,2), tal que H(-,s) o ¢ é diferencidvel por partes
e E(H(-,s)0¢) < Ep, para todos t € [0,1] e s € [0,2]. Isto implicard que
D(f) € II. A construgao é similar aquela feita na prova da Proposigao

Comecgamos definindo a homotopia para s € [0, 1], como uma homotopia
entre as f(¢;) e a primeira aproximacao geodésica. A curva H(¢(:),s) é
definida em cada intervalo [27j /N, 2m(j+1)/N] como sendo a concatenacao
do segmento geodésico de extremos f(¢,(27j/N)) e f(c(2n(j+s)/N)), com
a restrigdo da curva f o ¢ ao subintervalo [27(j + s)/N, 27 (j + 1)/N]. Mais
precisamente, para todo 6 € [27j /N, 27 (j + s)/N], definimos

H(c(0),s) = [f(e(2mj/N)), f(e(2m(j + 5)/N)))(O),
e, para 0 € [2m(j + s)/N, 27 (j +1)/N],
H(ey(0),s) = f(e(0)).
Cada segmento geodésico acima é minimizante e parametrizado propor-
cionalmente ao comprimento de arco, logo eles também minimizam energia.
Em particular, E(H(¢(-),s)) < E(f o) < Ey, para todo s € [0,1].
De modo andlogo, definimos a segunda parte da homotopia H(-,s), s €

[1,2], entre a primeira e a segunda aproximagao geodésica. O que prova que
H satisfaz a propriedade (iii) da definigao de II.
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Pela construgao, ¢ imediato verificar a desigualdade L(D(c;)) < L(cy).
Como r foi escolhido de modo que geodésicas minimizantes em bolas de raio
r s@o Unicas, se houver igualdade nessa relagao, entao D(c;) e a geodésica
por partes construida a partir dos ¢;(27j/N) devem coincidir com ¢;. Em
particular, ¢; deve ser geodésica por partes e os conjuntos singulares das duas
geodésicas por partes acima devem ser iguais. Os vértices de D(c¢;) s@o os
pontos médios entre vértices consecutivos da segunda curva, logo as tinicas
possibilidades sao: ¢; é geodésica fechada ou uma curva constante. (Il

2.3. Existéncia de geodésicas min-max. Nesta secao, provaremos
o Teorema 2.1

PROVA. Pela Proposicao sabemos que W(II) > 0. Seja {fp}n € I
uma sequéncia minimizante; ou seja,

nlgglo Sup{L(fn(ét)) te [07 1]} = W(H)

Como o processo de Birkhoff nunca aumenta comprimentos, Proposicao [2.6
temos que {D(f.)}n e {D?(fn)}n também sdo sequéncias minimizantes em
II. Escolha {t,}, C [0,1], tal que

(15) lim L(D?*(fno0¢,)) = W(II).

Seja ¢, = froé,,. A menos de subsequéncia, podemos supor que a sequéncia
de geodésicas por partes D(c,) tem um limite ¢ : [0,27] — S%, o qual
também é uma geodésica por partes que é parametrizada com velocidade
constante em cada segmento componente. De fato, por construcao, cada
curva ¢, tem N quebras, onde N € N ¢é uniforme. Se estes conjuntos de N
pontos convergem na topologia de Hausdorff, entao as geodésicas por partes
associadas convergem na topologia C° como aplicacdes de [0,27] em S2.
Em cada intervalo [27j /N, 27(j+1)/N], as curvas em questao sao geodésicas

minimizantes parametrizadas proporcionalmente ao comprimento de arco.
Logo, E(¢) = lim, 00 F(cn) < Ep. Vimos que a aplicagao de Birkhoff é
definida para toda curva parametrizada, fechada, diferencidvel por partes e
com energia menor ou igual a Fy. Em outras palavras, a curva nao precisa
estar em um sweepout e o resultado final da Proposicao também pode
ser aplicado neste caso. Sendo assim, faz sentido dizer que D?(c,) converge
a D(c). Além disso, L(D?(c,)) < L(D(cp)), a escolha e o fato de que

D(fy) é minimizante implicam que
L(D(¢)) = L(¢) = W(I).

Pela Proposicao [2.6] a primeira igualdade acima nos diz que se ¢ nao é uma
curva constante, entao ela é uma geodésica fechada. Como o comprimento
de ¢ é igual a width de I e W(II) > 0, pela Proposigao concluimos que
¢ ¢ uma geodésica fechada.

O



CAPITULO 3

Teoria min-max

No capitulo anterior, apresentamos o argumento de Birkhoff para a prova
do fato de que toda métrica em uma esfera Riemanniana bidimensional ad-
mite ao menos uma geodésica fechada. Para tanto, consideramos caminhos
nao triviais no espago de curvas parametrizadas fechadas na superficie dada
e aplicamos um argumento min-max.

Neste capitulo, introduziremos a teoria min-max correspondente em
espacos de dimensao maior que 2 e apresentaremos os argumentos de algu-
mas partes do Teorema min-max correspondente. A primeira versao desta
teoria variacional foi iniciada por Almgren em meados dos anos 1960 e aper-
feicoada por Pitts. Eles foram capazes de mostrar que toda variedade Rie-
manniana M"™ fechada de dimensado n € {3,4,5,6} admite ao menos uma
hipersuperficie minima, suave, fechada e mergulhada.

O desenvolvimento da teoria divide-se em duas partes. A primeira parte
consiste na prova da existéncia de uma hipersuperficie minima fechada, nao
necessariamente suave, que tem certas propriedades variacionais interes-
santes. A segunda parte, a teoria de regularidade, aplica estimativas de
curvatura para hipersuperficies minimas estaveis e garante a suavidade do
objeto produzido na primeira parte. Neste capitulo, discutimos em detalhes
as ideias envolvidas na primeira parte do argumento; a parte variacional. Na
dltima secao, apresentamos alguns ingredientes da parte de regularidade.

A versao original de Almgren e Pitts usa objetos e técnicas de teoria
geométrica da medida ja na formulagdo da teoria. A fim de apresentar o
método de uma maneira mais direta e intuitiva, vamos utilizar a variante da
teoria min-max desenvolvida por Simon e Smith [26], e revisitada por Cold-
ing e De Lellis [4]; nessa abordagem, M ¢é tridimensional. A apresentacao
dessa teoria é o contetddo da Secao|[ll Em paralelo a teoria min-max em var-
iedades fechadas, apresentamos uma variante deste método que é adequada
para variedades com bordo.

Na Secao [2], desenvolvemos a deformagao pull-tight, que funciona como o
processo de encurtamento de curvas de Birkhoff. Na Segao[3] apresentaremos
o argumento combinatério, o qual mostra a existéncia de um objeto ideal
para a aplica¢ao da teoria de regularidade. Na Se¢ao[4], apresentamos alguns
passos da prova da regularidade.

21
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1. Teoria min-max suave

Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta e orientdvel, pos-
sivelmente com bordo. Usamos H? para denotar a medida de Hausdorff
bidimensional em M; para superficies ¥2 C M, o nimero H?(X) coincide
com a area de 3. Seja I = [—1,1] o intervalo fechado da reta real contendo
os numero —1 <¢ < 1.

A primeira ideia a ser introduzida na descricdo da teoria min-max é a
de familias a um parametro {¥;};c; de subconjuntos fechados de M com
medida H? finita tal que

(c1) H2(%;) é continuaem t € I, e
(c2) X; converge a ¥, como subconjunto de M, quando t — to.

Em (c2), convergéncia como conjunto significa na topologia Hausdorff; dado
e > 0, existe § > 0 tal que se |t —tp| < 6§, entao 3; estd contido no conjunto
dos pontos cuja distancia a 3;, é no maximo €, e vice-versa.

DEFINICAO 1.1. Dizemos que uma familia de subconjuntos fechados
{X¢}ier satisfazendo (cl) e (c2) é um sweepout se existem subconjuntos
finitos T' C I e P C M tais que

(a) set ¢ T, entao ¥; é uma superficie fechada,

) set €T, entdo ou 3y \ P é uma superficie ou H2(3;) = 0,
(c) Xy varia suavemente como gréificoem t € I\ T, e

)seto € T e H2(Xy,) # 0, entdo X converge suavemente como
grafico a ¥y, em M \ P, quando t — tp.

Para variedades com bordo OM # &, adicionamos a hipétese que M
é conexo. Além disso, exigimos que sweepouts {¥;} satisfacam as seguintes
condigoOes extras:
(e) ¥_; coincide com M,
(f) 3 esta contido no interior de M, para todo —1 <t <1, e
(g) {X:} folheia uma vizinhanca de OM.

A condigao (g) acima significa que para cada sweepout existem a > 0 e uma
fungao diferencidvel w : [0,a] x IM — R com w(0,z) =0 e %—?(O,x) > 0,
para todo x € M, tais que, para todo t € [0, o],

Y = {exp,(—w(t,x)v(z)) : x € OM},

onde exp, denota a aplicagao exponencial de M em x e v(x) o vetor unitério
conormal ao bordo e apontando para fora de M.

Em seguida, apresentamos alguns exemplos de sweepouts.

EXEMPLO 1.2. Na esfera Euclideana S = {z € R*: |z| = 1}, podemos
construir um sweepout para o qual as fatias 3; s@o os niveis de alguma
coordenada. Basta considerar

Y ={r €Sz, =1t}
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para todo t € I. Neste caso, cada X»; é uma esfera geodésica de raio
arcsin(v/1 — t2) em S e drea H2(%;) = 4n(1 — t?). Além disso, essas es-
feras sao concéntricas e degeram-se nos pontos antipodas correspondentes
aos centros 31 = (0,0,0,1) e ¥_1 = (0,0,0,—1), parat € {—1,1}. Portanto,
a familia {¥;} é um sweepout com T'={—1,1} e P = &.

EXEMPLO 1.3. Considere novamente a esfera redonda S® C R*. Neste
exemplo, construiremos uma familia de toros bidimensionais que formam
um sweepout. Para cada t € I, tome

t+1)2 t+1)2
e frevavas (5 caeanr- (2]

Escrevendo R* = R? x R? da maneira natural, temos que

t+1 t+1\2
st () st (\i- (S22,

onde S'(r) denota a circunferéncia de raio r centrada na origem de R2.
Como no caso anterior, para t € {—1,1}, as superficies ¥; degeneram-se
em conjuntos de drea nula. Neste caso, X1 e ¥ _; sao as circunferéncias
SH(1) x {(0,0)} e {(0,0)} x S'(1), respectivamente. Novamente, {¥;} é
sweepout com T'= {—1,1} e P = @.

ExeEMPLO 1.4. Sejam M uma variedade Riemanniana tridimensional
qualquer e f : M — I uma funcao de Morse. Além disso, suponha que f
tem um tnico maximo local e um tnico minimo local; a saber, os pontos
f71(1) e f~1(—1), respectivamente. Neste caso, a familia dos niveis de f

Yr={xeM: f(z)=t}

forma um sweepout para as escolhas T' = {t € I : t é valor critico de f} e
P ={x € M : z é ponto critico de f}. Estes conjuntos sao finitos porque
pontos criticos de uma funcido de Morse sdo isolados e M é compacta. A
hipétese sobre o unicidade de maximos e minimos locais é adicionada para
garantir que a familia ¥, satisfaz a condigao (c2).

Em seguida apresentaremos a nocao de homotopia entre sweepouts. Ela
¢ de fundamental importancia na teoria, pois proporciona as classes de
sweepouts para as quais o método min-max pode ser aplicado. A fim de
introduzir esta ideia, usaremos a seguinte notacgao.

DEFINIGAO 1.5. Dizemos que um difeomorfismo ¢ : M — M é isotépico
a identidade se existe uma aplicagao diferenciavel ¢ : M x [0,1] — M
satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) (-, s) é difeomorfismo de M, para todo s € [0, 1]
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Usamos Di fo(M) para denotar o conjunto dos difeomorfismos de M que sao
isotépicos a identidade. Uma aplicagao 1 que satisfaz (i) e (ii) é dita uma
isotopia de M. Usamos Js para denotar o conjunto de todas as isotopias.
Se OM # @, exigimos que as isotopias de M fixem uma vizinhanga do
bordo. Em particular, se ¢ € Dify(M), entao ¢(x) = x, para todo x € IM.

PROPOSIGAO 1.6. Sejam {¥X;}; um sweepout e ¢ : I x M — M uma
aplicagao diferencidvel (de classe C*°) tal que ¥ (t,-) € Difo(M), para todo
t € 1. Entao {¢(t,X:) }ier € um sweepout.

DEFINICAO 1.7. Seja A uma colecao de sweepouts. Dizemos que A é
(homotopicamente) saturada se:

(a) dados {Xi}her € Aetp € C°(I x M, M) tal que 9(t,-) € Difo(M),
para todo t € I, entao {¢(t,2:) her € A, e

(b) existe Ny > 0 tal que P C M, o qual depende do sweepout, tem no
méximo Ny pontos para todo {3;}er € A.

Uma maneira de construir colegoes saturadas de sweepouts consiste em
considerar todos os sweepouts homotopicos, no sentido da Proposicao [1.6
a um sweepout fixo. Neste caso, o item (a) é valido por construcao. Além
disso, é imediato verificar que se 7' C I e P C M sao os conjuntos finitos
usados para justificar que {¥;} é sweepout, entdo para qualquer sweepout
homotédpico a {3;}, podemos escolher o subconjunto finito de M com no
méximo (#7') - (#P) pontos. O que verifica a propriedade (b) acima.

O proximo ingrediente da teoria é a width associada a uma colecao sat-
urada A. A width é o invariante min-max basico. O objetivo da teoria é a
prova da existéncia de superficies minimas, suaves, fechadas e mergulhadas.
Em outras palavras, uma superficie suave, fechada e mergulhada que é ponto
critico da area. Como no caso de geodésicas fechadas, a width representa o
valor da drea da superficie obtida.

DEFINIGAO 1.8. A width de M associada a A é definida por

W(M,A) = {EigfeA max{H>(%) : t € I}.

. n N . 1.
Seja {El(t )}, n € N, uma sequéncia de sweepouts em uma familia saturada
A, que é minimizante em relacdo a width; ou seja
b s ) b

lim max{H? (Egn)) ctely=W(M,A).
n—oo
Se {t,} é uma sequéncia de parametros t, € I tal que

2> (2,@’?) — W(M,A),

. ~ . n 7 ~ . .
dizemos que a sequéncia {z§n)} é uma sequéncia min-max.
Tendo descrito os principais objetos da teoria, apresentamos o Teorema
min-max para superficies minimas na seguinte forma:
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TEOREMA 1.9. Sejam (M?3,g) uma variedade Riemanniana compacta,
orientavel e sem bordo, e A uma colecdo saturada de sweepouts com width
W(M,A) > 0. Entdo, existe uma sequéncia min-maxr que COnverge, no
sentido de varifolds, para uma superficie minima fechada e mergulhada X,
possivelmente desconexa e com multiplicidades; i.e., como varifold

¢
Y= Z V(Zi,ni),
i=1
onde ¥; sao superficies minimas que coincidem com as componentes conexas
do suporte de ¥, n; sao inteiros positivos e V(3;,n;) € o varifold retificdvel
associado ao par (3;,n;), sequindo a nota¢ao da Se¢do @ Além disso, a
massa total de ¥ € igual a W (M, A).

No caso de variedades com bordo M # @, temos o seguinte resultado:

TEOREMA 1.10. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta,
orientdvel e com bordo OM # & estritamente convexo em média; o vetor
curvatura média ﬁaM € nao nulo e aponta para dentro de M em todo x €
OM. Seja A uma colecdo saturada de sweepouts com W (M, A) > H2(OM).
Entdo, existe uma sequéncia min-max que converge, como varifolds, para
uma superficie minima fechada e mergulhada 33, possivelmente desconezxa e
com multiplicidades, contida em int(M) e com massa total W (M, A).

2. Deformacao pull-tight de varifolds

O objetivo principal da presente secao é a aplicacao de uma ideia mo-
tivada pelo processo de encurtamento de curvas de Birkhoff. Mostraremos
como obter uma sequéncia minimizante de sweepouts com a propriedade que
todo limite min-max ¢é estacionario em M. Lembre as defini¢oes de primeira
variacao e varifolds estaciondrios apresentada na Secao [2] do Capitulo
Como feito no Capitulo[2] construiremos um processo de encurtamento para
deformar todas as fatias ¢ de uma sequéncia minimizante.

Seja A o conjunto dos varifolds em M? de massa total limitada por uma
constante C' > 0, ou seja, ||[V||(M) < C. Vamos usar A, para representar
o espago dos V' € A que sao estacionarios em M. Usaremos a métrica F do
espaco de varifolds, a qual metriza a topologia fraca em A, para decompor
o complementar de A, em A na seguinte forma:

Ay ={VeA: 27 <F(V,AL)}
e, para todo k > 2,
A, ={VeAd:27F <F(V, Ay) < 2781

Para cada V € Ag, k > 1, temos que V # A, e, em particular, ndo é
estaciondrio em M. Isto implica que existe um campo vetorial Xy € X(M),
com || Xy||c1 < 1, na direcdo do qual o primeira variacao da area de V' é
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estritamente negativa:

V) = Gl IROsVIan <o

onde {®;}+>¢ denota o fluxo do campo Xy .

Vamos construir uma aplicac¢ao continua H : A — X(M), correpondente
a uma escolha de um campo vetorial H(V'), para cada V € A, de modo que
SV(H(V)) <0, para todo V € A\ Aw.

Pela continuidade da primeira variacao da area, a qual pode ser vista
como consequéncia da férmula apresentada na Proposicao e pelo fato
de que a métrica F metriza a topologia fraca, segue-se que: para todo V €
A\ Ao, existe r(V') > 0 satisfazendo

(16) W (Xy) <0, para todo W com F(W, V) < r(V).

A seguir, provaremos uma versao geral de (16)), na qual o campo Xy e
as grandezas que representam o raio r(V) e o quao negativa é a primeira
derivada da area dependem continuamente de V.

PROPOSIGAO 2.1. Eziste aplica¢ao continua H : A — X(M) que € nula
em Aco, i.e., H(V) =0, para todo V € A, € que satisfaz

(17) SW(H(V)) < —h(F(V, Ax)),

sempre que V € A\ Ao e FW,V) < r(F(V,Ax)), onde r,h : Ry — R4
s@o fungoes continuas positivas com r(d) — 0 e h(d) — 0, quando d — 0.

PROVA. Para cada V € A\ Ay, escolha r(V) > 0 satisfazendo (16]) e
pequeno suficiente de modo que se V' € Ay, entdo a bola centrada em V de
raio (V') na métrica F cumpre a inclusao

Bf(v)(V) C A1 UAR U Apyy,

ou apenas A1 UAs se k = 1. Pela compacidade de Ay, existe cobertura finita
{UF}, i=1,2,...,N(k), de Ay lpor bolas abertas

UF = BE.(VF), com V" € Ay e rf =r(VF).

Seja Uf a bola concéntrica a Uf de raio rf/Z. Suponha, sem perda de
generalidade, que a familia {UF}; também cobre Ay. Existe c¢(k) > 0 tal que
SW(XF) < —¢(k) < 0, para todo W € UF,
onde XF = Xx é um campo de vetores com || XF||c1 <1 e dVF(XF) <0.
Considere as fungoes continuas definidas em A por

VF(V) =F(V, A\ TP).

Observe que cada 9 é positiva em UF e que a soma (V) = D ki YE(V) é
bem-definida e positiva em toda a regido A\ Aw.. Portanto, {¢F = 1@]‘3/@0};“
é uma particdo da unidade associada & cobertura {UF};; de A\ Ax.
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Seja H : A — X(M) a aplicagao continua definida por
(18) H(V)=F(V.4x) Y oF(V)X}.
ki

Considere ainda fungoes continuas r, h : R; — R satisfazendo: se V € Uf
e F(W,V) < r(F(V,Ax)), entdo W € UF e h(F(V, Ax)) < c(k). Observe
que, para tanto, é suficiente que

r(F(V,Ax)) < %min{rf Ve ﬁf}

h(F(V, Ay)) < min{c(k) : V € UF}.

Isto é obtido se as fungoes r e h sdo escolhidas de modo que

1
0<r(d)§§min{rf:k71§€§k+1},

0 < h(d) <min{c(k —1),c(k),c(k+1)}

para todo 27%F < d < 2%+l Observe que r(d) — 0, quando d — 0.
De fato, nenhuma bola Uf intersecta o conjunto dos varifolds estacionérios,
embora esteja a uma distancia de A, que tende a zero quando k£ — oo.
Em particular, rf aproxima-se de zero para k grande. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que também temos h(d) — 0, quando d — 0.

Finalmente, observe que H ¢é identicamente nula em A,,. Além disso,
pela expressao que define H(V'), temos

SW(H(V)) = B(V, Ax) 3 b (V)oW (xF).
ki

Pela contrucao, cpf(V) # 0, e 0 campo Xf afeta a primeira variagdo da area
de W na direcao de H(V'), se, esése, V € Ui’“. Em particular, as escolhas de
7 e h garantem que se (V) # 0 e F(W,V) < r(F(V, Ax)), entdo W € UF,
donde segue-se

SW(H(V)) < ~F(V,Ax) Y @i (V)e(k)
ki

< —F(V, Aoo) : h(F(Va Aoo))
([

Resumindo, a Proposicao [2.1, nos diz que existe uma escolha continua
de uma direcao na qual deformar cada varifold ndo estaciondrio de A para
diminuir area. Consequentemente, deformando V pelo fluxo do campo
H(V), obtemos um caminho continuo de varifolds V() que comega por
V(0) = V e que, para t > 0 suficientemente pequeno, V(t) tem area es-
tritamente menor que ||V|[(M). O préximo passo trata da escolha de um
tempo de deformacao para cada um desses varifolds. A partir desta escolha,
o processo de encurtamento de varifolds estard construido.
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PROPOSIGAO 2.2. Existe aplicagao P : A — V(M) que € continua e
satisfaz as sequintes propriedades:
(1) P(V) =1V, para todo V € A,
2) [[PW)II(M) < [[V[|(M), para V € A\ Ass.
Além disso, eziste funcao continua T : Ry — Ry tal que P(V') corresponde a

imagem de V pelo difeomorfismo associado ao tempo T(F(V,Ax)) do fluxo
de H(V), onde H : A — X(M) € a aplicagio construida na Proposicio [2.1]

PROVA. Para cada V € A, seja {®y(¢,-)}+>0 o fluxo do campo H (V).
Como H (V') depende continuamente de V', o teorema de dependéncia continua
de solugoes de equagoes diferenciais ordindrias e a Proposigao podem ser
usados para verificar a continuidade da aplicacdo ¥ : [0,1] x A — V(M)
definida por

\Ij(ta V) = (I)V(ta )#V

Fixado k > 1, existe t; > 0 tal que F(¥(¢,V),V) < r(F(V, Ax)), para
todo par (¢,V) € [0, tx] x Ag. Isto segue da compacidade dos conjuntos Ay.
Seja T : Ry — Ry uma fungao continua satisfazendo:

(1) 0 < T(t) < tg, para todo 27F <t < 27F+!

(ii) limyo T'(t) = 0.
Conclui-se dai que, para todos V € A\ A e 0 <t <T(F(V,Ax)), temos
(19) F(U(t,V),V)<r(F(V,Ax)).

De fato, V € Aj para algum k > 1 e dizer que V pertence a Ay significa que
a distancia desse varifold a Ao, na métrica F estd entre 27% e 275+1, Pela
escolha da fungao continua 7', item (i), segue-se que 0 < T(F(V, Ax)) < tg.
Donde segue (|19).

Aplicando a Proposicao para W = WU (t, V), temos

(20) SW(t, V)(H(V)) < —h(F(V, Ax)),
para todo 0 <t < T(F(V, Ax)). Integrando a expressao acima, obtemos
20 [[W(TF(V, Ax)), V)I[(M) < [[VI[(M) = T(F(V, Axo)) - M(F(V, Ax)).

Finalmente, defina P(V) = V(T'(F(V, Ax)), V), para todo V € A\ A,
e P(V) = V, se o varifold V' pertence a As. Pela propriedade (i) da
funcao continua 7', segue-se que a aplicagao P : A — V(M) assim definida
é continua com respeito & métrica F. Além disso, por temos

IPW)II(M) < [[VI[(M) = ((F(V, Ax)),
onde ¢(d) = T(d) - h(d) é uma funcdo continua e positiva que tende a zero

quando d — 0. O

Escolha uma sequéncia minimizante {{X¢};}; C A e defina I'; = P(%%),
onde P é a deformacao construida na proposigao anterior. Segue daquele
resultado que podemos representar I'} na forma

Fiii = Qi(lv Ei)’
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onde {Q%(s,)}s>0 ¢ o fluxo de um campo vetorial H € X(M) que depende
continuamente de t. De fato, seguindo a notagao utilizada na prova, basta
considerar, para todo x € M, Qi(s,z) = ¢2§(3T(F(Z%a Ax)), ).

Fixe i € N e tome g; > 0 pequeno (a ser escolhido). Temos uma aplicacao
continua H' : I — X(M), que associa H; a cada t € I. Considere uma
aplicacdo suave H' : I — X(M) tal que, para todo t € I,

11} — Hiller < ei.

Usamos {Q%(s,-)}s>0 para denotar o fluxo de Hf e T% = Qi(1,%%). Com isto,
temos que {I'}}; € A, para todo i € N.

Além disso, se €; é suficientemente pequeno, podemos supor que Q4(1,-) e
Qé(l, -), bem como suas derivadas primeiras, estao arbitrariamente préximas.

Por outro lado,
() = [ Jvta L)z,

onde ¢ é um difeomorfismo de M e ¥? C M é uma superficie, possivelmente
com um numero finito de pontos singulares; como as fatias dos sweepouts.
Na expressao acima, Ji(x,T,X) é o determinante Jacobiano da diferencial
dv,, restrito a T, Y. Portanto, a escolha de ¢; pode ser feita de modo que

(22 AT ~ HAE| < -
para todo t € I.

Seguindo os mesmos passos do argumento explicado no paragrafo ante-
rior, podemos fazer com que a escolha de g; implique que F(F%,fi) <iqi L
A fim de simplificar a notacdo, daqui em diante usaremos Qi = Qi(1,-).
Observe que, para toda ¢ € C.(G2(RY)), temos

o) - Ti0) = [ 03w 1) - o(6(e), T,z
- [ 94 1)) - 6(G(e), AT,
Uma simples manipulacao algébrica nos permite escrever esta diferenca como
[ 793w T (0162, 0T D) — G(Gi(w), 4T D))
- [ (80 ) — I T D) 6 ), U (T )
Portanto, usando que as ¥¢ tém 4reas limitadas uniformemente em t e i,

temos: se |¢| < 1, Lip(¢) < 1 e Q! e Q! estdo suficientemente préximas na
topologia C!, podemos supor que

| —

F(I'},T}) = sup{T}(¢) — T}(¢) : ¢ € Ce(Gx(R)), |¢] <1 e Lip(¢) <1} < -

~
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A existéncia de e; > 0 satisfazendo estas propriedades também pode ser
verificada indiretamente por um argumento de compacidade, sem usar as
expressoes explicitas da massa e da métrica F.

Na proposicao seguinte, apresentamos a principal propriedade da sequéncia
de sweepouts {{T'},}; C A.

PROPOSIGAO 2.3. Para todo € > 0, existem 6 >0 e N € N tais que
sei>N eHA(T) > W — 4§, entio F(I'%, Ay) < €.

Prova. Fixado € > 0, observe que se i > 2/¢, entdo a escolha de f%
préximo de T garante que se F(I', Ay) > ¢, entdo F(T%, As) > /2.
Afirmamos que existe €1 > 0 tal que, para V € A,

se F(P(V), Ax) > /2, entao F(V, Ay) > e1.

Suponha, por contradi¢do, que nao existe €; com tal propriedade. Neste
caso, existiria sequéncia V; € A tal que F(P(V;), Ax) > €/2, mas F(V;, Ax)
tende a zero. Pela compacidade de A, a menos de uma subsequéncia, admita
que V; = V, V € Ay. Pela continuidade de P, temos que P(V;) tende a
P(V) =V, pois V € Ax. O que contradiz a hipétese F(P(V;), Ax) > /2.
Em seguida, observe que existe ¢y > 0 tal quese V € A, F(V, As) > €1,
entao ||P(V)|[(M) < ||[V||(M) — £y. Caso contrario, existiria uma sequéncia
Vi € A com F(V,, Ax) > &1 e [VI[(M) =L < [P(K)][(M) < [[Vil|(M).
De modo analogo ao argumento anterior, a menos de subsequéncia, terfamos
Vi =V, com |[P(V)||[(M) = ||[VI||(M). O que implica, pela propriedade (2)
da Proposicao que V € Ay. Contradizendo a hipétese F(V;, Ax) > 1.
Finalmente, escolna N € N| tal que N > 2/¢ e, para todo i > N,

) £ 1
(23) sup{HA(EZH) :te I} < W + 50 -
Lembrando que I' = P(X%), temos que, para todo i > 2/e,
(24) se (I, Ay) > e, entdo H2(T%) < HA(XE) — Lo.

Combinando as expressoes , e , concluimos que para todos > N,
se F(T'%, Ay) > ¢, entdo H2(I'h) < W — £y/2. Isto prova que a afirmagao
feita no enunciado da proposigao é verdadeira com § = £y /2.

O

3. Argumento combinatério

Seja A uma colegao saturada de sweepouts com width W (M,A) > 0.
Nessa secao, mostraremos que toda sequéncia minimizante em A tem uma
sequéncia min-max com uma propriedade variacional adicional; a propriedade
quase-minimizante (almost minimizing) de Pitts.

Como vimos, limites min-max sdo varifolds de massa W = W (M, A), os
quais, mesmo quando retificaveis, com multiplicidade inteira e estacionérios,
podem estar longe de ser o varifold associado a uma superficie suave de M.
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A propriedade quase-minimizante de Pitts desempenha papel fundamental
na teoria de regularidade que segue o argumento descrito neste capitulo.

DEFINIGAO 3.1. Sejam U C M um aberto, S = {{3¢};}; uma sequéncia
minimizante em A e {¥;};en uma sequéncia min-max proveniente de S.
Dizemos que {%;}; é quase-minimizante em U se existe uma sequéncia {&;};
de numeros positivos tal que €; — 0, quando ¢ — oo, e para toda isotopia
Y € Js(U) satisfazendo

H2 (D1, 8)) < HA(E) + 5,
para todo s € [0, 1], temos H2((X4,1)) > H2(%;) — &

Neste caso, dizemos que que X; é €;-quase minimizante em U. Se a
sequéncia ¥; converge a um varifold min-max V', também dizemos que V é
quase minimizante no aberto U.

EXEMPLO 3.2. Seja V o varifold em R? associado & unido dos planos
coordenados zy e zz. V é um exemplo de varifold estaciondrio que nao
pode ser o limite de uma sequéncia quase minimizante em uma bola cen-
trada na origem. Intuitivamente, toda superficie mergulhada suficiente-
mente préxima de V pode ser deformada isotopicamente por superficies
de areas cada vez menores que se afastam de um dos planos y + z = 0 ou
y — z = 0, de modo similar as superficies yz = §. A demonstragao formal
deste fato ¢é indireta e as deformagoes mencionadas nao sao explicitas.

Usaremos a notacao A(x;s,t) para representar o anel da variedade M
centrado em x € M, e de raio interior s e exterior ¢, onde 0 < s < t.

PROPOSIGAO 3.3. Seja S = {{Xi}i}i uma sequéncia minimizante em A.
Eziste sequéncia min-mazx {¥;}; de S que é quase minimizante em anéis
pequenos de M; mais precisamente, para todo x € M, existe r(z) > 0 tal
que {¥;}; € quase minimizante em todo A(x;s,t), com 0 < s <t <r(zx).

PROVA. A fim de demonstrar este resultado, mostraremos a existéncia
de uma sequéncia min-max {¥;}; de S e de uma sequéncia de nimeros reais
g; — 0 com a seguinte propriedade: para todo par (U', U?) de subconjuntos
de M tal que dist(U',U?) > 2min{diam(U%),diam(U?)}, Z; é &;-quase
minimizante em algum dos subconjuntos U! ou U2.

Usamos CO para denotar o conjunto dos pares (U', U?) satisfazendo a
relagao entre distancia e didmetros recém mencionada.

Fixe L € N. Afirmamos que exitem i € N e ¥; = Z%i tais que: ¢ > L,
H2(X;) > W — 1/L e, para todo par (U',U?) de CO,

1 o
>, é Z—quase minimizante em U' ou em U2

Em outras palavras, vamos mostrar que existem fatias arbitrariamente grandes
com a propriedade e-quase minimizante em todo par de CO, para algum
€ > 0. Isto serd provado por contradigao.
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Suponha que nao seja possivel encontrar Zii com as propriedades dese-
jadas. Isto quer dizer: para toda fatia ¥, com i > L e H3(X}) > W — 1/L,
existe um par (U}, U?) de CO tal que i nio é 1/L-quase minimizante em
ambos U} e U?. Logo, existem isotopias wg € Js(Utj ), 7 = 1,2, satisfazendo

- , 1
H2H (5 ) < HASH) + o
para todo s € [0,1], e
o . 1
M2 (54 1) < HA(S) — 1+

Sendo assim, para cada fatia grande, temos duas deformacgoes, suportadas
em dominios disjuntos (um par de CO), ao longo das quais a drea aumenta
no maximo (8L)~! e que terminam em uma superficie de drea menor que

sup{H*(Z}) :t € I} —1/L.

Para i grande, concluimos que as superficies finais dessas deformacoes nao
sao muito grandes; i.e., tém 4rea menor que W — (2L)7L.

Para concluir o argumento, resta mostrar que ¢ possivel combinar as iso-
topias 1! para deformar todas as fatias grandes ao mesmo tempo e obter um
sweepout sem nenhuma fatia muito grande. E por causa dessa deformagao
homotdépica do sweepout que precisamos ter pelo menos duas isotopias que
diminuem 4rea para cada Y grande.

A propriedade relevante dos pares de CO que faz possivel o argumento
combinatério é a seguinte: dados (U',U?) e (V1,V?) pares de CO, existem
a, B € {1,2} tais que U N VP = 2.

Considere o conjunto compacto

Ki={tel:H*E)>W -1/L}
dos indices correspondentes a fatias grandes de {X¢};.

Para todo t € K*, existe um intervalo aberto I(¢) C I centrado em ¢ tal
que, para todo 7 € I(t),

M2 (55, 5) < M) + o7
para todo s € [0,1], e
HAA(21,1)) < HA(SE) - 57
Podemos cobrir o compacto K* por finitos intervalos I(t1),...,I(t;) como

acima. Suponha, sem perda de generalidade, que os nimeros t estao orde-
nados, t1 < ... <ty e que I(tx) N I(ty) # @ implica |k —m| < 1. A fim de
simplificar a notagdo, usamos

I = I(ty), U = UL e v =],

Para cada k € {1,...,/}, usaremos algumas das zpi para deformar as
fatias ¥} com t € I,. Suponha, a menos de repetir o processo a ser descrito
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um ndmero finito de vezes, que I N [y # &, para todo k= 1,...,¢ — 1.
Com isto, temos que coordenar a utilizacao das isotopias 1@, @ZJ,%, @bi 1€ @Z},% 41
na deformagdo de X, para t naquela intersecio. Para resolver este prob-
lema, vamos deformar X} usando até duas das quatro isotopias mencionadas
simultaneamente. Explicaremos agora como efetuar a escolha das isotopias
em cada intervalo [j.

Pela propriedade dos pares de CO, podemos escolher aq, 81 € {1,2} tais
que Uy NUy" = @. Suponha, sem perda de generalidade, que oy = 1 = 1.
Defina

Ji =T, o1 =) e Vi =Uf,
p2 =1y e Vo =Uj.
Vamos usar ¢ para deformar todas as fatias E% com t € J;. Também
usaremos (9 para deformar as 3} com ¢t € J; N Iy. Pela escolha de ¢; e 2,
essas isotopias tém suportes em dominios disjuntos. A isotopia ¥? nao sera
usada, ja 12 pode vir a ser usada nos préximos passos.

Aplique novamente a propriedade do pares de CO para obter asg, 52 €
{1,2} com U5? N UP,BQ = @. Temos duas possibilidades: o =1 ou ag = 2.
No primeiro caso, definimos

Jo = Iy,
3 =5 e Vs = UL”.
Com isto, ¥3 nio serd utilizada no argumento. Todas as ¥ com t € Jy serdo

deformadas por 2, e aquelas com t € Jo N I3 também serao deformadas por
3. Se ag = 2, escolhemos intervalos abertos Ja, J3 C I, tais que

JoUJs =1, JiNJa# e (JanNJs)N(JLUI3) =02.
Além disso, defina
p3 =135 e V3 = U3,
o1 =52 e Vi = US™.

Neste caso, todas as ¥t com t € JoMN.J3 serdo deformadas por ambas isotopias
©2 € 3, as quais sdo suportadas em dominios disjuntos. E as 3¢ com
t € J3 N I3 serdao deformadas por 3 e 4.

Indutivamente, obtemos:

e uma cobertura {Ji,...,Jg} de K% a qual é um refinamento de
{L,..., I}, A
e conjuntos abertos Vi,..., Vg entre os Ug, e
e isotopias ¢1,..., R entre as wi,
tais que

(A) K'c JyU...UJg,
(B) JxNJpy # & e k # m implica |k —m| =1 e dist(Vy, Vi) > 0,
(C) ¢k é suportada em V
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(D) para todo s € [0,1] e T € Jj, temos

. . 1
H2(pn(2.5)) < HA(ED) +
4L
1
2L
Escolha fungoes ng : R — [0, 1] de classe O, k € {1, ..., R}, tais que

H(pr(E5,1)) < HA(SL) —

e 1) ¢ suportada em J, e
e para todo t € K, existe k € {1,..., R} tal que ni(t) = 1.

Para todo s € [0,1] e t € I, defina

V(- 83t) = @r(:, snRr(t)) 0 -0 p1(-, smu(t)).

Observe que {(-, 8;t)}sejo1] € I, para todo ¢ € I, e ¥(-,1;t) é suave em
M x I. Logo, I't é definida por (X%, 1;t), entdo {I'}} € A. Observe que %i
é deformada apenas pelas ¢y para as quais n(t) # 0.

Para finalizar a prova da afirmacao, verifiquemos que

. , 1 1
(25)  sup{H2(T%):t € I} < max{sup{H*(Zi):t eI} - i W — YAL
Observe que se t ¢ K*, entdo H?(Xi) < W — L~! e t pertence a no méximo
dois dos subconjuntos Ji. Pela primeira estimativa em (D), temos:

Eset € K como um dos n(t) = 1, temos

. . 1 1 . 1
HA(TY) < H* (X)) — Lt IL < sup{H*(Z}) :t € T} — 0
Como {{X{};}; é sequéncia minimizante, para i suficientemente grande, o
lado direto da desigualdade (25| é estritamente menor que W. O que con-
tradiz a definicao de W e prova a afirmacao feita no inicio desta demon-
stracao.

Resumindo, temos uma sequéncia min-max {;} de S com H?*(%;) >
W —1/i e tal que, para todo par (U',U?) de CO, ¥; é 1/i-quase minimizante
em pelo menos um dos U7, j = 1,2.

Por outro lado, observe que se r > 0 é suficientemente pequeno, U =
B.(x) e U? = M \ Bs,(z), entdo (U',U?) € CO, para todo z € M. De
fato, dist(U',U?) = 4r e diam(U') = 2r. Em particular, ¥; é (1/i)-quase
minimizante em B,(z) ou em M \ Bjs,(z). Vamos analisar dois casos. No
primeiro, supomos que existe r > 0 pequeno e N’ C N infinito tais que

(26) ¥; é (1/i)-quase minimizante em B, (z),

para todo i € N e x € M. Neste caso, a proposi¢ao estd provada, pois a
funcao constante igual a r satisfaz o enunciado.



4. REGULARIDADE 35

Resta analizar o caso em que: para todo j € N; existe i(j) € N tal que,
para todo ¢ > i(j),

¥; é (1/i)-quase minimizante em M \ B5/j($§.)’

para algum $; € M. Aplicando um argumento diagonal e de subsequéncias,

escolhemos Z, 7 C N infinitos tais que x; tende a x; € M, quando i — oo
comi€Z,exj — Too €M, quando j — oo com j € J. Neste caso, para
todo 7 > 0 pequeno, e ¢ € Z grande, temos

Y é (1/i)-quase minimizante em M \ By (Zo).

Neste caso, defina r(z) = dist(z, x), para todo x € M \{zx}, € 7(2x0) > 0
pequeno. Todo anel em M de centro x, raio interior positivo e raio exterior
menor que r(x), ndo passa Por .. Isto encerra a prova da proposi¢ao. O

4. Regularidade

Nesta se¢ao, discutimos brevemente a teoria de regularidade de varifolds
estacionarios em M que sao limites de sequéncias quase minimizantes em
anéis pequenos. Dentre os ingredientes usados neste argumento, destacamos
as estimativas de curvatura de Schoen para superficies minimas estaveis,
[27]. Vimos que superficies minimas sdo pontos criticos do funcional area.
Uma superficie minima é dita estdvel em um aberto U se a segunda derivada
da area é nao negativa para todo campo variacional suportado em U. Uma
consequéncia das estimativas de curvatura de Schoen é que para toda sequéncia
de superficies minimas estaveis em U, existe uma subsequéncia que converge
a uma superficie minima estavel.

Pelo que vimos nas secoes anteriores, sabemos que toda sequéncia min-
imizante de sweepouts tem um limite min-max V = lim;_,, X; com essas
propriedades, onde {¥;}; é uma sequéncia min-max. Isto segue da aplicacao
da Proposicao [3.3| para a sequéncia minimizante da Proposigao Como
cada fatia ¥; tem um ntimero finito, uniformemente controlado em j, de
pontos singulares, é possivel extrair uma subsequéncia de modo que as X;
sao suaves em anéis pequenos.

Mostraremos como usar as ¥; para construir superficies de comparacao
para V em cada anel pequeno, e como usar tais superficies para obter pro-
priedades de regularidade de V.

A fim de explicar a construcao das superficies de comparacao, sejam
U C M um aberto fixo e V = lim;_,, 3; o varifold limite de uma sequéncia
{3;}; de fatias que satisfazem:

(i) X; é 1/j-quase minimizante em U,
(ii) ¥; é suave em U, e

(iii) V é estacionario em M.

Podemos assumir que U é um anel pequeno em M e que as propriedades (i)
e (ii) acima também sao vélidas em anéis U’ um pouco maiores que U.
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Fixado j € N, considere o conjunto de isotopias de M, suportadas em
U e que nao fazem a area de ¥; crescer mais que 1/8j; i.e.,

35,(%;,U) = {¢ € Is(U) : H2((%j,5)) < HQ(EJ-)Jrgj, para todo s € [0,1]}.

Seja X = Y*(3;,1), k € N, uma sequéncia que minimiza a drea H2(¢) (25, 1)),
dentre as isotopias 1 € Js;(2;,U). Suponha, a menos de subsequéncia, que
¥k — Vj; como varifolds, quando k£ — co. Esta construgao e a propriedade
quase minimizante implicam que V; cumpre:

« V;N(M\U)=3%;n(M\U),
o [VIII(M) > H2(S5) — 1], e

e V;NU ¢ supeficie minima, suave, estavel e mergulhada.

A regularidade das V; N U serd discutida adiante.
Um limite da forma V = lim;_, V}, depois de uma possivel passagem a
subsequéncia, é um varifold em M que satizfaz:

(I) ‘:/ é estaciondrio em M,
(ID VN (M\U)=Vn(M\U),
) ([VIM) = [VIIM),
(IV) V NU é superficie minima suave, estdvel e mergulhada.

Neste caso, dizemos que V é uma superficie de comparacao para V em U.
O fato (IV), é consequéncia da propriedade andloga dos V; e das estimativas
de curvatura de Schoen para superficies minimas estdveis. Para verificar que
V' é estaciondario em M, observamos que ele é estacionario no complemento
de U, por coincidir com V em M \ U, e em anéis U’ um pouco maiores que
U, pela propriedade quase minimizante da sequéncia X; em U’.

Observe que, pela construcao, V também é limite de uma sequéncia
{Ej,kj }; quase minimizante em U. Portanto, podemos repetir o processo

acima para obter superficies de comparacao para V.

Em seguida, mostramos como usar as superficies de comparacao para
extrair propriedades de regularidade do varifold V. Mais precisamente,
mostramos que V é um varifold retificivel de multiplicidade inteira. Para
este fim, introduzimos as nogoes de densidade e cones tangentes. Em geral,
varifolds estaciondrios podem estar longe de ser superficies minimas suave.
Por outro lado, estes objetos tém varias propriedades similares, como uma
propriedade de monotonicidade e o principio do maximo. No caso de vari-
folds em uma variedade Riemanniana M3, temos:

PROPOSIGAO 4.1. Se r > 0 € pequeno, existe C = C(r) > 0 tal que: se
V' € estaciondrio em M,z € M e 0 < s <t <r, entao

IVI(Bs(2)) _ SIVII(Be(z)

ms2 w2

Além disso, C(r) — 1, quando r — 0.
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Em particular, a proposicao anterior garante que existe o limite

_|VII(Br(z))
(27) Oz, V) = }1_r>r(1) —
o qual é chamado de densidade de V em x. A fim de mostrar que o varifold
estacionario V é retificdvel, é suficiente verificar que O(x, V') > 0, para ||V |-
q.t.p. * € M, ver Teorema 42.4 em [25]. Seja ro = ro(M) > 0 tal que toda
bola B,(x), com 0 < r < rg, é estritamente convexa. Suponha ainda que a

Proposicao aplica-se a rg.

PROPOSIGAO 4.2. Se V' € um varifold estaciondrio em M, x € spt(V) e

s > 0 sao tais que 4s < rg e existe uma superficie de comparacao V para V
no anel A(x;s,2s), entdo ©(x, V) > (4C(ro)) 1.

PROVA. Observamos que existe y € V N A(x;s,2s). Se nao houvesse,
encontrariamos um varifold nao nulo suportado em B, (x). Como todas
as bolas B,(x), com r < ry sao estritamente convexas, a existéncia deste
varifold contradiz o principio do méaximo.

Portanto, observando que para y € VN A(zx;s,2s), temos a inclusao
Bas(y) C Bys(z), usando a propriedade (III) da superficie de comparacao, e
aplicando a Proposicao temos

IVII(Bas(@)) _ [IVII(Bas(@)) _ [IVII(Bas(y))
m(4s)? 167s? - 167s?

1
> DV
—4C
onde a tltima desigualdade é consequéncia da regularidade de f/ﬂA(x; $,28)

e que isto implica que a densidade O(y, V) > 1. O

Com isto, sabemos que um varifold que admite superficies de comparagao
em anéis pequenos é retificdvel. O préximo passo é que para todo x € spt(V),
todo cone tangente a V em x é um multiplo inteiro de um plano.

Suponha que M estd isometricamente mergulhada em RY. Usamos D7
para denotar a aplicacao que consiste em transladar x para a origem e depois
multiplicar por p~! em RL.

Definimos os cones tangentes a V' em x como sendo os possiveis limites
da forma C' = lim;, o V7 , onde p, = 0e V) = (Df;"n)#V. E fato que todo
cone tangente a um varifold estacionédrio é um cone Euclideano estacionario.

PROPOSIGAO 4.3. Seja V' um varifold estaciondrio em M e x € spt(V).
Suponha que para todo s > 0 suficientemente pequeno, existe uma superficie
de comparac¢ao 174 para V no anel A(x;s,3s). Entao, todo cone tangente a
V em x € um maltiplo inteiro de um plano.

PROVA. Seja C = lim,, 00 Vpxn um cone tangente a V em z. Para todo
n € N grande, existe superficie de comparacao f/pn para V em A(x; pp, 3pn)-
As propriedades de V), implicam que Vi = (D7 )4V,, satisfaz:
. f/p’i é estaciondrio em D7 (M),
o Vy, =V, em (D5 )(A(%; pn, 3pn)),
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e para todo p € (0,1) U (3,4), temos
1V (D5, (By(2)) = [V lI(Dg, (Bp()), e
. Vp‘i N (D3, ) (A(x; pns 3pp)) é minima estavel e mergulhada.

A menos de passagem a uma subsequéncia, podemos supor que ‘N/pi —

C’. Observe que C’ e C estdo contidos em uma cépia de R3, proveniente do
limite Dy (M) — R3. Usamos B, para denotar a bola Euclideana de raio p
centrada na origem de R3. O limite C’ tem as seguintes propriedades:

(a) C' é estacionario em R3,

(b) C" = C em By U.A(0;3,4), onde A(0;3,4) = By \ Bs,

(c) para todo p € (0,1) U (3,4), temos ||C'||(B,) = ||C||(B,), e

(d) C"'N.A(0;3,4) é uma superficie minima estavel e mergulhada.
Usando (c) e que C' é cone, temos que

IC1(B,) _ [ICII(By)
2 72

é constante para p € (0,1) U (3,4). Logo, temos igualdade na férmula de
monotonicidade do varifold estacionario C’, o que implica que C’ também é
cone. Em particular, por (d), C"N.A(0;3,4) é um cone minimo mergulhado.
Donde segue que C’ é suportado em um plano que passa pela origem. Por
(b), 0 mesmo ocorre com C, o que conclui a prova. O

Em particular, vemos que o varifold estacionario retificivel V' do exemplo
uma unido de planos transversais em R3, nao admite superficies de
comparacao em todo anel pequeno, logo, ndao é limite de uma sequéncia
quase minimizante em anéis pequenos de M. Isto segue da Proposicao
pois os cones tangentes aquele V' em pontos pertencentes a interse¢do dos
planos é o proéprio V.

A conclusao da prova da regularidade do suporte de um varifold esta-
cionario que admite superficies de comparacao em anéis pequenos usa o fato
que observamos anteriormente que diz que: superficies de comparacao para
V também admitem superficies de comparacao em anéis pequenos. Para
mais detalhes, veja a Proposicao 6.3 em [4].

Finalmente, voltamos a discussao sobre a regularidade das V;NU usadas
na construcao das superficies de comparacao. Esta parte também usa um
processo iterativo de construcao de superficies de comparacao. Lembre-
se que V; = limy X%, onde {¥;;}r é uma sequéncia que minimiza area
entre as superficies que sao isotépicas a ¥; ao longo de um caminho de
superficies com areas menores ou iguais a H?(3;)+1/8;j. A fim de construir
superficies de comparacao para V; em anéis pequenos em U, observa-se
que: para todo z € U, existe € > 0 tal que, para todo k grande, se ¢ €
Js(B:(z)) e H2(p(Zjk, 1)) < H3(Z;x), entdo existe ¢ € Js;(X;x, Be(z))
com ¥(-,1) = ¢(-,1). Sendo assim, para todo anel An de centro x e contido
em B:(z), consideramos uma sequéncia {¢*(X;x, 1)}, que minimiza 4rea
dentre as superficies ¢(X;%,1), com ¢ € Js(An). Suponha, a menos de
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subsequéncias, que gof(Zng, 1) = W, e W, — W;. Neste caso, afirmamos
que W; é uma superficie de comparacao para V; em An. A propriedade de
conservacao da massa em M usa a observagao feita sobre a possibilidade de
escolher ¢’ € Js;(%; k, B:(z)). Por Meeks-Simon-Yau [19], cada W, N An
¢ uma superficie minima estavel e mergulhada. E a regularidade de W; N An
segue das estimativas de curvatura de Schoen.



CAPITULO 4

Existéncia de infinitas hipersuperficies minimas

No capitulo [3] vimos que toda variedade Riemanniana tridimensional
fechada admite superficie minima suave, fechada e mergulhada. Para tanto,
apresentamos a abordagem suave da teoria min-max.

Neste capitulo, apresentamos alguns elementos da teoria min-max de
Almgren e Pitts, a qual pode ser aplicada em variedades fechadas (M"*!, g)
de dimensao qualquer para produzir hipersuperficies minimas, fechadas e
mergulhadas, que sao suave a menos de um conjunto pequeno. Neste caso, os
sweepouts sao familias a um parametro de flat chains mdédulo 2 de dimensao
n e sem bordo em M. Usamos Z,(M;Zs) para denotar o conjunto dessas
possiveis fatias. Na Secao |1} fazemos uma breve exposi¢ao sobre os objetos
do espago Z,(M;Zs).

Vimos nos capitulos anteriores que a aplicagao da teoria min-max esta
ligada a existéncia de um sweepout nao homotépico a um caminho constante.
No caso da teoria min-max de Almgren e Pitts, isto sera possivel gracas ao
isomorfismo de Almgren, o qual garante que

ﬂl(Zn(M; ZQ)) >~ Hn+1(M; ZQ) ~ ZQ.

Em 1982, Shing-Tung Yau conjecturou que toda variedade Riemanniana
tridimensional fechada tem infinitas superficies minimas imersas fechadas.
Explorando a estrutura do anel de cohomologia do espago Z,,(M;Zz), Coda
Marques e Neves mostraram a existéncia de uma infinidade de hipersu-
perficies minimas fechadas e mergulhadas em varidades Riemannianas com-
pactas de curvatura de Ricci positiva, dando uma resposta parcial & pergunta
de Yau. O presente capitulo é dedicado a apresentacao deste resultado.

Ao longo deste capitulo, sera conveniente utilizar ciclos com coeficientes
em Zo = {0,1}. Além disso, usaremos espagos de parametros mais gerais;
X subcomplexo cibico de I"™ = [0, 1]™, para algum m € N.

Na Secao [2, descrevemos os objetos basicos das teorias de homologia e
cohomologia singular e enunciamos o resultado sobre a estrutura do anel
de cohomologia do espago Z,(M;Zsy). Nas segoes seguintes, apresentamos
os elementos da prova do teorema de existéncia de infinitas hipersuperficies
minimas mencionado acima, o qual serd provado na Secao[6] Alguns objetos
da parte mais técnica da teoria min-max de Almgren e Pitts serdo omitidos
a fim de apresentar as ideias envolvidas na demonstracao com mais clareza.
O teorema min-max geral, equivalente ao Teorema da teoria suave, sera
apresentado sem demonstragao na Segao [4]

40
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1. Flat chains mod 2

Nesta secao, apresentaremos os espagos I (M; Zy) das flat chains médulo
2 de dimensao k, e Z;(M;Zs) dos elementos A € I (M;Zy) com 0A = 0.
De modo similar aquele da secao sobre varifolds, apresentamos aqui outro
tipo de objeto que generaliza a ideia de subvariedades de dimensao k. No
contexto da teoria min-max, trabalhar com flat chains tem a vantagem de
que o operador de bordo permite a criagao de uma teoria de homologia que
garante a existéncia de classes de sweepouts nao triviais. Por outro lado,
trabalhar com flat chains tem a desvantagem de que o volume de dimensao
k é apenas semi-continuo inferiormente na topologia usual deste espaco.
Por isso, a teoria usa sweepouts cujas fatias sao flat chains e os limite min-
max sao varifolds. A fim de apresentar as flat chains, faremos uma breve
discussdo sobre a teoria de correntes no espaco Euclideano RE.

A nocao de correntes de dimensdo k em RZ é o andlogo para k-formas
diferenciais das distribui¢ées de Schwartz para fungoes. Para o propdsito
destas notas, é 1til pensar em uma corrente de dimensao k, ou simplesmente
uma k-corrente, como uma subvariedade Lipschitz orientada de dimensao k.

A definigao geral diz que uma k-corrente é um funcional linear continuo
no espago QIE(RL ) das k-formas diferenciais de suporte compacto em RY o
qual é equipado com a sua topologia localmente convexa usual, caracterizada
pelo fato de que w* — w se:

e em coordenadas Euclideanas, w' = > agf)dxa, w =y, a.,dz®,
onde dz® = dz®' A- - - Adx“*, para cada k-upla de niimeros naturais
a=(ag,...,op) com ag <...< oy,

e existe K C R compacto tal que Spt(a&l)), spt(aq) C K

o lim; . Dﬂag) = DPa,, para todo a e todo multi-indice 2.

EXEMPLO 1.1. Seja ©*¥ ¢ RF uma subvariedade orientada, de dimensio
k e tal que H¥(CNY) < oo para todo compacto C' C R”. Podemos considerar
o funcional linear induzido por integracao de k-formas em 3: [|X[](w) = [y w,

para toda w € QF(RF). [|£]] é uma k-corrente.

A uma k-corrente qualquer em R”, associamos noc¢oes de suporte, bordo
e volume de dimensao k. Seja T' uma k-corrente. O suporte de T', denotado
por spt(T), é o menor subconjunto fechado de R” para o qual T'(w) = 0, para
todaw € QF(RE) suportada fora de spt(T'). O bordo de T é a (k—1)-corrente
definida por 0T (w) = T'(dw), onde d denota a derivada exterior usual de
formas diferenciais. Pelo Teorema de Stokes, temos que 0[|X|] = [|0X]],
para qualquer subvariedade com bordo ¥ C R%, como no exemplo

A quantidade que generaliza o volume de dimensao k é chamada massa
de T. Para cada aberto W C R%, definimos a massa de T em W por
(28) IT1|(W) = sup{T(w) : w € Q(RF), spt(w) CW e |w] < 1},
onde |w| é o valor méximo de (w(z),w(x))'/2, para € RE. Usamos (-, )
para denotar as extensdes do produto interno canénico de R aos espacos
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dos vetores e covetores de dimensoes quaisquer; se {eq,...,er} é uma base
ortonormal de R e {e!,... e’} sua base dual, entdo

fei, Ao A eik}1§i1<’52<..‘<ik§L

¢é base ortonormal para o espago dos k-vetores, e

{e" A Ne* M<iycine . <in<L
¢ base ortonormal de covetores de dimensao k. Também usamos (w, v) para
denotar o emparelhamento natural de um k-vetor v e um k-covetor w. A
massa total da corrente T', ||T||(RF), é denotada por M(T).
Generalizando o exemplo temos a seguinte definigao.

DEFINICAO 1.2. Uma k-corrente T é dita retificdvel se
(29) T(w) = [ (wn)d,
b

para toda w € QF(RL), onde

(i) £ c RV é um compacto, H*-mensurdvel e k-retificavel (pode ser
coberto por uma quantidade enumerdvel de cartas Lipschitz), e

(i) 7 é uma aplicacdo (H*LX)-integravel no espaco dos k-vetores, tal
que, para H-q.t.p. x € X, n(x) = 71 A--- A 13, 6 simples, |n(z)| é
inteiro e o espago tangente de ¥ em z é associado a n(z).

No caso de correntes retificiveis, o conjunto ¥ em (i) coincide com o
suporte de T'. A funcao n(z)/|n(x)|, que associa um k-vetor simples unitério
a HF-q.t.p. = € ¥, fornece uma orientacio de T,%. O quantidade |n(z)| é
chamada multiplicidade de T' em z. Sendo assim, a cada corrente retificavel,
podemos associar um varifold retificavel de multiplicidade inteira; basta es-
quecer a orientacao. Em outras palavras, associado a T', temos o varifold
|T| = V(X, |n|). Lembre a notacao introduzida na Secao

Em seguida, consideramos um espago um pouco maior de k-correntes.
Flat chains inteiras em RE sdo k-correntes da forma T = R + 9S, onde R é
k-corrente retificavel e S é (k + 1)-corrente retificivel. Observe que o bordo
de uma flat chain inteira de dimensao k é uma flat chain inteira de dimensao
(k — 1). Usamos Fy(R¥) para denotar o espaco das flat chains inteiras de
dimensdo k em RE.

Consideramos o espaco de correntes F3(RY) munido da topologia flat,
a qual é definida por meio de uma familia de métricas F¢, com indices
C c R” subconjuntos compactos. Fixado C e dadas 11,75 € Fi(RF) com
suportes contidos em C, definimos a métrica flat por Fo (11 — Ts), onde
Fo(T) é o infimo dos valores M(R) +M(S), com T'= R+ 0S5, R k-corrente
retificivel e S (k 4 1)-corrente retificivel, ambas suportadas em C. Em
particular, T; — T na topologia flat se, e somente se, Fo(T;,T) — 0 para
todo compacto C' C RL,

ExeEMPLO 1.3. Sejam [ o varifold induzido por um segmento de reta
unitério em R? e T; uma sequéncia de 1-correntes dadas por bordos T; = 9.5;,
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'] (—I)TE

FicUurE 1. Convergéncia na topologia flat e o fendomeno do
cancelamento de massa.

onde spt(I) C int(spt(S;)), para todo i, e M(S;) = H2(S;) — 0. Veja a
figura |1l Em particular, temos que Fo(7T;) < M(S;), para todo compacto
C c R* que contém os suportes das S;. Isto mostra que 7} converge na
topologia flat para a corrente nula.

Por outro lado, os varifolds induzidos |T;| satizfazem

T3 (6 /gbe ))dH( —>2/¢>ITI)d’H()

quando i — oo, para toda ¢ € C.(G1(R?)). Portanto, |T;| converge como
varifold para 21 = V(I,2).

O exemplo acima ilustra o fenémeno do cancelamento de massa para uma
sequéncia de correntes que converge na topologia flat. Em geral, a massa
é apenas semi-continua inferiormente nesta topologia; i.e., se F(7;,T7) — 0,
entao para todo aberto W temos ||T'|[(W) < liminf; . ||T;|[(W).

A fim de introduzir as flat chains moédulo 2, consideramos a seguinte
variante da métrica flat Fc. Para cada T € Fj(RF) suportada em C, defina

(30) F&(T) = RirslfQ{M(R) +M(S): T = R+ 05 + 2Q},

onde R e S sao correntes retificaveis de dimensoes apropriadas e () € fk(RL),
todas suportadas em C. Com isto, estamos forcando .7%(2T) = 0, para toda
T € F(RY) com spt(T) C C.

DEFINICAO 1.4. Sejam Ty e Ty flat chains inteiras. Dizemos que 17 e Th
sao congruentes modulo 2, e escrevemos 17 = T5 mod 2, se .F%(Tl —T5) =0,
para algum subconjunto compacto C' C RE.

As classes de equivaléncia de elementos de Fj(RY) sdo chamadas flat
chains médulo 2 de dimensao k em RL.

Como no caso de correntes, flat chains médulo 2 também admitem
nocoes de suporte, bordo e massa. Definimos o suporte spt?(7) de uma
flat chain mod 2 como sendo

spt?(T) = ﬂ{spt(R) :R=T mod 2}.

Observe que se 77 = T5 mod 2, entdo 977 = 01 mod 2. Isto pode
ser visto como uma consequéncia imediata do fato de que F(9T) < F(T).



44 4. EXISTENCIA DE INFINITAS HIPERSUPERFICIES MINIMAS

Definimos o bordo de uma flat chain mod 2, T, como a classe de congruéncia
mod 2, 9T, de qualquer flat chain inteira que represente T'.

Toda corrente retificdvel R pode ser expressa como uma soma R + 2Q,
onde R e Q sdo correntes retificiveis e R tem multiplicidade 1 em quase todo
ponto do seu suporte. Neste caso, a massa da flat chain mod 2 associada a R,
denotada por M?(R), serd a massa da corrente R. Em geral, a massa de uma
flat chain mod 2, T, é o menor valor M?(T') para o qual é possivel aproximar
T, com respeito a F?2, por correntes retificiveis com massas tendendo a
M?(T). Mais precisamente, para todo ¢ > 0, existem C' C R¥ compacto e
R corrente retificivel suportada em C' com

FET — R) < e e M(R) < MY(T) +e.

Se M"™*! é uma variedade Riemanniana compacta e orientada, consid-
eramos M isometricamente mergulhada em algum espaco Euclideano R”.
Entao, usamos Iy (M;Zs) para denotar o espago das flat chains mod 2 de
dimensdo k de R* com suporte contido em M. Denotamos por Zj(M;Zs)
o espago das flat chains mod 2 T € I (M;Zs) com 0T = 0.

Fixe C' ¢ R compacto tal que M esté contida no interior de C. Usamos
F? para denotar a métrica flat .7%. Assumimos ao longo dessas notas que
os espacos Iy(M;Zs) e Z,(M;Zs) tém a topologia induzida por F2.

Ja vimos como associar um varifold inteiro a cada k-corrente retificavel
com suporte em M. Em seguida, consideramos varifolds induzidos por flat
chains mod 2. Dada T' € I(M;Zs) de massa finita, consideramos sequéncia
R; de correntes retificiveis que aproximam T em F?2, e tais que M(R;) —
M?2(T). A menos de subsequéncia,int |R;| converge como varifold. O limite
s6 depende de T e serd denotado por |T'|. A massa de |T| é igual a M?(T).

Na Segao [2] do Capitulo [T, demos sentido & imagem de um varifold por
uma aplicacdo. De modo andlogo, podemos considerar imagens de correntes
retificaveis e flat chains médulo 2. Seja ¥ : M — M uma aplicacao de classe
C'. No caso de uma corrente retificavel T', como na Defini¢ao [1.2] definimos
V4T como a corrente retificdvel

T (w) = A [T W),

onde
iy)= > d¥.(nx)),
el —l(y)NZ4

e X1 denota o subconjunto de ¥ onde o determinante Jacobiano da difer-
encial dV¥, restrita a T,% é positivo. Observe que, em todo y € ¥(X) onde
T,¥(Y) existe, cada parcela de 7(y) é um multiplo inteiro, possivelmente
negativo, de um k-vetor simples e unitario associado a T, ().

De modo anéalogo, podemos definir a imagem de uma flat chain inteira
T = R + 05 pela aplicacao ¥ por V4T = VxR + 0(V4S). Observe que
estas defini¢Ges também fazem sentido se W é apenas Lipschitz. Além disso,

F2(U4T) < max{Lip(¥)*, Lip(¥)* 1 FX(T).
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Portanto, se 17 = T5 mod 2, entao W4T = ¥4T> mod 2. Isto nos permite
fazer a seguinte definicdo: a imagem de uma flat chian mod 2, T, pela
aplicacao W ¢é a classe de congruéncia mod 2, 4T, de qualquer flat chain
inteira em T

2. Topologia do espago Z,(M; Z3)

Nesta secao, apresentamos duas propriedades topolégicas do espaco das
flat chains mod 2, Z,,(M;Zs). A primeira, Lema é uma propriedade
das bolas de raio suficientemente pequenos na métrica flat. A segunda é o
Teorema que descreve o anel de cohomologia de Z,,(M;Zsg).

LEMA 2.1. Eziste ¢ = (M) > 0 tal que toda aplicagao continua na
topologia flat ¥ : S' — Z,(M;Z3) com imagem contida em uma bola de
rato € € homotopicamente trivial.

A homotopia entre uma aplicacio continua do circulo S' com imagem
em uma bola de raio £ e uma aplicagao constante pode ser considerada como
sendo suportada em uma bola concéntrica um pouco maior que a original;
de raio ne, onde n = n(M) também é uma constante que s6 depende de
M. A prova deste lema serd omitida nestas notas, ela utiliza resultados
de interpolacao entre correntes proximas na topologia flat, Teorema 6.6 em
[2] e Teorema 14.1 em [17] para a versao deste resultado para aplicagoes
continuas na topologia da massa.

Em seguida, faremos uma breve introducao aos grupos de homologia e
cohomologia. Seja X um espago topolégico. Usamos A™ para denotar o m-
simplexo padrao; o fecho convexo do conjunto {eg, €1, ..., €, } dos vetores da
base canonica do R™*!. Se m = 0, A° contém um tnico ponto. Existem m
faces de dimensao (m — 1) em A™, usamos |eq, ..., &, ..., eny,] para denotar
a face correspondente ao fecho convexo do conjunto {eg,...,en} \ {€;}.

Seja Cp,(X) o grupo abeliano livre gerado pelas aplicagoes continuas
o : A™ — X. Estas aplicacbes sdo chamadas de n-simplexos singulares.
Cada elemento de C,,(X) pode ser escrito como ¢, = Zle n;o;, onde
n; € Z e o; é m-simplexo singular.

A restricao de um m-simplexo a cada uma das faces que compoem o
bordo de A™ induz um (m — 1)-simplexo. Esta observacao pode ser usada
para definir o operador de bordo 0 : Cp,(X) — Cp,—1(X) pela expressao

m
do = Z(_1)la|eo,...,é¢,...,em]7
i=1
para cada m-simplexo. Este operador é um homomorfismo de grupos e
satisfaz a propriedade bésica 9 o 9 = 0.
Em seguida, consideramos dois subgrupos especiais de Cy,,(X), os ciclos

Zm(X) ={c € Cp(X) : 0c =0},
e os bordos

Bm(X) = {Cm € Cm(X) : Cm = Ocm1, para algum cpi1 € Cpy (X)}
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Pela propriedade bésica do operador de bordo, temos que By, (X) é subgrupo
de Z,,(X). Os grupos quociente Hy,(X) = Z;,(X)/Bn(X) sao chamados
grupos de homologia de X.

Toda aplicacao continua f : X — X’ induz o homomorfismo fy :
Cin(X) = Cp(X') definido por composigao

¢ ¢
f# (Zni0i> = ni(foo).
i=1 =1

Observamos que fx comuta com o operador de bordo, fx 00 = 0o fx. Em
particular, concluimos que fu (B (X)) C By (X') e f4(Zn (X)) C Zn(X').
Portanto, toda aplicacao continua f induz um homomorfismo entre os grupos
de homologia f, : Hy(X) — Hy(X'). E um fato importante na teoria de
homologia que tal aplicacao ¢é invariante por homotopia; i.e., se f,g: X —
X'’ sao homotépicas, entao f, = gs.

Em seguida, apresentamos alguns elementos da teoria de cohomologia
com coeficientes em Zso, a qual funciona como a dualizagdo da teoria de
homologia.

Usamos C™(X,Zz) para denotar o grupo abeliano livre gerado pelos
homomorfismo ¢™ : Cp,(X) — Zg. Substituimos o operadore de bordo em
cada grau pelo seu dual 6 : C™(X;Zs) — C™TY(X; Zs); i.e.,

"™ (em1) = " (OCm+1).

E imediato verificar que d o § = 0, 0 que nos permite considerar o quociente
H™(X,Z3) do grupo de cociclos Z™(X,Zy) = {c € C™(X;Zs) : dc = 0},
pelo subgrupo dos bordos B™ (X, Zs) = 6(C™ (X, Zy)). Além disso, para
toda aplicacao continua f : X — X', o homomorfismo induzida fx pode du-
alizado para f# : C™(X'; Zs) — C™(X;Z2) por f#(c™)(cm) = ™(f4(cm)).
Usando a comutatividade desta aplicagao com o operador de cobordo, vemos
que ela induz um homomorfismo no nivel de cohomologia.

O dltimo ingrediente que precisamos introduzir para dar a descrigao
topoldgica de Z,(M;Zsy) é o produto cup, o qual induz uma estrutura de
anel graduado na uniao dos grupos de cohomologia. Dados o € CP(X,Zs) e
B € C1UX,Zs), definimos o produto cup entre o e § como sendo o elemento
a— € CPT9(X,Zs) definido por

14 14
(a ~ 6) (Z ni0i> = Znia(ai“eo,...,ep])ﬂ(o—i‘[ep,...,ep+q}) mod 2.
i=1 =1

Este produto relaciona-se com o operador de cobordo definido anteriormente
via §(a — B) = (da) — B+ (—1)Pa — (68). Em particular, segue-se que
se «a e 3 sd0 cociclos, entao o produto entre eles é um novo cociclo. Além
disso, se « é cociclo, entao d(a — ) = (—1)Pa — (63), o que mostra que
o produto entre um cociclo e um cobordo é um novo cobordo. O mesmo
ocorre na ordem inversa. Com isto, concluimos que o produto cup pode ser
passado ao nivel de cohomologia HP(X,Zs) x HI(X,Zy) — HPTI(X,Zs).



3. p-sweepouts 47

TEOREMA 2.2. O anel de cohomologia de Z,(M;Z3) com coeficientes
em Zg tem tnico gerador \ € HY(Z2,(M;Z3),Z5), e o produto cup N’ de p
copias de X é nao nulo em HP(Z,(M;Zs),Zs2), para todo p > 1.

A prova deste resultado nao serd apresentada nestas notas. Ela é baseada
no isomorfismo encontrado por Almgren [2] entre o grupo my(Zx(M;Z2)) e
o grupo de homologia Hy¢(M,Zs2).

Na prova do principal resultado deste capitulo, Teorema [6.1}, usamos a
seguinte propriedade fundamental do produto cup.

PROPOSIGAO 2.3. Sejam o € HP(X;Zs) e B € HY(X;Zs) classes de
cohomologia e A e B subconjuntos de X. Sejam ia, ip e iaup as aplicagdes
de inclusdo de A, B e AU B em X, respectivamente.

Com isto, temos que se (ig)*a = 0 em HP(A;Z9) e (i) = 0 em
HY(B;Zs), entao (iaup)*(a— ) =0 em HPTI(AU B;Zs).

Para finalizar a secao, apresentamos o esbogo da prova deste fato. Dizer
que (i4)*a = 0 significa que um representante ¢? : Cp,(X) — Zy da classe
a satisfaz ¢P(o0), para todo o € Cp(A). Logo, se ¢? € av e d? € 3, segue-se
que ¢ — d : Cpi4(X) — Zy é nulo em toda combinacao de (p + ¢)-simplexos
suportados em um dos subconjuntos A ou B. Intuitivamente, como A e
B sao abertos, todo simplexo com imagem em A U B pode ser subdividido
em parcelas com imagens contidas em um dos subconjuntos. Portanto, o
produto ¢ — d é nulo em Cp1 (AU B).

3. p-sweepouts

Nesta secao, generalizamos a nocao de sweepouts a aplicagoes definidas
em espacos de parametros de dimensao qualquer que detectam diferentes
classes topoldgicas em Z,(M;Zsy). Os elementos dessas classes mais gerais
sao chamados p-sweepouts.

Usamos I = [0, 1]™ para denotar o complexo ctibico formado por todas
as céluas da forma o) ® - - - ® ap, com «; € {[0], [1],[0,1]}. Um subcomplexo
cibico X de I™ é um subconjunto dessas céluas com a propriedade que se
uma célula o € X, entao todas as faces de o também pertencem a X. Para
esta exposicao, X pode ser pensado como um subconjunto de I".

Intuitivamente, podemos pensar em um p-sweepout como uma aplicacao
continua ® : X — Z,(M;Zs) definida em um subcomplexo cibico de I,
para algum m, e com a propriedade de que para todo {z1,...,z,} C M,
existe § € X tal que {z1,...,2,} C ®(6).

ExEMPLO 3.1. Vimos anteriormente que o caminho de hipersuperficies
formado pelos niveis de uma funcao de Morse compoe um sweepout. Em
geral, também podemos usar uma funcao de Morse para construir p-sweepouts;
cada fatia sera representada por uma unido de no maximo p niveis da funcao.

Mais precisamente, seja f : M"T! — [0,1] uma funcio de Morse. Para
cada (ag,ay,...,a,) € RPTL considere o n-ciclo mod 2 ®(ag,a1,...,a,)
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associado a flat chain inteira

(31) HreM:ay+arf(x)+...+apf(x)P <0}
Observe que ®(ag, a1, ..., a,) = ®(aag, aay, ..., aap), para todo nimero real
a # 0. Logo, ® é uma familia de ciclos parametrizada pelo espago projetivo
real RP? = RPY /(a ~ aa). Usamos [ag : a1 : ... : ap] para denotar o
elemento de RPP correspondente a a = (ag, a1, ..., ap).

Observe ainda que o suporte de ®([ap : a; : ... : ap]) estd contido em até
p niveis de f. De fato, temos

spt @(Jag : a1 :...:ap)) CU_ {f = ¢},

onde ¢;, i = 1,...,p, sdo as raizes do polinomio P(c) = ap+aic+...+apc’.

No entanto, pode ser que nem todos os niveis {f = ¢;} estejam presentes
naquele suporte. Se ¢; é uma raiz de multiplicidade par de P(c), entao os
valores assumidos por P tém todos o mesmo sinal para todo ¢ # ¢; proximo
de ¢;. Caso tenhamos P(c) > 0, entao é claro que {f = ¢;} ndo estd no
bordo da regiao em que P(f(x)) < 0. Ja se P(c) < 0, o nivel ¢; de f aparece
duas vezes no bordo acima: como bordo de {f < ¢} e como bordo de
{f > ¢i}. As orientagoes induzidas em {f = ¢;} por estas duas regioes sao
opostas, logo este nivel nao aparece no suporte da corrente expressa em .
Portanto, o nivel {f = ¢;} ndo aparece no suporte de ®([ag : a; : ... : ap)).

A definicao intuitiva de p-sweepout pode ser verificada facilmente; dado
{z1,...,2p} C M, considere um polinémio ag+aic+...a,c’ cuja raizes sao
os valores f(z;). Sendo assim, segue-se que ®([ag : a1 : ... : ap|) passa pelos
p pontos x1,...,Tp.

A fim de introduzir a nogao formal de p-sweepout usaremos o gerador
A € HY(Z,(M;Zs), Z5) do anel de cohomologia de Z,(M;Zs). Lembre-se
que a nogao de sweepout é a de um caminho v : S — Z,(M;Zs) que nao é
homotépico a uma aplicacao constante.

O isomorfismo de Almgren nos diz que m1(Z2,,(M;Zs3)) = Z2. Logo, exis-
tem apenas duas classes de homotopia de curvas v : S! — Z,(M;Zs). Cada
classe de homotopia [], correnponde a uma tnica classe em H;(Z,,(M;Zs));
toda curva pode ser vista como um 1-simplexo singular. Além disso, o ho-
momorfismo de grupos assim definido m1 (2, (M;Zs)) — Hi(Z2,(M;Z2)), é
sobrejetivo e tem nucleo igual ao subgrupo dos comutadores. Como neste
caso o grupo fundamental é isomorfo a Z,, que é abeliano, concluimos que
a aplicacao acima é um isomorfismo.

O grupo de cohomologia H'(X,Zs), de um espaco topolégico X, esté
relacionado com o grupo Hom(H;(X),Zs) dos homomorfismos do grupo
Hy(X) em Zgy via um homomorfismo

(32) h: HY(X,Z5) — Hom(H(X), Zs).

Toda [¢] € H'(X,Z3) é a classe de um homomorfismo ¢ das cadeias C;(X)
em Zs, com dp = 0. Em particular, ¢ é zero nos bordos B (X) C C1(X), o
que implica que a restrigdo de ¢ aos ciclos Z;(X) C C1(X) pode ser passada
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ao quociente Hy(X) = Z1(X)/Bi1(X). Obtemos assim o homomorfismo
h([¢]) : Hi(X) — Zo. Esta construgdo nao é particular dos grupos de
cohomologia de grau 1, mas, neste caso, o fato de que o grupo de homologia
Hy(X) élivre implica que h é isomorfismo. Para mais detalhes, ver o teorema
dos coeficientes universais, Teorema 3.2 de [14]. Além disso, a aplicagao h
¢ natural, no sentido que dada uma aplicacao continua v : X — X', o
diagrama abaixo é comutativo

HY(X', 7o) —> Hom(H, (X"), Z5)

lv* i(%)*

HY(X, Zs) —L> Hom(H, (X), Z)

Se v : S' — Z,(M;Zs) é um caminho qualquer, a naturalidade de h
fornece o diagrama comutativo

HY(Z,(M; L), Zs) —= Hom(H, (Z,(M; Z5)), Zs)

lw* i(%)*
h

Hl(Sl,Zg) Hom(Hl(Sl),Zg)

em que todos os grupos representados sao isomorfos a Zs e os dois homomor-
fismos h sao isomorfismos. Sendo assim, v é nao trivial homotopicamente
se, e somente se, v, é a aplicacio que leva a identidade de Hp(S!) ~ Z
na identidade de H;(Z,(M;Zs3)). Portanto, usando a comutatividade do
diagrama, concluimos que as seguintes afirmagoes sao equivalentes: v é um
sweepout (ndo trivial homotopicamente), v*(\) # 0, e A(7) # 0.

DEFINIGAO 3.2. Seja X um subcomplexo cibico de I, para algum
m € N. Uma aplicacdo continua na topologia flat ® : X — Z,(M;Zs) é um
p-sweepout se D*(NP) # 0.

A seguinte proposi¢ao pode ajudar na verificacdo de que uma aplicagao
continua ¢ : X — Z,(M;Zs3) é um p-sweepout.

PrROPOSIGAO 3.3. A aplicagio continua ® : X — Z,(M;Zs) é um
p-sweepout se, e somente se, houver N € H' (X ;Zs) tal que:

(i) para um caminho qualquer o : S — X, temos que \(o) # 0 se, e
somente se, ® o g € um sweepout, e
(il) NP £ 0 em HP(X;Zo).

ProVA. Observe que a condigao (i) implica que (o) # 0 se, e somente
se, ®*(N)(0) = A(® o o) # 0. Nesta equivaléncia, estamos usando ®*(\)
identificada com sua imagem via o isomorfismo h descrito anteriormente.

Em particular, como A e ®*(\) assumem valores em Zo, (i) equivale ao fato
de que A = ®*(\).
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Portanto, se ® é um p-sweepout, é imediato que A = ®*(\) satisfaz as
propriedades (i) e (ii). Reciprocamente, se A € H'(X;Zy) satisfaz (i) e (ii),
entdao A = ®*(\) é consequéncia de (i). Aplicando (ii), ®*(A\P) = AP £ 0. O

ExEMPLO 3.4. Vamos verificar que a aplicacao
O RPP — Z,(M;Zs)

construida no exemplo anterior a partir de uma funcao de Morse f em
M™1 & um p-sweepout. Para tanto, usaremos a Proposicio Seja A €
HY(RPP; Zs) o gerador do anel de cohomologia de RPP. Conhecido o anel
de cohomologia de RPP| verifica-se que AP # 0; logo, a condigao (ii) daquela
proposicao é satisfeita.

De modo andlogo & observacao feita para A, dada o : S* — RPP, sabemos
que A(o) # 0 se, e somente se, 0 ndo é homotopicamente trivial em RIP?.
Logo, a fim de verificar a propriedade (i), é suficiente verificar que se um
caminho o : S' — RPP ndo é homotépicamente trivial, entdo ® o ¢ é um
sweepout. De fato, como sé existem duas classes de homotopia e ¢ nao é
trivial, entdo o é homotépica ao caminho oq : S' — RPP definido por

oo(cosB,sinf) = [cos (0/2) :sin(8/2): 0:...:0],
para 6 € [0,27]. Em particular, ® o o é homotépica a
® o gp(cosb,sinf) = {f(x) < —cot (6/2)},

o qual é o sweepout induzido pelos niveis da funcao de Morse f. Donde
concluimos que ® o ¢ é um sweepout.

4. p-width

Nesta secao, introduzimos o conceito de p-width e apresentamos o teo-
rema de existéncia de hipersuperficies min-max associado.

Usamos P, para denotar o espaco dos p-sweepouts ® : X — Z,(M;Zs),
para algum subcomplexo cibico X de I™, para algum m € N. Duas
aplicacoes em P, podem ter dominios diferentes. A seguir, apresentamos
a nocao de p-width estudada por Gromov, Guth, Codd Marques e Neves,
dentre outros autores.

DEFINIGAO 4.1. A p-width de M™*! é definida por
wp(M) = inf sup{M(®(z)) : x € dmn(®P)},
oeP,

onde dmn(®) denota o dominio do p-sweepout .

E imediato verificar que se ® é um p-sweepout, entao ¢ é um g-sweepout
para todo ¢ < p. Em particular, temos

wi(M) <ws(M) < ... <wp(M) <wpi(M) <...

Similarmente ao caso de sweepouts a um parametro, o teorema min-max
pode ser aplicado para cada classe de homotopia de p-sweepouts. Decom-
pomos P, em classes de homotopia II e usamos D, para denotar o espaco
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dessas classes; cada II € D, é um conjunto de p-sweepouts definidos no
mesmo dominio X = X(II) e que sdo dois a dois homotdpicos. Seguindo
esta terminologia, temos a seguinte versao do teorema min-max:

TEOREMA 4.2. Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta de
dimensao n+1, com 2 <n <6, eIl € D, uma classe de p-sweepouts de M.

Existe um wvarifold estaciondrio ¥ cujo suporte é uma hipersuperficie
minima suave, mergulhada e fechada, possivelmente desconexa e com mul-
tiplicidades, e tal que

ISIIM) = L) = jnf sup{M(@(z)) s x € dmn(®)}.

Este teorema foi provado por Pitts, dando continuidade ao trabalho de
Almgren, em dimensées n = 2,3,4,5. Nestes casos, a afirmacao sobre a
regularidade do varifold min-max 3 é baseada nas estimativas de curvatura
de Schoen, Simon e Yau [29] para hipersuperficies minimas estdveis. As
estimativas de curvatura obtidas por Schoen e Simon [28] permitiram a
extensao do teorema para n > 6. No caso n = 6, como no enunciado
acima, o suporte do limite min-max ainda é suave. Em dimensoes n > 7, a
afirmacao sobre a regularidade é que o conjunto singular do suporte de %
tem codimensao de Hausdorff pelo menos 7.

Observe que o teorema min-max diz que a width de cada classe II € D,
pode ser realizada como o volume n-dimensional com multiplicidades de um
varifold estacionario, mas nao é aplicado a p-width diretamente. Por outro
lado, temos:

wp(M) = Hiéllf)pL(H)'

EXEMPLO 4.3. Seja S? a esfera Euclideana tridimensional. Temos:
w1(53) = (IJQ(S3) = w3(53) = W4(Sg) = 47.
Pela relacao de monotonicidade das p-widths, é suficiente mostrar que 47 <
w1(S?) e wy(S3) < 47, Com relagdo & primeira afirmacio, a menos de uma
aplicacdo do teorema min-max, basta provar que toda superficie minima
fechada ¥ C S? tem 4rea H?(X) > 47. Para tanto, observamos que o cone
sobre ¥ em R* C(X) = {Az : # € e X > 0}, é um cone Euclideano
estaciondrio. Além disso, para todo R > 0, temos
H}(C(X)NBr)  HA(X)
%ﬂ'R?’ S Am

onde Bp, denota a bola Euclideana de raio R centrada na origem de R*. A fim
de concluir este argumento, usaremos o seguinte fato: para todo p € C(X)
o limite

3
O(C(%),00,p) = ngréo H (C<§7)723BR@))
3

9

existe e é independente de p. A existéncia é uma consequéncia da férmula de
monotonicidade discutida na Segao [4|do Capitulo (3l O valor O(C(X), 00) =
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O(C (%), 00,p) é chamado de densidade de C'(X) no infinito. Usando p igual
a origem de R*, temos que O(C(X),00) = H2(X)/4m. Por outro lado, se
escolhermos p € C(X) diferente da origem, a férmula de monotonicidade
implica que ©(C(X),00) > O(p, C(X)) = 1. Logo, H*(X) > 4.

Para provar a desigualdade wy(S®) < 47, basta construir um 4-sweepout
® com M(®(x)) < 4m, para todo z € dmn(®). Considere a aplicagao
@ : St — Z5(S3; Zy) definida por

¢(ag, a1, az,a3,as) = {x € S*: (2, (ag, a1, a2, a3)) = a4l|(ao, a, az,a3)||},

para todo a2 # 1, e por zero nos pdlos (0,0,0,0,1) e (0,0,0,0,—1). Esta
aplicagao é continua na topologia flat e satisfaz p(a) = ¢(—a), para todo
a € S* Seja ® : RP* — 25(S%;Zy) a aplicacdo continua definida como a
passagem de ¢ ao quociente. Além disso, toda fatia ®([a]) é uma esfera
geodésica redonda, em particular, com M(®([a])) < 4.

Resta mostrar apenas que ¢ é um 4-sweepout. A prova deste fato
é andloga aquela do exemplo [3.4] usando a Proposi¢ao B3] Seja A €
H(RP*; Zy) o gerador do anel de cohomologia. E claro que A* # 0, o que
garante a propriedade (ii) daquela proposi¢ao. A fim de concluir a prova,
¢é suficiente verificar que a composicao de ® com um caminho nao trivial
o: S — RP* é um sweepout. Tome o definido por

o) =10:0:0:cos(0/2) :sin(6/2)],

para todo @ € [—m, w]. Observando que (®oc)(f) = {z € S : x4 = sin(/2)}
é o0 sweepout candnico, o argumento esta concluido.

5. Estimativas das p-widths

O objetivo desta secao é apresentar estimativas superiores e inferiores
para as p-widths de M. Tais estimativas foram obtidas por Gromov [11]
e Guth [13]. Nestas notas, omitimos a prova das estimativas inferiores, as
quais nao sao usadas no argumento da secao seguinte.

TEOREMA 5.1. Seja M™ wma varieade Riemanniana compacta. Existe
uma constante C (M) > 0 tal que, para todo p € N,

1 1
C~lpmit < wy(M) < Cprt.

ProvA. Parte 1: Escolha uma cubicagao de M; i.e., um subcomplexo
ctibico K de dimensao (n+ 1) de I, para algum m € N, e um homeomor-
fismo Lipschitz G : K — M tal que G~! também é Lipschitz. Em particular,
ar arestas de K tém comprimento 1. Para cada k € N, seja K (k) o subcom-
plexo cubico obtido pela subdivisao de K em cubos menores de arestas de
comprimento 37%. Seja ¢(k) C M o conjunto das imagens dos centros dos
(n + 1)-cubos de K (k).

Parte 2: Escolha uma funcao de Morse f : M — R com as seguintes
propriedades:
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(a) cada nivel f~1(¢) intersecta no méaximo um elemento de c(k) para
cada k € N, e
(b) nenhum ponto critico de f pertence a c(k).

A existéncia de uma funcéo satisfazendo tais propriedades pode ser verifi-
cada através de argumentos basicos de topologia diferencial; como feito no
Lema 5.3 de [18].

Parte 3: Usamos w(n) para representar o volume da bola Euclideana
unitaria de dimensao n. Fixado k € N, tome € > 0 de modo que

(a") para todos z,y € c¢(k), com x # y, temos
F(Buyt()) 1 £ (Buye(y)) = @, o
(b") para todo t € R e z € ¢(k), temos
M(f1(t) N Bg-r(z)) < 2w(n)e"3~ ",

A existéncia de € com tais propriedades é consequéncia imediata da escolha
das propriedades (a) e (b) que relacionam a cubicacao escolhida e f. Observe
ainda que (a') e (b') implicam que, para todo t € R,

(33) M(f1(t) N Boyi (c(k))) < 2w(n)e"37"F.

Parte 4: Dados k € N e € > 0 suficientemente pequeno, existe uma
aplicagao Lipschitz F': M — M homotdpica a identidade e tal que

(1) F(M — Ugee(r)Beg-r (7)) estd contido na imagem via G' das faces
de dimensao n de K(k), e
(ii) |DF| < C/e,

onde C' > 0 depende apenas de M. Intuitivamente, F' é uma aplicacao que
em cada (n + 1)-cubo ¢ de K (k) colapsa o complementar de uma bola de
raio €37 nas n-faces de o, as quais tém arestas de comprimento 37%.

Parte 5: Dado p € N, seja ¢, : RP? — Z,,(M;Z3) o p-sweepout asso-
ciado & func¢ao de Morse f, como construido no Exemplo [3.1] e revisitado
no Exemplo Escolha k € N tal que 3% < pn%rl < 3k Tome € > 0
satisfazendo os argumentos das partes 3 e 4.

Defina U : RPP — Z,,(M; Zs) pela expressao

V() = Fyu(®p(0));

i.e., substitua cada fatia de ®, pela sua imagem por F'. Como F' ¢ Lipschitz,
¥ também é continua. Além disso, o fato de que F' é homotépica a identidade
implica que ¥ é p-sweepout. A fim de concluir a prova é suficiente verificar
que existe uma constante C' = C (M) > 0 tal que, para todo 6 € RPP,

M(T(0)) < Cpiti.

Nas estimativas a seguir, C denota uma constante positiva que pode nao
ser a mesma em todas as etapas, mas s6 depende de M.
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As propriedades |33| e (ii) da Parte 4 implicam que

M(Fy(f~(t) N Bugs(e(h))) < (s;%pmm) ofm)enz
< (C/e)™ - 2w(n)e"3F < 037",

Cada fatia ®,(6) é composta por no méximo p niveis de f, logo
M(Fy(@,(0) N Bogi(c(k)))) < Cp3~™* < Cpi,

onde a ultima desigualdade segue da escolha de k.

Seja B = M — B.3-«(c(k)). A propriedade (i) da aplicacdo F' garante
que o suporte de Fiu(®,(0) N B) estd contido na uniao da imagem por G
das n-faces de K (k). Como estamos usando fatias com coeficientes em Z,
a multiplicidade da imagem dessas n-faces é no maximo um. Observe que
cada (n + 1)-cubo de K d4 origem a (n+ 1)(3% + 1)3*" faces de dimensdo n
da subdivisdo K (k), as quais tém lados de comprimento 37*. Portanto,

M(Fy(®,(0) N B)) < C3EmDg=nk — o3k < Opnit,

onde, novamente, a iltima desigualdade segue da escolha de k. Isto encerra
a prova da cota superior das p-widths. ([l

6. Existéncia de infinitas minimas

Nesta secao, apresentamos a prova do seguinte teorema de Codd Marques
e Neves, [18].

TEOREMA 6.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de
dimensdo (n+ 1), com 2 <n <6, e curvatura de Ricci positiva.

Entao, M contém uma infinidade de hipersuperficies minimas, suaves,
fechadas e mergulhadas distintas.

ProvAa DO TEOREMA [6.1l Ao longo da prova usaremos a notacao in-
troduzida na se¢ao anterior. Observando a relagao

(34) wp(M) = inf L(IT),

vemos que uma das seguintes afirmagoes é verdadeira:
(i) wp(M) = L(II), para algum IT € D),
(ii) existe uma sequéncia {II;};en C D, tal que L(II;) é estritamente
decrescente em j e tende a wy(M) quando j — oo.

Se (ii) ocorre, é imediato verificar que existem infinitas hipersuperficies
minimas como no enunciado do teorema. De fato, podemos aplicar o Teo-
rema para obter uma sequéncia de varifolds estaciondrios {¥;}; com
suporte suave e ||X;[|(M) = L(II;), para cada j € N. Se houvesse ape-
nas um conjunto finito {A1,...,As} de minimas fechadas e mergulhadas, as
possiveis combinagoes Zle n;||Ai||(M), com n; € N, formariam um con-
junto de nuimeros reais sem pontos de acumulacdo, contradizendo (ii).
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De agora em diante, suponha que (i) é verdadeira para todo p € N. Va-
mos dividir o restante da prova em dois casos: se wy(M) = wpt1(M) para
algum p € N, mostraremos que existem infinitas hipersuperficies minimas,
suaves, fechadas e mergulhadas. A hipdétese da curvatura de Ricci posi-
tiva ndo serd utilizada nessa parte. A segunda parte trata do caso em que
wp(M) < wpi1(M), para todo p € N.

Primeiro caso: Suponha que existe p € N tal que wy,(M) = wpi1(M).
Pelo que discutimos no inicio da demonstracgao,

wp+1(M) = LII) = q1>r€n; sup{M(®(z)) : z € dmn(P)},

para alguma classe de (p + 1)-sweepouts I € Dpiq. Seja X o complexo
ctibico que representa o dominio dos (p + 1)-sweepouts em II. Escolha uma
sequéncia minimizante ®; € II; i.e., sup{M(®;(z)) : z € dmn(®;)} tende a
wpt1(M). Afirmamos que exite uma infinidade de hipersuperficies minimas,
suaves, fechadas e mergulhadas em M com volume de dimensao n menor
que ou igual a wpy1(M). Vamos usar 7 para denotar o conjunto contendo
tais hipersuperficies e a flat chain mod 2 nula. Um elemento de T pode ter
véarias componentes conexas. Suponha, por contradicao, que 7 ¢ finito.

A fim de obter uma contradicdo, é suficiente construir uma sequéncia ¥;
de p-sweepouts com
(35) lim sup sup{M(¥;(z)) : € dmn(¥;)} < wp1(M) = wp(M)

1—00

e tal que existe um niimero positivo g satisfazendo

(36) F2(Vi(2), T) > eo,

para todo x € dmn(¥;). Se todos os ¥; pertencerem a uma mesma classe de
homotopia de p-sweepouts, podemos aplicar os passos da prova do Teorema
min-max para esta sequéncia e chegar a uma contradi¢ao. De fato,
0 que se prova é que para qualquer sequéncia minimizante fixa {U;};, é
possivel obter um varifold inteiro estacionario ¥ como aquele que aparece
no enunciado do teorema e que é um limite min-max de {¥;};. Para uma
sequéncia satisfazendo e , nenhum limite min-max ¥ pode ter como
suporte uma hipersuperficie minima, suave, fechada e mergulhada. Caso
contrério, terfamos ||X|[(M) = wp41(M), para algum 3 da forma
£ = lim [V ()],

para alguma sequéncia i; — oo e z; € dmn(¥;;). O limite acima é no
sentido de varifolds. Suponha, a menos de passagem a uma subsequéncia,
que ¥;, (z;) também converge na topologia flat para alguma T' € Z,,(M; Zs).
Segue da semi-continuidade inferior da massa que o suporte de T" esta contido
no suporte do varifold limite ¥. Se spt(X) é suave, o teorema da constancia
implica que T é a soma das flat chains mod 2 associadas a algumas das
componentes do suporte de X e, portanto, T pertence a 7. O que contradiz
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([36). O mesmo argumento, seguindo os passos da prova do Teorema min-
max, pode ser aplicado quando a sequéncia de p-sweepouts ¥; nao pertence
a uma classe de homotopia fixa. Passemos a construgao dessas aplicagoes.

Escolha ¢ > 0 satisfazendo o Lema [2.1] e tal que as bolas de raio ¢
centradas nos elementos de 7 s@o duas a duas disjuntas. Para cada i € N,
considere a decomposi¢ao X = Y; U Z;, onde

Y; ={z € X : FX(®;(x),T) > ¢}

e Z; = X —Y;. Seja ¥; a restricao de ®; ao subconjunto Y;. Como restrigao
de uma sequéncia minimizante de p-sweepouts, a propriedade (35 é valida
para esta escolha de W;. Além disso, a defini¢ao dos Y; garante. Resta
mostrar que ¥; é p-sweepout. Para tanto, usaremos a Proposicao [3.3

A continuidade de W; é consequéncia imediata da continuidade ®;. Seja
A = ®f(\) € HY(X;Zy). Também usaremos \ para denotar sua restrigio
a Yj; i.e., o elemento i*(\) € H'(Y;;Z2) induzida pela inclusdo i : ¥; — X.
Pela Proposicao temos que para uma curva qualquer 7y : S — X, tem-
se A(7y) # 0 se, e somente se, ®; oy é um sweepout. Como ¥; é apenas a
restricao de ®@;, essa propriedade também é véalida para curvas em Y.

Para finalizar, basta mostrar que AP # 0 em HP(Y;;Z2). Observe que
A= 0em H'(Z;;Zs). De fato, ®;(Z;) esté contido em uma unido de bolas de
raio € centradas nas hipersuperficies de 7. Logo, para qualquer v : ST — Z;,
temos que ®; oy nao é um sweepout. Pela discussao feita na Segao [3] sobre
as equivaléncias da nogao de sweepout, vemos que A(y) = 0, para toda curva
v em Z;. Quando escrevemos A(7y), A é pensado como o homomorfismo
induzido pela dualidade H'(Z;;Zs) = Hom(H1(Z;; Zs); Zs), proveniente do
teorema dos coeficientes universais. Sendo assim, temos que A = 0 como
homomorfismo, logo A = 0 em H'(Z;;Zs). Suponha, por contradicio, que
AP = 0 em HP(Y;;Zz). Pela Proposigao como X = Y; U Z;, terlamos
A — M =0 em HPY(X;Zsy), contradizendo o fato de que ®; é (p + 1)-
sweepout.

Segundo caso: Resta analisar o caso em que wy(M) < wpy1(M), para
todo p € N. A ideia chave nessa parte é usar a cota semi-linear superior

wp(M) < Cpn%l, como feito no Teorema Pela discussao feita no inicio da
prova, podemos supor que wy,(M) = L(II), para algum II € D,. Aplicando o
Teorema min-max existem ntimeros inteiros positivos £, np 1, -+ Np e, s
e hipersuperficies minimas suaves, fechadas e mergulhadas 3, ; C M, j =
1,...,4,, tais que X, ; N X, ; = I, se j # i, e com

p
(37) wp(M) = Z np,j - M(Zp,5),
j=1

onde a massa M coincide com o volume de dimensao n de ¥, ;.

Pelo Teorema|I.10] duas hipersuperficies minimas fechadas em um espago
de curvatura de Ricci positiva sempre se intersectam. Logo, os limites min-
max descritos no paragrafo anterior tém unica componente, a qual sera
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denotada por £ = Yp.1. Neste caso, a expressao resume-se a
(38) wp(M) = n, - M(EW)),

para o numero natural n, = ny 1.

Agora podemos concluir a demonstragao do teorema. Suponha, por con-
tradicao, que existem apenas N hipersuperficies minimas, suaves, fechadas
e mergulhadas. Seja § > 0, tal que todas essas N hipersuperficies minimas
de M tém éarea pelo menos §. Fixe p € N e observe que

N.C.pi
5

onde C' é a constante que aparece no Teorema De fato, por , cada
w;j(M) é da forma k vezes a area de uma das N hipersuperficies minimas.

(39) p<#{j €N:w;(M) < Cpiri} <

Pela escolha de ¢, existem no méaximo (N -C'- pn%l) /9 nimeros dessa forma.
Como w;(M) < wjy1(M), paratodo j € N, estes niimeros sao dois a dois dis-
juntos, donde segue a cota superior em . A cota inferior é consequéncia
imediata do Teorema A relacao acima é contraditéria para p suficiente
grande, o que encerra a demonstragao. O
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