§GA 7

EXPOSE XVII

PINCEAUX DE LEFSCHETZ: THEOREME D'EXISTENCE

par N. M. KATZ

0, Introduction

Dans le présent exposé (qui, dans le séminaire oral, se
plagait avant les exposés XIV, XV consacrés & la formule de Picard-
Lefschetz), nous introduisons les "pinceaux de Lefschetz" de
sections hyperplanes d'un schéma projectif et lisse, nous en donnons
des conditions d'existence; dans 1'exposé suivant, nous en faisons
une étude cohomologique élémentaire, basée sur la structure connue de
la cohomologie des variétés &clatdes, Le fait que certaines hypo-
th2ses sur les pinceaux de Lefschetz que nous sommes amenés 2 intro-
duire sont souvent satisfaites résultera de la formule de Picard-
Lefschetz de Exp. XV, de nature moins élémentaire que les résultats

du présent exposé et du suivant,

Certains développements du présent exposé et du suivant se
trouveront exposés ailleurs dans un cadre plus général (schémas de
base généraux, hypothéses de quasi-projectivité au lieu de projecti-
vité, etc.), notamment 1'étude pré-cohomologique des pincezux de
sections hyperplanes (et des pinceaux de Lefschetz plus particuligre-

ment) dans EGA V, et 1'étude cohomologique des schémas éclatés dans
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-2 - XVII

1'exposé de JOUANOLOU SGA 5 VII; le lecteur trouvera également dans
EGA V des démonstrations ot la chasse aux diagrammes intrinséque
remplace l'usage des coordonnées, qu'affectiomne le rédacteur du

présent exposé.

Je tiens & remercier P. DELIGNE et P, GRIFFITHS pour 1'aide
qu'ils m'ont apportée dans la conception de cet exposé. Dans tout
cet exposé, k désigne un corps algébriquement clos, sauf mention ex:-

presse du contraire.

1. Un rappel sur les singularités quadratiques (cf VI 6).

1.1, Soit Y un k-schéma purement de dimension n . Un point

fermé y €Y s'appelle une singularité quadratique ordinaire

de Y si:

a) le complété §Y,y de 1'anneau local de y dans Y est iso-
morphe au quotient k[[Tl,...,Tn]]/(Q(T)) des series formelles
en n=1+d1ka variables par 1'idéal engendré par un élément
Q1)

b) Q ne commence qu'en degré deux, et la sous-variété de wx'l
définie par 1'annulation de la partie homogene de degré deux

de Q(T) est lisse sur k si n 2 2 , et la partie homogene

de Q(T) de degré deux est non-nulle si n =1

51 la caractéristique de k est différente de deux, ou si n

est pair, la condition b) équivaunt 2 la condition
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b') Q ne commence qu'en degré deux, et la matrice hessiemne de Q

2
22

aTiaTj 1€i,j<n

est lnversible,

Comme on volt en s'appuyent sur le critére jacobienne de lissité,

La “forme standard " pour la partie homogine de degré
deux Q, d'une série Q vérifiant b), forme qui peut &tre

obtenue aprés un changement de variable linéaire, est
[n/2]
= i
(/QZ(T) iEI Toy1 Toy si n est pair

1.1y 4
I
K QZ(T) = T+ 151 Ty;p Tpy St n est impair,

comme on voit par la théorie des formes quadratique (Bourbaki, Alg.X).

1.2. Un point fermé y € Y qui vérifie a), b) o'appelle

singularité quadratique non-dégénérée. Comme le déterminant de la

matrice hessienne est identiquement nul en caractéristique deux si
n  est impair, les singularités quadratiques non-dégénérées en
dimension n n'existent que si, ou bien n est pair, ou bien si
k est de caractéristique différente dedeux cas dans lesquels ce

sont exactement les singularités quadratiques ordinaires,
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-4 - XVit

2. les pinceaux de Lefschetz : &noncé des résultats

2,1. Désignons par P* 1l'espace projectif 2 r dimensions sur k ,
par '3 1'espace projectif dual des hyperplans dans e’ , et par
Gr(1, P°) 1la variété des droites dans ®° . Un point D € Gr(l, ')

s'appelle un pinceau d'hyperplans dans P° . Considérant D comme

une droite dans ﬁr , on écrit, par abus de notation, D={Ht}t€D s

les H étant les hyperplans de p* qui sont les points de la
droite D . On appelle axe de D la sous-variété linédaire de P
de codimension deux qui est 1'intersection Ho- H_  de deux éléments
distincts quelconques du pinceau., Considérant l'axe de D comme un
point de Gr(r-2, p) , la variété des sous-variétés linéaires de

dimension r-2 dans P° , 1a flache D — 1l'axe de D n'est autre

que 1'isomorphisme bien connu d'orthogonalité

6r(1, Bp7) —=— Gr(r-2, P5)

2.2, Soit X wun k-schéma, propre, lisse et irréductible, de
dimension n 21 , muni d'un plongement X‘——?sPr . Un pinceau
D = {Ht}t c p 9'byperplans dans P°  s'appelle un pinceau de

Lefschetz  (par rapport au plongement X C——sP") si

a) 1'axe de D coupe transversalement X (EGA IV 17.13.7);
b) il existe un ouvert dense U de D tel que pour tout
t €U , l'hyperpian Ht coupe transversalement X ;

¢) pour to€D-U s Ht coupe transversalement X sauf en
o
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-5~ XVII

un point, qui ast un point singulier quadratique ordi-

naire de X. Ht
o

Nous allons voir plus bas (3.2.1) que les pinceaux de

Lefschetz forment un ouvert de Gr{l, 3]

2.3. Le plongement X G P" s'appelle un plongement de Lefschetz

sl les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert dense dans

*
Gr(}., f\ér) )o

2.4, Rappellons maintenant la notion de multiple d'un plongement

donné X< P" . C'est le composé du plongement donné X'—— P°
(rgd)-l

et du d-ieéme plongement de Segre, Sd Y Sa— qui s'écrit

r
en termes des coordonnés homogenes Xo""’xr dans [P

s
K,x) — s x
[+] r

W W
o Xw = Xoo ...Xr° parcourt les mondmes de degré d en
Xo""’xr . Remarquons qu'une "section de X par une hypersurface
¢
de degré d " ) pour un plongement donné n'est autre qu'une

)ou plus correctement, dans 1l'ensemble des points fermés de Gr(l,%r).

Nous nous permettrons par la suite de tels abus de langage.

)

En Anglais, on dit plus commodément: hypersurface section of

degree d .,
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"section hyperplane" pour le d-i2me multiple de ce plongement.

Théoréme 2.5, Soit X irréductible, propre et lisse sur k de

dimension n 21 , muni d'un plongement 1 : X< Pr . Alors

2.5.1. Tout multiple d-idme de i , avec d > 2 , est un plonge-

ment de Lefschetz.

2.5.2. 81 k est de caractéristique nulle, le plongement donné i

est un plongement de Lefschetz.

La démonstration se coupe en plusieurs morceaux, qul suivent.

3. La variété duale

3.1. Soit I 1'Idéal dans P qui définit X . On désigne par
N le faisceau conormal I/I2 , faisceau localement libre de rang
r-n sur X , et par P(N) 1le fibré projectif au-dessus de X

r , P(N) est vide,)

v
formé des droites dans N . (Pour X = P
1%
Le fibré P(N) s'identifie 2 la sous-variété de X x P° formée
des couples (x, H) tels que H soit tangent 2 X en x , par

la flazche P(N) -2 x x ¥

(3.1.1) iP(I/Iz)va‘F Y5 (x, 1'hyperplan d'équation ¥ %f—(i(x)ri ),

F désignant une section locale de I/I2 . On définit

(3.1.2) © : P(N) — PF
Prz

B,

comme &tant le composé P(N) —!—ﬁ X x PF
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3.1.3. On désigne par X 1'image de ¢ ; c'est l'ensemble des
hyperplans qui ne coupent pas transversalement X , et s'appelle

la variété duale de X (plongé dans P° par 1)

Proposition 3.1.4. La variété duale X est irréductible et propre

de dimension £ r-1

Démonstration, C'est 1'image par ¢ de P(N) , lui-m@me irré-

ductible de dimension r-1 si X # P  , et vide si X =@

Remarque 3.1.5. Il est possible de préciser l'interprétation de
P(N) de la fagon suivante, Soit Y C X X #¥ le sous-schéma de

X x ° "d'incidence" , dont la fibre en tout point H de P (k)
est X.H. Il est immédiat que Y est lisse de dimension nt+r-1 ,
comme fibré projectif de dimension relative r-1 sur X , donc

Y '-‘Hi’/r fait de Y umeintersection complete relative de dimension
relative virtuelle (n+r-l)-r = n-1 . Ceci posé, le sous-schéma
jacobien gn_l(g/fr) (VI 5,2 ) n'est autre que P{(N) . Grace
2 la compatibilité de la formation du sous-schéma jacobien d'une
intersection compléte relative avec tout changement de base, on en

déduit que pour toute droite D dans %r , le sous~schéma jacobien

~

gn_l(T/D) » ot X =Y x ¥t D , n'est cutre que P{N) X, D .

Proposition 3.2, Le sous-ensemble B de % formé des hyperplans

H tel que X-H ait un et un seul point singulier, et que ce point
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soit quadratique ordinaire, est ouvert

C'est un cas particulier de XV 1.3,2, , s'appuyant la
théorie des "modules henséliens" de R. ELKIK (XV 1.1.4). Le cas ol on

se restreint aux points quadratiques non dégénérés (i.e. ol
car(k)#2 ou n=dim X est paire)est d'ailleurs évident grice 3

3.3 ci-dessous {dont la démonstration n'utilise pas 3.2).

Corollaire 3.2.1. Sous les hypothéses de 3.2, désignons par F

le fermé X-B de X . Alors les pinceaux de Lefschetz forment

Yr s .
un ouvert dans Gr(l, P ) , et les conditions suivantes sont

équivalentes:

3.2.2. Le plongement donné i : X~ P est un plongement de

Lefschetz;

3.2.3. il existe un pinceau de Lefschetz d'hyperplans {(pour

le plongement donné).

3.2.4, La codimension de F dans P est > 2
Démonstration, Une droite D dans P est un pinceau de Lefschetz

si et seulement si elle vérifie:
(3.2.5) L'axe de D coupe transversalement X ,
(3.2.6) D n'est pas contenue dans X ,

3.2.7 D ne rencontre pas F
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Les conditions (3.2.5) et (3.2.6) définissent des ouverts de

6r(1, ér) , et, F étant fermé , il en est de méme pour (3.2.7),
donc les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert dans Gr(l, PY) .
Parce que dim X € r-1 , l'ouvert (3.2.6) est non-vide, et donc
dense. L'ouvert (3.2.5) est également non-vide, donc dense. En
effet, soit H un hyperplan qui coupe transversalement X ; un
tel H existe car dim X S r-1 . Parce que dim (X¥6) < r-1 s

il existe un hyperplan G qui coupe transversalement X'H , ot
par construction la droite D passant par H et G a une axe

qui coupe transversalement X ., Donc le plongement est de Lefschetz
si et seulement si 1'ouvert (3.2,7) est non-vide (et donc dense).
Or, F étant fermé, (3.2.7) est non-vide si et seulement si F
est de codimension 2 2 dans ér (cf. EGA V, ou Mumford, Intro-

duction to Algebraic Geometry, p. 88, Cor 3).

Corollaire 3.2,8. Sous les hypothases de 3.2., supposons que

. r . N . .
i: X&=P soit un plongement de Lefschetz. Soit Ho un_hyper-

plan _qui coupe transversalement X , et désignoms par er(l, @r)H
o

la sous~variété de Gr(1, Er) formée des droites passant par Ho

Alors les pinceaux de Lefschetz passant par Ho forment un cuvert

\%
dense dans Gr(l,;Pr)H

(]
Démonstration. D'aprés (3.2.1), les-dits pinceaux forment un
v
ouvert dans Gr(l, Pr)a . L'argument qu'on vient de donner pour
°
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établir que les ouverts (3.2.5) et (3.2.6) sont non-vides démontre

vr .
que leurs Intersections avec Gr(l, @ )H sont également non-vides,
o

I1 reste A prouver qu'il y a des droites passant par H, qui ne
Yr
rencontrent pas F ., Pour ceci, soit T un hyperplan dans ¥ qui ne

contient pas Ho . On a un isomorphisme

\% 4
R P F——
Gr(1, P )Ho T

la droite passant par =St
Ho et 7T

done  Gr(l, ér)H "est" un espace projectif de dimension r-1,
o
Les droites la-dedans passant par un point de F y forment un

fermé de dimension < r-2 , étant 1'image du morphisme

vy
F > G6r(l, P )H
[¢]
f > la droite passant par BO et par £
Proposition 3.3. Le morphisme ¢ : P(N) ———¢>Er est net (= non

ramifié) en un point fermé (xo, H) si et seulement si le point X,

est une singularité quadratique non-dégénérée (1.2) de X'H . En

particulier, le sous-ensemble de P(N) formé des points (x, H)

tel que x soit une singularité quadratique non-dégénérée de

X*H est ouvert.

221



- 11 - XVII

Démonstration. Nous pouvons nous borner au cas X #P° . les propriétés
prétendues équivalentes étant indépendantes du choix particulier des
coordonnés, on peut les expliciter 2 1'aide de coordonnés choisies

d'une fagon trds particulidre. Or, X étant une sous-variété lisse de P’
de dimension n 2 1 , on peut choisir des coordonnés homogénes

X .,Xr dans P* de telle fagcon que

0"

3.3.1. le point x_ €P’ soit (1, 0,...,0);

3.3.2. posant x X /X0 pour i =1,,,,,r , de sorte que le

15 %

complété 0 s'identifie 2a k[[xl,...,xr]] , 1'idéal définissant

133

!xo

la trace de X dans Spec Q:mr x est eugendré par des éléments g,
3

o ~

qui, dans O

(i=1,...,r-n) dans © s'écrivent

P, x

8y = X4 - hi(xl,...,x Yy , i=1,...,r-n

ol les hi(xl,...,xn) sont des séries en Xys...,%  seulement qui se

trouvent dans le carré de 1'idéal maximal de k[[xl,...,xn]T

3.3.3. 1'hyperplan H provient, via (3.1.1) de & or

I1 résulte de (3.3,2) quc, posont V = Spec((_)x x ), il y 2 une trivialisation
3
o

2 ~ r-n
a/19v = o

n-xr

(3.3.4) Qoo > T A

Il résulte de ceci et de (3.3.3) qu'il existe un voisinage W de (x, H)
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-n-1 .,

dans ]P(N)lV tel qu'on ait V x At W , l'isomorphisme étant douné

par

n-r-1

- 2
(3.3.9 4,00, h DR s (v, 0+ RACREE Sl

a3 1! =
(ot 1'on pose li Ai/ An—r ).

-~

En particulier, le complété Q'E(ﬁ) (x.H) de 1'anneau local de (i)
k] 2
en (x, H) s'identifie 3 k[[xl"'"Xn’ll""’xr-n—l}l . Exprimons

maintenant ¢ en termes de ces coordonnés, au niveau des complétis:

(3.3.6) Ax,0) = ¢ (xl""’xn’kl""’kr-n~1
n+r
= 1’hyperplan d'équation T ¢H(X’K)Ti =0
i=0

Comme 1'hyperplan image T @ Ti contient le point (x) , point cui

s'écrit en coordonnés homogénes

(3.3.7) (x) = (1’X1""’Xn’ hl(X)""’hr-n(X) ,

on a

1 Tr-n
(3.3.8) ¢, (x,1)= -151 xiyk(x,l)-izl hi(X)¢h+i(x’A)

-~

dans Q‘P(N) (x 1) et,d'aprés (3.1.1), pour 1 21 , posant
3 03

.2 ; ;
Dt g €0 Qpr s Opr )
[} [o]

r-n-1
(3.3.9) ¢ﬁ(x,k) = Di(gr-n+i§ Ai gi) (%) dans

) Opw), (x W
[#]
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Rappellant By = X ., - hi(xl""’xn) , on a
3 r-n~1
n T < i
(3.3.10) gi(x,k) axi(hr~n +i§1 kihi) pour 1 <1

{3.3.11) ¢§(X’A) =) pour 1 i <n

et

(3.3.12) g&(x,k) =1

Désignons par m 1'idéal maximal de

ce que hi = 0 mod mz pour i =1,..

(3.3.13) ¢ (x,) = 0 mod n’
3h
= r-n 2
(3.3.14) ¢3(x,k) = =y mod m

S, (x,m

3

.,E-n

pour

s on trouve

i=1,...,n

XVII

<Sa ,

. Compte tenu de

Mettant ensemble les formules (3.3.11) - (3.3.14), on trouve que la

matrice jacobienne de ¢ en le point (xo,H) est
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(3.,3.1%)
n r-n-1
1{ 0 0 0 o
2 2
-2 ==2(0) —2(0) ...0 0
axlax1 axnaxl
n
azhr n E)zhr—n
T 3x. 0% (©) 0% Ox (© 0 0
1""n n on
o] 0] 10 o]
0 . 010..0
r-n-1 0.
.0
0 0 00 o1
1 { o .. .. 0

Donc ¢ est net en (xo,H) si et seulement si la matrice hessienne

2
2h
( —I2 (o))

ax, ox, =i, i=a
1 ]

est inversible. D'autre part, (3.3.2) et (3.3.3) nous assurent que le

complété de 1'anneau local de X, en X-H est

(3.3.16) kt[xl,...,onJ / (hr_n(xl,...,xn))
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et on conclut grice A la définition (1.2).

Exemple 3.4. Supposons que X soit une hypersurface dans P’ , définie
par une équation homogéne F(XO,...,Xr) = 0 , Alors B(N) =X , et

¢: X —s B s'exprime, en coordonnés homogdnes, par

JF

- ) .
r

_  3F
(3.4.1) OX .. 0% ) = (a—Xo

C'est le "morphisme de GAUSS"

Donnons un exemple ol ¢ est partout ramifié (i.e. non net).
Pour ceci, soit p 1la caractéristique de k , r un entier 21 , et

prenons 1'hypersurface X d'équation

r r
(3.4.2) r 2t -0,
1=0

pour laquelle on a

r T
; = (xP P
(3.4.3) X 5K ) = (XD, LX)

de sorte que X est reduit a un point 81 p =0 , et Xx , avec ¢
le morphisme de Frobenius si p > 0 . On observera qu'il résulte de
3.3 (ou de 3.5.0 plus bas) que si p > 2 , le plongement envisagé n'est

pas un plongement de Lefschetz.

Reprenons le cas général.
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Proposition 3.5. Supposons que le morphisme ¢ : P(N) ——> BT soit

génériquement net (i.e. ne soit pas partout ramifié). Alors ¢ induit

un morphisme birationnel de IP(N) sur X . Plus précisement, les trois

ouverts suivants de X sont identiques:

a) le plus grand ouvert de lissité de X s

b) le plus grand ouvert V de X tel que ¢ : P(N) —> X induise

-1
un_isomorphisme ¢ (V) >V ,
¢) 1l'ouvert (cf. 3.2 ) de X formé des hyperplans H tels que X-H

ait un et un seul point singulier, ce dernier étant quadratique non-dé-

généré.

Corollaire 3.5.0  Supposons car.k#2 ou dim X paire. Le plongement

donné est un plongement de lefschetz si et seulement si 1'une des deux

conditions est satisfaite: a) ¢ est génériquement net, ou b) dim Xsr-2 .

En effet, la suffisance résulte du critére (3.2.4), car, par
3.5, on a ou F = lieu sing(%) , donc dim F < dim(ﬁ) =r-1 , ou
dim(X) < xr-2 . Pour la nécessité, on observe que si D est un pinceau
de Lefschetz et si dim X = r-1 , 11 existe x €D N X , et par 3.3
et la définition (2.2 ¢)) ¢ est net en les points de ¢;1(x) , donc

génériquement net, cqfd.

Démonstration de 3.5 L'hypothdse implique dim X = dim P(N)(=r-1) s

d'ol résulte (3.2) que X est une hypersurface irréductible dans 3
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Soit R le lieu de ramification de ¢ , qui est par hypoth2se un fermé

de P(N) de dimension au plus r-2 , de sorte que ¢(R) est un fermé

de X de dimension au plus r-2 . Désignons par V' 1'ouvert dense
W

de X

(3.5.1) V' = (X - @R) N (X - lieu sing(X)),

et par F son complémentaire dans X
\
(3.5.1.1) F = ¢(R) U lieu sing(X)

Nous allons prouver d'abord que ¢ induit un isomorphisme de ¢_1(V')
avec V' par la méthode naive de construire un inverse § : V' —> (pal(V').
En effet, considérant @'l(v') comme plongé dans X x V' wvia (3.1.1) ,

de sorte que ¢ s'identifie a3 pr , on voit que la construction de ¢

2
équivaut 2 la construction d'un morphisme q;l : v —> P’ tel que le
diagramme
-1 ©®
P(N) D¢ (V') ~———> V'
(3.5.2) ¥y

Vr
X i3

solt commutatif (on pose Y(v) = (wl(v), v) €B° x V')

Pour ceci, remarquons que pour une hypersurface quelconque dans un espace
projectif, le morphisme de GAUSS (3.4,1) est "défini" en tout point

lisse. Appliquons ceci a 1'hypersurface X dans i"r ; comme V' est
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contenu dans V , l'ouvert de lissité de X , le morphisme de GAUSS

nous donne un morphisme, noté \yl :

Y
>pf = p’

(3.5.3) by 2 V!

I1 reste 2 vérifier la commutativité du diagramme (3.5.2). Soit alors

(x, Ho) un point fermé (,:'—l(V') ; il faut vérifier que x , considéré
A

comme étant un hyperplan dans ]\lgr , est tangent 3 X en Ho , i.e. on

va démontrer que pour (xo, HO)E @.I(V') ,» H  tangent & X en x

v
= x_  tangent 2 X en H . Comme ¢ est net en (%, H) , et X
est lisse en H = (p(xo, Ho) » ¢ 1induit un isomorphisme des espaces
tangents
@
A
(3.5.4) TIP(N)((XO,HO)) > Ty B)

de sorte que la premiére partie de la démonstration s'achdve par le

lemme suivant,

Lemme 3.6 (EULER). Soit (xo, Ho) un point fermé de P(N) , et

v
désignons par TL le fibré tangent de 1'hyperplan L dans ]Pr défini

par x . Alors dans Tj{:r(ﬁo) on a

¢ (%(N)((xo, Ho))) c TL(Ho)

Démonstration. Choisissons des coordonnés homogénes Xo,.. .,Xr dans
r
P , en termes desquelles X, devient le point A = (Ao,...,Ar)
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Un point de Tx(xg) est un point de P° 2 valeurs dans k[e?f(ez),

(3.6.1) A+eB ,

tel que pour toute section locale H de I , on ait

r
oH
(3.6.2) £ B, 55—(
1m0 13X,

A =0

Choisissons de plus une section locale H de 1 qui donne lieu 2 Ho
par (3.1.1). Par la trivialité locale de P(N) au-dessus de X , un

point de To(w) ((xo,Ho)) se représente par un point

(3.6.3) (A+eB,H+eF) ,

oii F est une section locale de I , et ob A et B sont comme
ci-dessus. L'image par ¢ de (3.6.3) est l'hyperplan & coefficients

dans k[e]/(ez) d’équation (c.f. 3.1.1)

T
(3.6.4) 2 gx (H+eF) (A+€B)T .

de sorte que le lemme équivaut 3 la formule

r
(3.6.5) T A L (wrer) (ave) =
i=0 1
Compte tenu de ce que ez =0 , et la formule de Taylor, on a
AZH
(3.6.6) ax (H+eF)(A+eB)- ax (A)+e ax (A)+sj§013J axjaxi @ ,
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donc il suffit de vérifier les trois formules sulivantes:

o
(3.6.7) r A Ew =0,
L Aaxe
T
(3.6.8) IoA ) = 0,
1=0 i
r 2
2%n
(3.6.9) g as 2B - o
R e

Or, H et F &tant homogenes de degré zéro, la formule d'Euler donne

B aF_
(3.6.10) in X o, Xi X 0
i i
OH
et, =T¢ étant homogene de degré -1 , cette formule donne
3
S
1 i axiaxj ij ’

de sorte que (3.6.9) se récrit

3H -
(3.6.11) - \;: B ﬁ;(f‘—) =0 ,

qui n'est autre que (3.6.2).

Ceci démontre que ¢ induit un isomorphisme

(3.6.12) gl —=s v
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dont 1'inverse est § . Remarquons maintenant que le morphisme

¥ V! — Prxvic P x¥%
(3.6.13)
{v) = (b, (v),v)

s'étend en un morphisme

~

yo: V——> PTx Vv
(3.6.14)
O RN CHO RO I

ot 1'on désigne par

(3.6.15) 51 PV ——> BT

le morphisme de GAUSS, vu comme défini sur V tout entier.

On vient de démontrer 1'inclusion
(3.6.16) V) < )

ce qui implique, V' &tant dense dans V , et P(N) é&tant fermé dans

r v
B x X , l'inclusion

(3.6.17) V) < (W)
Il est évident qu'on a m@me
(3.6.18) v < ¢l .

Encore par "continuité" | les relations
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Voo =id

A
(P o 111 = idvl
impliquent les relations
¥ . @=id -1
L))
(p < 7‘11 = idv s

ce qui démontre que les ouverts 3.5 m) et 3.5 e)sont identiques.
Démontrons que les ouverts 3.5 a)ot 3.5 ¢) sont identiques. On remarque
d'abord que, d'aprds 3.3, l'ouvert 3.5 c) est le sous-ensemble U de %
défini par

(p—l(x) contient exactement un point,

v
(3.6.19) U={x€x ’ et en ce point ¢ est net, } .

or @-1(}:{) est normal (&tant lisse) et le morphisme induit
~1
o: o (U)—>0

est birationnel (on 1'a déja démontré), radiciel (par définition de U)
et propre. Donc

©: (p_l(g) —> U

est le normalisé de U . En particulier, U est géométriquement
unibranche . Comme ¢ : <p'1(g) —> U est net , il s'en déduit
(EGA IV 18.10.1) qu'il est é&tale . Par EGA IV 18.10.18, on conclut

alors que c'est une immersion ouverte, donc un isomorphisme, donc que
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U est lisse, i.e. qu'on a l'inclusion 3.5 o) 3.5 ak D'autre part,
(3.6.19) rend évidente 1'inclusion 3.5 b) € 3.5-¢), et on conclut, compte

tenu de ce que 3.5:a)= 3.5 b),

Nous pouvons maintenant démontrer:

3.7. Le théordme 2.5 est vrai dans le cas car.k # 2 , ainsi que

dans le cas X de dimension paire.

Démonstration. Compte tenu de 3.5.0 et de 3.3, il suffit de vérifier:
(3.7.1) Pour tout point fermé x € X, et tout entier d 2z 2,
41 existe une hypersurface H de degré d tangente & X en

X s telle que X soit une singularité quadratique ordinaire de X.H.

Or, prenaat convenablement des coordomnés homoglnes Xo,...,Xr , On
peut supposer que X est le point (1,0,...,0) , et que les fonctions

xi/Xo , 1=1,...,n , donnent des coordonnés locales sur X dans un

voisinage de LI On prend pour H 1'hypersurface d'équation
n
3.7, B=x"215 2 a1 car.(l) # 2
[¢) i
i=1
a-2 n/2
(3.7.1.2) H= X 151 X, Xn/2+i si n est pair
[n/2]
- d=2 2 ) 8i n est impair .
(3.7.1.3) H=3X% " & + I X x[n/ﬂ +H

i=1
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Pour 1'énoncé 2.5.2, remarquons qu'ou bien © est génériquement net,
et 3.5.0 s'applique, ou bien ¢ est partout ramifié, ce qui implique
dim X S1-2 , k étant de caractéristique nulle. Dans ce dernier cas,

le crit2re (3.2.4) est trivialement vérifié.

4. Le cas pgénéral
Nous allonsg esquisser unme autre méthode de démonstration de

2.5 valable en toute caractéristique, en admettant 1'énoncé suivant,

voisin de 3.1, et cas particulier de XV 1.1.4.

(4.1) le sous-ensemble de IP(N) fermé des points (x, H) tels que

x sgoit une singularité quadratique ordinaire de X-H est ouvert,

Remarquons que 4,1 résulte de 3.3, sauf si car(k) = 2 et dim X impaire.

4.1.1. Désignons par R; le fermé de P(N) complément de 1'ouvert

4.1, et par Fl son image (p(Rl) cXcpt .

Lemme 4.1.2. Si 1'ouvert 4.1 est non-vide, alors codimw,r(Fl) 22

Démonstration. Par hypothése, dim(Rl) < dim(@(N)) = r-1 , et

F, = @(Rl)

4.1.3. Désignons par F2 la partie de 3,( formée des hyperplans qui

sont tangents 3 X en au moins deux points. On remarque que F2 n'est
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pas fermé, mais qu'on a

]
4.1.4, 1'adhérence de F2 fond F1 U F2 ,

ceci 2 cause du fait que F, UF, =F (cf. 3.2) est fermé. (L'inclusion
4.1.4, "dit" oqgu'une confluence de deux singularités n'est pas
quadratique ordinaire.) En tout cas la construction de 4.2.4. montrera
que F2 est constructible. Pour démontrer 2.5.1 nous allons appliquer
le crit2re 3.2.4, Pour ceci, il faudra savoir que codiﬁér(Fl) 22 et
que codimvr(Fz) z 2. D'autre part, 3.8.1 et 4.1.2 nous assurent que,
templagangPle plongement donné par son d-i2me multiple, d 22 , on

aura codiqdr(Fz) 2 2 . On conclut que 2.5.1 sera prouvé, une fois

connue la

Proposition 4.2. Soit X une soug-variété lisse et irréductible de

r

i , de dimension n 21 . Pour tout entier d 22 , la partie
L(Mha .
F2 de P =¥ formée des hypersurfaces de degré d dans P

qui sont tangentes 3 X en au moins deux points est de codimension > 2

¥
dans IPN

4.2.1. Commencons par le cas spécial d = 2 et ¥ une sous-variété
linéaire de P . Or, il suffira de trouver une droite dans ﬁN
qui ne rencontre pas F (cf. 3.2.4). Choisissons des coordonnés

homogénes Xo,...,Xr dans mr de telle facon que X soit défini par

236



- 26 - XVIil

X 41=---=X, =0 , et des coordonnés homogznes (A, W) dans El

Pour n pair, n = 2k , on prend le pinceau de. quadriques

k-1
- 2 4 -
4.2.2) o™ A x0+(kxk+uxo)x2k+i§1 OB pHX, DK

pour n impair, =n = 2k+l , on prend le pinceau

k
(4.2.3) H(x’u)= (xx1+pxo)xo +i§1(kx2i+pxi)x2i+l

Dans les deux cas, on constate que X-H(A W est lisse pour
H
OLWw # (0,1) , et que X-Hey 1) n'a qu'un point singulier, qui est
3

méme quadratique ordinaire, et donc que le pinceau ne coupe pas F ,

4.2,4. Désignons par Btgd(X) la sous-variété de PV  x(XxX-A(Xxx))
formée des triples (H, X xz) tels que H est une hypersurface de

degré d dans Pr qui est tangente &3 X en =X, et en Xy s et

1

Xy # x, - L'image de Btgd(X) par pr; est l'ensemble F, de (4.2),

de sorte qu'il suffira de démontrer

(4.2.5) dim Btgd(X) £ N-2 81 d =23 ,o0usi d=2 et X n'est pas
linéaire.

Pour ceci, désignons par Lin(XxX) la sous-variété de XxX-A(XxX)

(4.2.6) Lin(XxX)=[(x1,x2)€XxX ;xl¢x2 , et la droite engendrée par x,,X,
}
lest tangente 3 X en %y 3

{(xl,xz)GXXX\x1¢ x, et x, € XNTg (Xl)} .

2
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On a évidemment :

4,2,7. Si X n'est pas une sous-variété linéaire de P’ , alors

dim Lin(X x X) < 2dim X
Done pour (4.2.5) il suffira de démontrer que les fibres du morphisme

d PI, 3
(4.2.8) Btg (X) ——=L=—> X x X - MX x X} ,

considérés comme des sous-variétés de fPN, sont

de codimension = 2dim{(X)+1 au-dessus de Lin{XxX) ,
(4.2.9) {

de codimension = 2dim(X)+2 au-dessus de XxX-A(XxX)-Lin(XxX)

L'énoncé (4,2.9) est une conséquence du lemme suivant, en prenant pour

L, l'espace tangent 2 X en X i=1,2

i

Proposition 4.3. Soient Xy et X, deux points distincts fermés de

r

P s et L1 et L2 deux sous-espaces linéaires de T tels que
] N (r+d).d
Xy € L, et x, €L, . Dans 1'espace IPN =P d des hypersurfaces

de degré d , le sous-espace linéaire formé des hypersurfaces tangentes

a L gxletéL

1 en x, est de codimension

2 2

dim L1+dim L2+2 si d=23, ou si d=2 et LlﬁL2 ne contient pas

la droite (xl,xz) contenant x,,X,

dim Li+dim Ly+1 si d=2 et L,NL, contient la droite (Xl,xz).
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Démonstration, Pour d 23 , il faut prouver que dim L1 + dim L2+2
conditions linéaires sont indépendantes , de sorte qu'il suffit de traiter

le cas L1 = L2 =p° , 1.e. de trouver 'combien" d'hypersurfaces sont

singulidres en x, et en x . Or, en termes de coordonnés homogénes

1 2

choisies de telle fagon que x, = (1,0,...0) et = (0,1,0...,0) ,

1 *2
1'hypersurface d'équation I AWXw est singulidre en (1,0,,.,0) si et

seulement si les coéfficients des monBmes Xg-lx , i=0,...,r, sont tous

i
nuls, et elle est singulidre en (0,1,0,..0) si et seulement si les
coefficients des monOmes Xg-lx , i=0,...,r , sont tous nuls. Pour
d-1 . d-1 .
d 23 , les monBmes X Xi’ i=0,...,r et 1 Xi’ i=0,..,,r sont tous

distincts, ce qui donne 1'énoncé voulu pour d 23 ,

Pour d =2 , le méme calcul donne 1'inégalité

codim 2 dim L1 + dim L2 +1

{car le monBme X, X; est compté deux fois).

1

Vérifions que si L; ML, ne contient pas la droite (Xl’XZ)’ alors les
conditions de tangentialité sont indépendentes. On se ramene au cas

r
L1 =1 » L2 un hyperplan dans P qui ne contient pas la droite

(Xl,xz) . On choisit des coordonnés homog2nes Xo""’xr de telle fagon

que x;, = (1,0,...,0) , x, = (0,1,0...0) et 1L, soit 1'hyperplan

1 2
X =0 . Or, une quadrique T Aij X, Xj est singuligre en (1,0,..,0)
i<j
si et seulement si Aoj =0 pour j = 0,...,r , et tangente a
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X° =0 en (0,1,...,0) si et seulement si Aij =0 pour j=1,...,vr ,

ce qui fait ensemble 2r+l = dim L. +dim L

1 2+2 conditions indépendentes.

Pour le taa off L1ﬂ1.2 cantient. la-droite (xl,xz), on sg romdne ou
cas Ll = L2

dans lesquelles x

= la droite (xl’XZ) . En termes de coordonnés homogénes

1° (1,0,..,0) , x, = (0,1,0,...0) , la quadrique

T A,. X, X, passe par (1,0,..0) et y est tangente & L, si et seule-
15§ i3 "1 7j 1

ment si A00 = A01 =0 ; elle passe par (0,1,0...0) et y est tangente
a2 L, si et seulement si A,. = A =0 , ce qui ne fait ensemble
2 11 o,1
qug 3 = dim L1+dim L2+1 conditions,
5. Le degré de la variété duale par voie "élémentaire”

(C£,XVIII 3.2. pour une autre méthode dans le cas oi dim X

est pair ou ear(k) # 2 .)

Nous employons toujours les notations de 2.2, donc X —> P’ est une

sous-variété lisse irréductible de dimension n

5.1. Commengons par considérer le morphisme (3.1.1)

(5.1.0) VRN —> X xP*
d'un point de vue plus "fonctoriel" . (Je tiens 2 remercier S. KLEIMAN

pour m'avoir signalé la formulation qui suit.) On a une suite exacte
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de falsceaux cohérents sur X

1
P/k

1

(5.1.1) 0 —> N —> 0 lx—-—enx—-—:'o

. . r
D'autre part, "é&crivant les formes différentielles sur P en coordon-
. . r
nés homogenes" , on trouve une suite exacte de faisceaux sur P

1 r+l
(5.1.2) 0—> Opr—> Qp-1))"" —> 0, —>0

qui, restreinte 2 X , donne alors une suite exacte

1 1 r+1
(5.1.3) 0 —>Qpr) i X > (0, (-1))

—>0,—>0 .
Mettant ensemble 5.1.1 et 5.1.3, on trouve une inclusion

(5.1.4) N e—s (o (-1,

qui donne, par transposition, une surjection,

(5.1.5) 0 (Y™ —— x

d'ol une immersion fermée

r+1) o~ v

(5.1.6) o BN —>P(0, (1) X xP

qui n'est autre que (5.1.0).
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5.2. L'idée du calcul,

Nous supposons 3 partir de maintenant que X = ¢(P(N))  est
de dimension r-1 , donc que c'est une hypersurface dans »F . Le
calcul de son degré se fait naturellement en introduisant les classes

de Chern [17 .

Pour toute variété projective et lisse T , nous notons par
CH(T) son anneau de Chow , qui est un anneau gradué (par la codimension
d'un cycle). Etant donné un élément z € CH(T) , nous notons par

Ik

T

le degré de sa composante de degré zéro (qui est un O-cycle), La classe
~dans CHl(T) d'un faisceau inversible L sur T sera noté également
L quand aucun confusion n'est 3 craindre (par exemple, quand elle se

trouve sous le signe d'intégration & ) N
T

o
Ceci posé, notant par L 1la classe dans CH@®) d'une droite, on a

{)

v \"2
(5.2.1) deg(X) = l L'Xx .
.ér

~

Or, X est '"ensemblistement" 1'image de P(N) par ¢ (3.1.2).

Mais, du point de vue de 1'homomorphisme "image directe"

Yy
¢, ¢ CH@®(N)) —> CH@P )

242



- 32 - XVII
on a
¢ B(N)) = deg(y)* X
de sorte que 5.2.1 se récrit

(5.2.2) deg(X) =

1 .
Tes(e) (Vr L' (®(N))
TP

par abus de notations, dans deg(xp) » @ désigne évidemment le
morphisme P(N) —> X induit par (3.1.2), qui est un entier 20 ,
nul si et seulement si dim X < r-1 (=dim P(N)).

Par la formule de projection pour ¢ , cecl se récrit

(5.2.3) deg(§)=ggéT¢-5 ( o w)
P(N)

v
Désignons par m € CH( P°) 1la classe d'un hyperplan, de sorte que

L= 'nr_l , et (5.2.3) se réerit
vy o 1 " -1
(5.2.4) deg(0) = gty S (* (¥ .

P(N)
Calculons maintenant la classe ¢™(n) en termes "concrets"

Notons par £ (resp. 1) le faisceau inversible canonique SP(N)(D

sur P(N) (resp. QP(OX(I)HI) sur iP(QX(l)r+1) )} . Par fonctorialité,

nous avons (cf, (5,1.6))

(5.2.5) a®(r) = &
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r+1) ~ vr

D'autre part, moyenant 1'identification ]P(_Qx(l) XxP ,ona

évidemment, posant H = Qx(l) R
* *
(5.2.6) T = prl(H) ® prz(n) .
Désignons par 1 : P(N) => X le morphisme structural, on a

ks =prloa

¢ = Prz ° 3
*
d'ou, appliquant @  aux deux membres de (5.2.6), on trouve, par {5.2.5)

(5.2.6) E=o (D) =1 B gy

Dans CH( P(N)) , on a donc

(5.2.7) ot =g - Tw

et (5.2.3) se récrit

v 1 ( #* r-1
(5.2.8) deg(X) = Feren) j (E - 7 (H))
I 4]

Le deuxieme membre de 5.2.8 "se calcule" grace au lemme suivant
(cf. 5.3.3) :

Lemme 5.3. Soient X wune variété quasi-projective, lisse et connexe

de dimension n , et M un faisceau localement libre de rang fini

a sur X . Notons par £ 1le faisceau inversible

QP(M)(I) sur P(M) ,
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et par 7 : P(M) ~> X le morphisme structural. Om sait que CH{P(M))

#* -
est un CH(X) module (via 1 ) qui est libre, de base 1 ,g,...,ga 1 s

oii € satisfait & 1l'équation

a a-1 a-2 a-3
(5.3.1) g - C,8" T+ (e -G8 ... =0
les Ci dénotant les classes de Chern dams CH(X) de M . On pose
cM) = 1+CI+C2+"" la classe de Chern totale de M ; c'est un élément

inversible de CH(X)
Alors:
(i) On a la formule

a-1

1
(5.3.2) TT*(%TE) = T

(ii) Soit F(T) € CH(X) [T] wun polyndme 2 coefficients dans CH(X) ,

tel que le coefficient de '.l‘i soit un élément homogdne de degré

nta-1-1 . Donc F(E) est un &lément de degré 'maximum"” nta-l=dim P(M)

dans CH{ P(M)). Ceci posé, on a

(5.3.3) R = (1P

]§(M)

Démonstration. Commengons par déduire (5.3.3) de (5.3.2).

Ecrivons
1 .
(5.3.4) tap = & by » b=l bj de degré j dans CH(X)

bj=0 pour j <0 |,

245



- 35 - XVII

de sorte que (5.3.2) se récrit

(5.3.5) T8 = Db pour a1y =0,

(compte tenu que n*(gj) =0 si j < a-~l pour raison de degrés).

Déduisons-en (5.3.3). Par linéarité, il suffit de traiter le cas

Ta-1+j

F(T) = u s, u homogene de degré n-j dans CH(X) . Par (5.3.5)

et la formule de projection pour T , on a

(5.3.6) f F(E) = X VN St I (wﬂ*(ga-l-‘-j) - (—l)jjwbj
P(M) M) X X

D'autre part,

a-1{ F(-1) -1 (-p@-iti j
5.3.7.  (-1) fcu) = (-1)? W—‘3=(-1)J f ub,

X X X

et compte tenu de ce que deglu) = n-j , et deg(bi) =i ,ona

de sorte que (5.3.7) se récrit

a1 [ FG-1) _ , .1
(5.3.8) (-1 jc(m) = (-1)¢ u«bj s
X

d'od l'implication annoncée.

Démontrons maintenant (5.3,.2), ou se qui revient au méme, (5.3.5).
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On sait que

m(E) =0 si j <a-l
pour une raison de degré, et que

n*{ga'l) = 1y

pour une raison géométrique ( Ea_l rencontre chaque fibre 'en un point"),
de sorte que, par la formule de projection, on a

a-1 1
(5.3.9) (T mw) e =u, .

. -i
i= 3
Par (5.3.9), 1'énoncé 5.3.5 est conséquence du lemme suivant dans
lequelle £ devient T , et Ci devient Si’ compte tenu de 1'équation
5.3.1,

Lemme 5.4. Soit a un entier >0 , et désignons par A 1'anneau

Z{[Xl,...,Xa]} des séries formelles en a indéterminées., Désignons

par B la A-algdbre
a

B =al[r]) / (JT(r-x)) ,
i=1

de sorte que B est un A-module libre , & base I,T,...,Ta—l R

2

(5.4.1) B=a1lenrr2e. .0 .
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Dégignons par Si €A la i-ieme fonction symétrique

N
s, = X ...X .
Y isg<...<asa 410 %H
1 1
de sorte que
a i a-i
(5.4,2) T (-1) Si T = 0 dans B .
i=

L'élément 1 + S1 + SZ+...+Sa est inversible dans A , nous écrivons

son inverse

1

(5.4.3) - =3I bj s b, homogene de degré j dans A ,
z 8 j20 b:]_.
‘o i o
i=0

D'autre part, pour tout entier j 2 0 on définit un élément a, € A

j

homogéne de degré j en écrivant, par 5.4.1

(5.4.4) S a 12l e 20123 b0, tes €4

Ceci posé, on a pour tout i 20

(5.4.5) a, = (-1 b,
J J

Démonstration. Compte tenu de la définition (5.4.3) des bj , tout

revient 2 démontrer qu'om a
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(5.4.6) a L
r (-1} §;a, ;=0 si §>0
=0 3

Or, on a évidemment a = 1 , et la deuxi®me relation (pour j> 0O

donné) n'est autre que celle déduife ,en prenant le coefficient de

Ta"1 (via 5.4.1), de la relation

(5.4.7) -nt s, pa-+i-1

i=0

=0 dans B ,
relation obtenue en multipliant 5.4,2 par TJ_l , cqfd.

Corollaire 5.5. On a la formule

(-»)" ( () *L

v
(5.5.1) deg(X) = 3 | T
X

Démonstration. On applique (5.3.3) (pour M =N , le faisceau normal

de XS—>P7) 2 (5.2.8).

Ecrivons, pour une variété quasi-projective et lisse S , sa classe
de Chern totale (cf, 5.3)
dfn
(5.5.2) c(s) — C(TS)

ol TS désigne le fibré tangent de S ,
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La duale de la suite exacte (5.1.2) montre qu'on a

(5.5.3) c(PH) = (1+ W™ dans ca(pH)

La duale de la suite exacte(5.1.1)montre qu'on a

(5.5.4) C(¥) c(X) = C(P")|X dans CH(X)

Mettant ensemble (5.5.3) et (5.5.4),(5.5.1)se récrit

Corollaire 5.6, On a la formule

r
(5.6.1) deg(x) = L&D S c(x)

degle) Y (1+)?

(5.7) Pour une variété §$ projective et lisse, on définit sa caractéris-

tique d'Euler~Poincaré par

(5.7.1) ¥(8) =f (s)
s

Proposition 5.7.2. Désignons par Y une section hyperplanelisse de X ,

: ; . r
et par A une section lisse de X par un sous-espace linéaire de P

de codimension deux. On a

(5.7.3) deg(X) = =1 [(x) + x(8) - 2901 .
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Démonstration, Notons i : Y %“—>X l'inclusion., On a

3*
Ny gy = HlY=1iH

3

de sorte que la suite exacte

donne

(5.7.4) c(y) = 1 (===

- o c(x)
x(Y) = J i (—-———1+H )
Y

et, en appliquant la formule de projection

On a donc

(5.7.5) 'X(Y) = j’ i*i*( cx) ) = X H-C{X)
X X

Itérant ce calcul, on trouve pour A

, -
(5.7.6) (o) = j 1ol Si*(—-ﬁ—- et =§ el
(1) (14H) (1+1)

i Y Y X

de sorte que

2
x(X) - 2x(¥)+y(n) = S cx) [1 - 28 +'———§—E
1+ (1+H)
X
=j _cx
(1 + H)

ce qui achdve la démonstration, compte tenu de 5.6.1,
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6. Le cas d'une base générale

6.1. Soient S un schéma et s un point géométrique de S, défini
par une cl8ture algébrique du corps résiduel k{(s) pour s € S.
Désignons par ﬂ?r 1l'espace projectif 3 r dimensions sur § , par

¥Yr T ¥r .
hig 1'espace projectif dual et par I CTPP x, PP la variété

S
v
d'incidence. Soit D < PF une droite, définie par un point 2 valeurs

dans S d'une grassmannienne convenable, et A 1'axe du pinceau

d'hyperplans correspondant (cf. 2.1).

Soit X un S-schéma propre et lisse, purement de dimension n 2z 1,
muni d'un plongement projectif X &E— P’ . Soient X = (X xSD) ni
le schéma sur D de fibres les sections hyperplanes de X paramétrées

~

par D, et u la projection de X sur D.
Notons par un indice s le changement de base par s —=>s.
Supposons que A; soit transverse a X; . Alors, au-dessus d'un
voisinage U de s dans S, A est transverse & X . On suppose dans
ce qui suit que U = § . Le schéma ; est alors lisse sur § , et un

~

voisinage de 1'image réciproque de A dans X est lisse sur D .,

Supposons de plus qu'une des sections hyperplanes de X;
appartenant au pinceau Dg soit lisse. Alors, aprés que 1l'on ait
remplacé S par un voisinage convenable de s, le sous-schéma F de

X défini par 1'idéal jacobien Jn-l(X/D) est fini et plat sur § .
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6.2. Le lieu exceptionnel du pinceau D est le diviseur de Cartier

relatif E de D/S défini par le @D-Module u,6 , fini et plat

F’
v
sur § . Localement sur D, si @g _— @g — U*@F — 0

est une présentation de u,6 E a pour équation det(v) = 0,

F 3
La formation de E est compatible & tout changement de base.

Le diviseur E; de Do stécrit L n(P).P, pour n(P) 1la
somme des colongeurs de 1'idéal jacobien Jn_l(g/D) en les points

critiques de u d'image P .

Proposition 6.3. Si Dg est un pinceau de Lefschetz de sections

hyperplanes de X; , et si car k(s) # 2 ou que n est pair, il

existe un voisinage U de s dans S tel que

(a) Pour tout point géométrique t de U, DE est un pinceau de

Lefschetz de sections hyperplanes de X?

(b) Au-dessus de U, le lieu exceptionnel E est &tale sur 8§,

Pour prouver (a) et (b), il suffit de noter que, sous les
hypothéses faites, D; vérifie la condition c¢) de 2.2 si et seulement
si le diviseur E; est réduit. On pourrait, en invoquant 3.3,

n'utiliser que la moitié la plus facile (==) de cette équivalence,

6.3. La proposition devient fausse dans le cas d'exception cité.

Toutefois, si S est de caractéristique 2 et que n est impair, il

existe un voisinage U , de § au-dessus duquel (a) est vrai, et on peut
définir un diviseur E' étale sur U tel que E = 2 E'. Nous ne ferons

pas usage de ce résultat,.

Références

[1] GROTHENDIECK, A. La théorie des Classes de Chern,
Bull. Soc. Math, France, 86, 1958, 137-154.

253



