
SGA 7 

EXPOSE XVII 

PINCEAUX DE LEFSCNETZ: THEOREME D'EXISTENCE 

par N. M. KATZ 

O. Introduction 

Dans le present expos~ (qul, dans le s4minalre oral, se 

plaqait avant les expos4s XIV, XV consacr4s ~ la formule de Picard- 

Lefschetz), nous introdulsons les "pinceaux de Lefschetz" de 

sections hyperplanes d'un sch4ma proJectlf et lisse, nous en donnons 

des conditions d'exlstenee; dans l'expos~ suivant, nous an falsons 

une ~tude cohomologique ~14mentaire, basle sur la structure connue de 

la cohomologie des vari~t~s 4clat~es. Le fait que certaines hypo- 

theses sur les pinceaux de Lefschetz que nous sommes amends ~ intro- 

dulre sont souvent satisfaites r~sultera de la formule de Picard- 

Lefschetz de Exp. XV, de nature moins 41~mentaire que les r~sultats 

du present expos~ et du suivant. 

Certains d~veloppements du present expos~ et du suivant se 

trouveront expos4s ailleurs dans un cadre plus g~n~ral (schemas de 

base g~n~raux, hypotheses de quasi-projectlvit4 au lleu de projecti- 

vii4, etc.), notan~ment l'4tude pr~-cohomologique des plnceaux de 

sections hyperplanes (et des pinceaux de Lefschetz plus particuli~re- 

ment) dans EGA V~ et l'4tude cohomologlque des schemas ~clat~s dans 
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l'expos~ de JOUANOLOO SGA 5 Vll; le lecteur trouvera ~galement dans 

EGA V des d~monstrations o~ la chasse aux diagraunues intrins~que 

remplace l'usage des coordonn~es, qu'affectlonne le r~dacteur du 

present expose. 

Je tiens ~ remercier P. DELIGNE et P. GRIFFITHS pour l'aide 

qu'ils m'ont apport~e dans la conception de cet expose. Dans tout 

cet expose, k d~signe un corps alg~briquement clos, sauf mention ex.. 

presse du contralre. 

1. Un rappel sur les sin~ul.arit~s quadrati~pes (cf Vl 6). 

I.i. Soit Y un k-schema purementde dlmension n . Un point 

s'appelle une sip~plarit~ quadratlque ordlnalre ferm~ y 6 Y 

de Y si : 

a) le compl~t~ Oy,y de l'anneau local de y dans Y est iso- 

morphe au quotient k[[Tl, .... Tn]]/(Q(T)) des series formelles 

en n=l+dlmkY variables par l'id~al engendr~ par un ~l~ment 

q(T) 

Q ne commence qu'en degr~ deux, et la sous-vari~t~ de ~-I b) 

d~finie par l'annulatlon de la partle homog~ne de degr~ deux 

de Q(T) est lisse sur k si n 2 2 , et la partie homog~ne 

de Q(T) de degr~ deux est non-nulle sl n = I 

Si In caract~ristlque de k est dlff~rente de deux, ou sl n 

est pair, la condition b) ~qulvaut ~ la condition 
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b') Q ne commence qu'en degr~ deux, et la matrice hessienne de Q 

I,,,,~2Q (o)I 
aTilT j iKi,j~n 

est Inverslble, 

Corame on volt en srappuyent sur le critare jaeobienne de lissit4. 

La "forme standard " pour la pattie homog~ne de degr4 

deux Q2 d'une s~rie Q v~rifiant b), forme qui peut ~tre 

obtenue apr~s un changement de variable lln~alre, est 

(1 .1 .1)  

[n/23 

~Q2(T) T21.1T2i n E si 
i=l 

4 

~ QR(T) = + ~ T2i_l T2i si n 
T 2 
n i= I 

est pair 

est impair, 

eomme on volt par la th~orle des formes quadratlque (Bourbakl, AIg.X). 

1.2. Un point ferm~ y 6 Y qui v~rlfle a), b) s'appelle 

sinsularit~ quadratlque non-d~n4r4e. Co,me le d~terminant de la 

matrlce hessienne est identlquement nul en caract~rlstlque deux sl 

n est impair, les slngularit4s quadratlques non-d4g~n~r~es en 

dimension n n'exlstent que sl, ou blen n est pair, ou bien si 

k est de caraet4ristique diff4rentededeuxcss dans lesquels ce 

sont exactement les singularit4s quadratiques ordlnalres. 
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2. Les plnceaux de Lefschetz : ~nonc~ des r~sultats 

2.1. D4slgnons par pr l'espace proJectif ~ r dimensions sur k , 

par ~r l'espace proJectlf dual des hyperplans dans ~r , et par 

Gr(l, ~r) la vari4t4 des droites dans ~r . Un point D 6 Gr(l, ~r) 

s'appelle un pinceau d'hyperplans dans ~r . Consld~rant D con~e 

une drolte dans ~r , on ~crlt, par abus de notation, D=[Ht}t6 D , 

les H t ~tant les hyperplans de ~r qui sont les points de la 

drolte D . On appelle axe de D la sous-vari~t~ lin~aire de ~r 

de codimenslon deux qul est l'intersection H o. H de deux ~l~ments 

dlstincts quelconques du pinceau. Consid~rant l'axe de D comme un 

point de Gr(r-2, ~r) , la vari~t~ des sous-vari~t~s lin~aires de 

dimension r-2 dans ~r , la fl~che D ) l'axe de D n'est autre 

que l'isomorphisme bien connu d'orthogonalit~ 

Gr(l, ~r) ~ , .... ) Gr(r-2, ~r) 

2.2. Solt X un k-schema, propre, lisse et irr~ductible, de 

dimension n ~ I , munl d'un plongement Xr ~ r . Un plnceau 

D = [Ht} t 6 ~ d'hyperplans dans IP r s'appelle un plnceau d@ 

Lefschetz (par rapport au plon~-m~at X~-----~F r) si 

a) l'axe de D coupe transversalement X (EGA IV 17.13.7); 

b) il existe un ouvert dense U de D tel que pour tout 

t 6 U , l'hyperplan H t coupe transversalement X ; 

c) pour toGD-U , H t coupe transversalement X sauf en 
O 
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un point, qui est un point singulier quadratique ordi- 

nalre de X. H t 
O 

Nous allons voir plus bas (3.2.1) que les pinc~ux de 

Lefschetz forment un ouvert de Gr(l, ~r) 

2.3. Le plongement XC- ~ ~r , s appelle un plon~ement de Lefschet z 

si les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert dense dans 

Gr(1, ~r) ~). 

2.4. Rappellons maintenant la notion de multiple d[un plongement 

donn~ X ~ ~ ~r . C'est le compos~ du plongement donn4 X" ) ~r 
(r~d)-i 

et du d-i~me plongement de Segre, Sd : ~r~ ) ~ qui s'~crit 

en termes des eoordonn~s homog~nes Xo,...,X r dans ~r 

S d 
(X o ..... X r) ~ ( ..... X W .... ) 

W W 
o ..X o parcourt les mon0mes de degr4 d en o~ xW = Xo " r 

Xo,...,X r . Remarquons qu'une "section de X par une hypersurface 

de degr~ d " ~-~) pour un plongement donne n'est autre qu'une 

v r  ou plus correctement, dans l'ensemble des points ferm~s de Gr(I,P ). 

Nous nous permettrons par la suite de tels abus de langage. 

~)En Anglais, on dlt plus eommod~ment: hypersurfaee section of 

degree d . 
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"section hyperplane" pour le d-i~me multiple de ce plongement. 

Th~or~me 2.5. Solt X i rr~ductlble, prop[e et llsse sur k 

dimension n ~ I , munl d'un plongement i : X ~ ) pr . Alors 

de 

2.5.1. Tout multipl e d-i~me de i , avec d ~ 2 , est un_plon~e- 

ment de Lefschetz. 

2.5.2. S_._i k est de caract~rlstlque null_.e, le plon~ement donn~ i 

est un plongement de Lefschetz. 

La d~monstratlon se coupe en plusieurs morceaux, qui sulvent. 

3. La vari~t~ duale 

3.1. Soit I l'Id~al dans ~r qul d~finit X . On d4signe par 

N le faisceau conormal 1/12 , falsceau localement llbre de rang 

r-n sur X , et par ~(N) le flbr4 projectif au-dessus de X 

v = ~r 
form~ des droites darts N . (Pour X , P(N) est vide.) 

Le flbr~ ~(N) s'identifle ~ la sous-vari~t~ de X X ~r form~e 

des couples (x, H) tels que 

la fl~che P(N) v > X X ~r 

H soit tangent ~ X en x , par 

AF 
(3.1.1) IP(I/12)x ~ F ~) > (x, l'hyperplan d'~quatlon Y ~x)T i ), 

F d ~ s i g n a n t  u n e  s e c t i o n  l o c a l e  de  1 / 1 2  . On d ~ f i n i t  

( 3 . 1 . 2 )  (p : IP(N) ) IP r 

comme ~tant le compos~ !P(N) ~ } X X ~r Pr2 l~r 
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3.1.3. On d~signe par ~ l'image de ~ ; c'est l'ensemble des 

hyperplans qul ne coupent pas transversalement X ~ et sJappelle 

la vari~t~ duale de X (plong~ dans IP r par I) 

proposition 3.1.4. La vari~t~ duale X est irr~ductlble et .propre 

de dimension ~ r-I 

D~monstration. C'est l'image par ~ de :P(N) , lul-m~me irr~- 

ductible de dimension r-I si X @ ~r , et vide si X = ~r 

R@marque 3.1.5. II est possible de pr~eiser l'interpr~tation de 

~(N) de la faqon sulvante. Soit Y c X X ~r le sous-sch~ma de 

X X ~r "d'incidence" , dont la fibre en tout point H de ~r(k) 

est X.H. II est imm~diat que Y est lisse de dimension n+r-I , 

comme fibr~ projectif de dimension relative r-I sur X , donc 

y __~r fair de Y ureintersection eompl~te relative de dimension 

relative virtuelle (n+r-l)-r = n-I . Ceei pos~, le sous-sch~ma 

jacobien J n_l(!/~ r) (VI 5.2 ) n'est autre que ~(N) . Grace 

la compatibillt~ de la formation du sous-sch~ma jacobien d'une 

intersection compl~te relative avee tout changement de base, on en 

Vr 
d~duit que pour route drolte D dans ? , le sous-scb~ma jacoblen 

J_n_I(YlD) , oO X = X X ~r D , n'est cutre que ~(N) ~r D 

Propgsltlon 3.2. Le sous-ensemble B d_ee ~ form~ des hyperplans 

H tel Rue X-H alt un et un seul point sin~ulier, e t que ce point 
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soit quadratique ordinalre~ est ouvert 

C'est un cas particulier de XV 1.3.2, , s'appuyant la 

th~orie des "modules hens~llens" de R. ELKIK (XV 1.1.4). Le cas o5 on 

se restreint aux points quadratiques non d ~  (i.e. o~ 

car(k) ~ 2 ou n=dim X est paire)est d'ailleurs ~vident grace 

3.3 ci-dessous (dont la d4monstration n'utilise pas 3.2). 

Corollaire 3.2.1. Sous les hyp0th~ses de 3.2, d~signons par F 

de X . Alors les pinceaux de Lefschetz forment 

Gr(l, ~r) , et les conditions suivantes sont 

le ferm~ X-B 

un ouvert dans 

~quivalentes: 

3.2.2. Le plongement donn~ 

Lefschetz; 

i : X~-9~ r est un plongement de 

3.2.3. il existe un pinceau de Lefschetz d'hyperplans (pour 

le plongement donn~). 

3.2.4. La codimension de F dans ,~r est e 2 

D4monstration. Une droite D dans ~r est un pinceau de Lefschetz 

si et seulement si elle v4rifie: 

(3.2.5) L'axe de D coupe transversalement X , 

(3.2.6) D n'est pas contenue dans X , 

(3.2.7) D ne rencontre pas F 
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Les conditions (3.2.5) et (3.2.6) d~finissent des ouverts de 

Gr(l, ~r) , et, F ~tant ferm4 , il enest de m~me pour (3.2.7), 

done les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert dans Gr(l, ~r) . 

Parce que dim X ~ r-I , l'ouvert (3.2.6) est non-vide, et donc 

dense. L'ouvert (3.2.5) est 4galement non-vide, donc dense. En 

effet, soit H un hyperplan qui coupe transversalement X ; un 

tel H existe car dim X N r-I . Parce que dim (X~-G) N r-i , 

il existe un hyperplan G 

par construction la droite 

qui coupe transversalement 

qui coupe transversalement X,H , et 

D passant par H et G a une axe 

X . Doric le plongement est de Lefschetz 

si et seulement si l'ouvert (3.2.7) est non-vide (et donc dense). 

Or, F ~tant fermi, (3.2.7) est non-vide si et seulement si F 

est de codimenslon ~ 2 dans ~r (cf. EGA V, ou Mumford, Intro- 

duction to Algebraic Geometry, p. 88, Cor 3). 

Corollaire 3.2.8. Sous les hypotheses de 3.2., supposons que 

i : X~ ~ r  s o i t  un p longemen t  de L e f s c h e t z .  S o i t  H ° un h~,per-  

~,r 
p l a n  qu i  coupe t r a n s v e r s a l e m e n t  X , e t  d ~ s i s n o n s  p a r  G r ( 1 ,  ~ )It 

o 

la sous-vari~t~ de Gr(l, ~r) fo.rm4e des droites passant par H O 

Alors les p i n c e a u x  de L e f s c h e t z  p a s s a n t  p a r  H ° f o r m e n t  un o u v e r t  

Vr 
dense  dans  Gr (1 ,  IP )H 

o 

D~monstration. D'apr~s (3.2.1), les-dits pinceaux forment un 

Vr 
ouvert dans Gr(1 ,  !P )H . L ' a r g u m e n t  q u ' o n  v i e n t  de d o n n e r  pour  

o 
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~tablir que les ouverts (3.2.5) et (3.2.6) sont non-vldes d4montre 

vr 
que leurs intersections avee Gr(1 ,  ~P )H s o n t  ~ga l emen t  n o n - v i d e s .  

o 
II reste ~ prouver qu'il y a des droites passant par H ° qui ne 

rencontrent pas F . Pour c e c i ,  s o i t  T u n  h y p e r p l a n  dans  ~ r  qu i  ne  

eontient pas H . On a un isomorp;ni~me 
o 

vr 
Gr(l, ~ )H ( ~ ~ ................ T 

o 

la droite passant par < ,-~ 
H et 
o 

vr 
donc Gr(l, ~ )H "est" un espaee projectif de dimension r-l. 

o 
Les droites la-dedans passant par un point de F y forment un 

ferm6 de dimension ~ r-2 , ~tant l'image du morphisme 

F 
v r 

> Gr(l, ~ )H 
o 

f ~ > la droite passant par H et par f 
o 

Proposit!o ~ 3.3. Le morphisme ~ : ~(N) >~r est net (= non 

ramif!~) ' en un point ferm6 (Xo, H) si et seulement si le point 

est une sin~ularit~ quadrati~e non-d~6n4r~e (1.2) d_~e X.H . E n 

particulier , le sous-ensemble de ~(N) form~ des points (x, H) 

tel ~ue x S01t une sln~ularlt4 ~uadratique non-d6~n~r~e de 

X'H est ouvert. 

x o 
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D~monstration. Nous pouvons nous borner au eas X #~r . Lea propri~tCs 

pr~tendues ~quivalentes ~tant ind~pendantes du cholx partlculler des 

coordonn~s, on peut les expliclter h l'alde de coordonn~s cholsies 

d'une fa~on tr~s partlculi~re. Or, X Ctant une sous-vari~t~ lisse de ~r 

de dimension n ~ I , on peut cholsir des coordonn~s homog~nes 

Xo,...,X r dans ~r de telle fa~on que 

3.3.1. le point x 6~r solt (I, O,...,O) ; 
o 

3.3.2. posant x i = Xi/X ° pour i = l,...,r , de sorte que le 

compl~t~ ~r s'Identlfle ~ k[[x I ..... Xr]] , l'Id~al d~finlssant 
~x O 

la trace de X dans Spec _8~r,x ° est engendr~ par des ~l~ments gi 

(i=l, .... r-n) dana O~r x qul, dans 8~r x s'~crivent 
o 

gi = Xn+i - hi(Xl"'''Xn) ' i = l,...,r-n 

oR les hi(Xl~...,Xn) sont des s~ries en Xl,...~x n seulement qui se 

trouvent dans le carr4 de l'id~al maximal de k[[Xl, .... Xn]] 

3.3.3. l'hyperplan H provient, via (3.1.1) de gn-r 

Ii r~sulte de (3.3.2) que, p~sant V = Spec(~X~Xo ), il y a une triviallsation 

(I/12)IV = ~-n 

n-r 

(3.3.4) (h' .... kr-n ~ > i klgn+i 

II r~sulte de ceci et de (3.3.3) qu'il existe un voisinage W de (x, H) 
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dans ]P(N) IV tel qu'on ait V X/A r'n-I --W , l'isomorphisme ~tant do~m# 

par 

n-r-I 
(3.3.5) (v,(~ I ..... ~r_n.l))6v×~r-n-I I > (v,(gr_n+ 1 ~ )~igi)6]P(I/12)IV 

~ l'on pose k i = Ai/ An_ r ). 

En particulier, le compl~t~ ~(N),(x,H) de l'anneau local de ~(N) 

en (x, H) s'identifie ~ k[[x I ..... Xn,~ 1 ..... ~r_n_l ]] Exprimong 

maintenant ~ en termes de ces coordonn4s, au niveau des compl4t~s: 

(3.3.6) ~<~O([x,k) = ~ (X 1 . . . . .  Xn,k 1 . . . .  ,k r_n_  1) 

= l'hyperplan d'~quation 
n+r 

~i(x,~)Ti = 0 
i=O 

Comme l'hyperplan image E ~i T i contient le point (x) , point qui 

s'~crit en coordonn~s homog~nes 

(3.3.7) (x) = (l,Xl, hi(x) , . (x) ...,X n, .. ,hr_ n 

on a 

n r-n 
(3.3.8) eo(X,X)= - ~, xi~0i(x,X)- ~ hi(X)~n+i(x,l) 

i=l i=l 

dans _O~(N),(Xo,H ) et, d'aprhs (3.1.1), pour 

D i = ~x i 6 Derk(O~r,xo, O~r Xo) : 

i ~ I , posant 

(3.3.9) 
r-n-I 

~9i(x,X) = Di(gr_n+ E ~i gi ) (x) 
i=l 

dans ~ ( N ) ,  (x H) 
o 
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Rappellant gi = Xn+i - hi(Xl'''•'Xn) , on a 

r-n-i 

(3.3.10) ~i(x,~)= - A--~(hr_n + ~ kih i) pour i ~ i ~ n 
i=l 

( 3 . 3 . 1 1 )  ~ i ( x , k )  = l t p o u r  I ~ i ~ n , 

e t  

(3.3.12) ~r(X,k) = 1 

A 

D~signons par m l'id4al maximal de ~(N), (Xo,H) 

2 
ce que h. E 0 mod m pour i = l,...,r-n , on trouve 

l 

2 
(3.3.13) ~o(X,l) ~ 0 mod m 

5h 
r-n mod m 2 

(3.3.14) ~i(x,X) - ~xi pour i=l,...,n 

• Compte tenu de 

Mettant ensemble les formules (3.3.11) - (3.3.14), on trouve que la 

matrice jacobienne de ~ en le point (Xo,H) est 
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(3.3.15) 
n r-n-I 

~2 h ~2 h 
- - ( 0 )  . . . . .  - - ( 0 )  . . . 0  . . . . .  0 

n 

i1 ~ ( o ~  .... _ ~-~-(o~ o .... o r t  n 

0 i 0 0 

r-n- I ~ O 

\ o 
0 0 O 0 . . O i  

J 

I {  o . . . . . . . . . . . .  o /  

Donc ~ est net en (Xo,H) si et seulement si la matrice hesslenne 

~2hr_ n 
( .(0)) 

i ] 
l~i, J~n 

est inverslble. D'autre part, (3.3.2) et (3.3.3) nous asmurent que le 

compl~t~ de l'anneau local de x en X-H est 
o 

(3.3.16) k [ [ x  I . . . . .  Xn]]  I (hr_n(X I . . . . .  Xn)) 
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et on conclut grace A la d4finition (1.2). 

Exemple 3.4. Supposons que X soit une hypersurface dans ~r 

par une ~quation homog~ne F(X ° ..... X r) = O . Alors ~(N) = X 

: X > ~r s'exprime, en coordonn~s homog~nes, par 

, d~ finie 

et 

bF bF 
(3.4.1) ~ ( X o , . . . , X r )  = ( bX " " '  bX' ) 

o r 

C'est le "n~rph!sme de GAUSS" 

Donnons un exemple o~ ~ est partout ramifie (i.e. non net). 

Pour ceci, soit p la caract~ristlque de k , r un entler ~ I , et 

prenons l'hypersurface X d'~quation 

r r+l 
(3.4.2) ~ X p 

i=O 
= O 

pour laquelle on a 

r r 
(3.4.3) g~;(Xo ..... Xr) = (xP '''''XPr ) 

de sorte que X est reduit ~ un point sl p = O , et X = X , avec 

le morphisme de Frobenius sl p > O . On observera qu'il r~sulte de 

3.3 (ou de 3.5.0 plus bas) que si p > 2 , le plongement envlsag~ n'est 

pas un plongement de Lefschetz. 

Reprenons le cas g~n~ral. 
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Proposition 3.5, Supposons que le morphisme ~ : P(N) : >~r soSt 

$~ndrlquement net (i.e. ne soit pas partout ramifi4). Alors ~ induit 

un morphisme birationnel de P(N) su__~r X . Plus pr4cisement, les trois 

ouverts suivants de X sont identiques: 

a) le plus ~rand ouvert de llssl.t~ de X , 

b) le plus stand ouvert V d__~e X tel que ~ : ~(N) ~ > X induise 

un isomorphisme qo'I(V) ~ > V , 

c) l'ouvert (cf. 3.2 ) d_ee X form~ des h[perpl@ns H tels que X-H 

alt un et un seul point slnsuller, ce dernier 4Cant quadratique no nTdd- 

$4n4r4. 

Corollalre 3.5.0 Supp0sons ear.k#2 o_Eu dim X paire. Le plonsement 

donn4 est un plonsement de Lefschetz si e t seul@ment si l'une des deux 

v 

conditions est satisfaite: a) ~ est $~n~riquement net, o u b) dim XNr-2 . 

En effet, la sufflsance rdsulte du crit~re (3.2.4), car, par 

v 

3.5, on a ou F = lieu sing(X) , done dim F < dim(X) = r-i , ou 

v 

dim(X) ~ r-2 . Pour la n~cessit~, on observe que si D 

de Lefsehetz et si dim X = r-I , il existe x 6 D A 

et la d~finition (2.2 c)) ~ est net en les points de 

g~ndriquement net, cqfd. 

est un pinceau 

, et par 3.3 

~o'l(x) ,donc 

D~monstration de 3.5 L'hypoth~se implique dim X = dim~(N)(=r-l) , 

d'o~ r~sulte (3.2) que X est une hypersurface irr~ductible dans ~r 
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Soit R le lieu de ramification de ~ , qui est par hypoth~se un ferm4 

de ~(N) de dimension au plus r-2 , de sorte que ~(R) est un ferm~ 

de X de dimension au plus r-2 . D4signons par V' l'ouvert dense 

de 

V' = (X - ~(R)) n (X - lleu sing(X)), 

son compl4mentaire dans 

(3.5.1) 

et par 

(3.5.1.I) F = ~(R) U lleu slng(X) 

Nous allons prouver d'abord que @ induit un isomorphisme de ~-l(v') 

avec V' par la m4thode naive de construlre un inverse ~ : V' .. > ~'I(v'). 

En effet, eonsid~rant ~-I(v') comme plong~ dans X X V' via (3.1.1) , 

de sorte que ~ s'identifie ~ pr 2 , on volt que la construction de 

~qulvaut ~ la construction d'un morphisme 

diagra~me 

(3.5.2) 

41 : V' , >]pr tel que le 

]P(N) D~O-I(v ') Go > V' 

X ~ .................. > ~r 

SOlt commutatif (on pose $(v) = (~l(V), v) 6~r X V') 

Pour ceci, remarquons que pour une hypersurface quelconque dans un espace 

projectif, le morphisme de ~I/IU$S (3.4.1) est "d~fini" en tout point 

llsse. Appliquons ceci a l'hypersurface X dans ~r ; comme V' est 

2 2 8  



- 18 - XVII 

contenu dans V , l'ouvert de lissit~ de X , le morphisme de GAUSS 

nous donne un morphlsme, not~ ~I 

(3,5.3)  ~1 : V' > ~ r  ~ p r  

II reste ~ v~rifier la eommutativit~ du diagramme (3.5.2). Solt alors 

(x o, H o) un point ferm~ ~-I(v') ; il faut v~rifler que x ° , consider4 

comme ~tant un hyperplan dans ~r , est tangent ~ X en H ° , i.e. on 

va d~montrer que pour (Xo, H o) C ~-I(v') , H O tangent ~ X en x ° 

= x ° tangent ~ X en H O . Cormne ~ est net en (Xo, H o) , et 

est lisse en H ° = ~(Xo, H o) , cp induit un isomorphisme des espaces 

tangents 

(3.5.4) ~(N)((Xo,Ho)) ~"~> T~ (H o) , 

de sorte que la premiere partie de la d~monstration s'ach~ve par le 

lemme sulvant. 

Lemme 3.6 (EULER). Soit (Xo, H o) un point ferm~ de ~(N) , e__tt 

d~si~nons .par T L le fibr~ tangent de l'hyper~lan L dans ~r d~finl 

par x ° . Alors dans T~r(H o) on a 

(~(N)((Xo, Ho))) c TL(H o) 

D4monstration. Cholsissons des coordonn~s hoz~g~nes Xo,...,X r 

IP r , en termes desquelles x ° devient le point A = (Ao, .... A r) 

dans 
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Un point de Tx(X o) est un point de ~r h valeurs dans 

(3.6.1) A + c B , 

k[~7t(~2), 

tel q u e  pour toute section locale H de I , on ait 

r 

(3.6.2) ~ Bi 5H 
i=o ~x-~ (5) 

= O 

Cholslssons de plus une section locale H de I qui donne lleu h H 
O 

par (3.1.1). Par la triviallt~ locale de ~(N) au-dessus de X , un 

p o i n t  de %(N) ((xo'Ho)) s e  repr~sente p a r  u n  p o i n t  

(3.6.3) (A + e B , H + e F) , 

oh F est une section locale de I , et 05  A et B sont comme 

ci-dessus. L'Image par ~ de (3.6.3) est l'hyperplan h coefficients 

dans k[e]/(e 2) d'~quation (c.f. 3.1.1) 

(3.6.4) 
r 

i=O7~ ~ (H+cF) (A+eB)T i 

de sorte que le lemme ~qulvaut h la formule 

r 

(3.6.5) Z A I ~ I=0 ~ (H+eF) (A+¢B) = 0 

2 
Compte tenu de ce que c = O , et la formule de Taylor, on a 

(3.6.6) ~i(H+eF)(A+CB) - _ ~H r ~-~i (A)+e ~i(A)+Ej~oBi ~2H 
_ _ = . ~ x j ~ x i  (A)  , 
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done il sufflt de v~rlfier les trois formules sulvantes: 

r 
BH 

( 3 . 6 . 7 )  s A i ~.,.-'-v-(A) = O 
i:O i 

r ~F 
(3.6.8) i=O~ At TX-i(A) = 0 , 

r 
(3.6.9) ~ AiB j ~2H 

i,J =0 ~Xi~Xj (A) = 0 

Or, H et F ~tant homog~nes de degr~ z~ro, la formule d'Euler donne 

(3.6.10) Z X i ~kl 0 ~ Xi ~ F  
' ~X I 

~H 
et, ~. 

] 

= O 

~tant homog~ne de degr~ -I , cette formule donne 

~2H AH 

i xl ~Xi~Xj ~X] 

de sorte que (3.6.9) se r~erit 

~H (3 .6 .11)  - ~ Bj ~ ( A )  : 0 , 
] ] 

qul n'est autre que (3.6.2). 

Ceel d~montre que ~ induit un isomorphisme 

(o - l (v  ' ) ~ ~ v '  ( 3 . 6 . 1 2 )  
F 
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dont l'inverse est ~ . Remarquons malntenant que le morphisme 

(3.6.13) I 
~ : V' .... > ~r X V' c ~r X 

~(v) = (~l(V),V) 

s'4tend en un morphisme 

(3.6.14) ~$ : V > mrx V 

o~ l'on d~signe par 

~I : V > (3.6.15) m r 

le morphisme de GAUSS, vu comme d~flnl sur 

On vlent de d~montrer l'incluslon 

(3.6.16) ,(V') c re(N) 

ce qui implique, V' ~tant dense dans V 

IP r X X , l'inclusion 

(3.6.17) 7(V) c m(N) 

II est 4vident qu'on a m~me 

(3.6.18) ~(V) C ~'I(v) 

Encore par "continuitY" , les relations 

V tout entler. 

, et ~(N) ~tant ferm~ dans 
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o ~ = Id V, 

impliquent les relations 

I 
S o ~= id -i 

(v) 

o ~ = i d  v 

ce qui d~montre que les ouverts 3.5 ~)~t 3 .5  e)sont identigues. 

D4montrons que les ouverts3.5 ~t 3.5 c) sont ldentiques. On remarque 

d'abord que, d'apr~s 3.3, l'ouvert 3.5 c) est le sous-enBemble U de 

d~fini par 

@-l(x) contlent exaetement un point, V 

(3.6.19) U = [ x 6 X 1 et en ce point ~ est net. } . 

0r ~lq) est normal (~tant lisse) et le morphisme induit 

: -I(£) ,> 

est bfrationnel (on l'a d~ja d~montr~), radfciel (par ddfinitlon de 

et propre. Done 

: -I(u) ~ 

u) 

est le normalis~ de U . En particulier, U est ~om~triquement 

unibranche . Comme ~ : ~p-l(u) ~ U est net , il s'en d~duft 

(EGA IV 18.10.1) qu'il est Stale . Par EGA IV 18.10.18, on conclut 

alors que c'est une immersion ouverte, done un isomorphlsme, done que 
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eat llsse, i.e. qu'on a l'incluslon 3.5 =) C 3.5 a~ D'autre part, 

(3.6.19) rend ~vidente l'Incluslon ~.Sb) c~.5~c)j et on conclut, compte 

t enu  de ce  que 3 .5c~)= 3 . 5  b ) .  

Nous pouvons maintenant d~montrer: 

3.7. Le theorize 2.5 est vral dans le cas car.k ~ 2 , alnsl que 

dans le cas X de dimension palre. 

D~monstration. Compte tenu de 3.5.0 et de 3.3, ii suffit de v~rifier : 

(3.7.1) Pour tout point ferm~ x E X, et tout entier d ~ 2, 
O 

il existe une hypersurface H de degr~ d tangente ~ X en 

x , telle que x soit une singularit4 quadratique ordinaire de X.H. 
O O 

Or, prenant convenablement des coordonn~s homog~nes Xo,...,X r , on 

peut supposer que x ° est le point (I~O,...,O) , et que les fonctlons 

Xl/X ° , i = l,...,n j donnent des coordonn~s locales sur X dana un 

volslnage de x ° . On prend pour H l'hypersurface d'~quatlon 

( 3 . 7 . 1 . 1 )  ~ -21~ 1 2 H = X X i Sl car.(k) # 2 
= 

( 3 . 7 . 1 . 2 )  
H Xd_2 n/2 

= o i i~ X i Xn/2+ i sl n est pair 

[n/23 
n ) el n eat impair . (3.7.1.3) H-- X d'2 (X + Z Xi X[n/2] +i 

0 i= I 
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Pour l'finonc~ 2.5.2, remarquons qu'ou bien ~ est gfin~riquement net, 

et 3.5.0 a'appllque, ou bien ~ est partout ramifi~, ce qui implique 

dim X N r-2 , k ~tant de caract~ristique nulle. Dans ce dernier cas, 

le crit~re (3.2.4) est trivialement vfirififi. 

4. Le ca~ $~n~ral 

Nous allons esquisser une autre m~thode de d~monstration de 

2.5 valable en toute caract~rlstique, en admettant l'~nonc~ suivant, 

voisin de 3.1, et cas particulier de XV 1.1.4. 

(4.1) Le sous-ensemble de ~(N) f_e:rm~ des points (x, H) tels que 

x solt une 8in~ularit~ quadratique ' ordinaire de X-H est ouvert. 

Remarquons que 4.1 r~sulte de 3.3, saul si car(k) = 2 et dim X impaire. 

4.1.1. D~signons par R 1 le ferm~ de ~(N) compl~ment de l'ouvert 

4.1, et par F I son image ~R I) c X c~ r 

Lemme 4.1.2. Si l'ouvert 4.1 est non-vide, alors codim~r(F I) ~ 2 

D~monstration. Par hypoth~se, dim(R I) < dim~(N)) = r-i , et 

F I = ~(R i) 

v 
4.1.3. D~slgnons par F 2 la partie de X form4e des hyperplans qui 

sont tangents ~ X en au moins deux points. On remarque que F 2 n'est 
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pas fermi, mais qu'on a 

4.1.4. l'adh~rence de F 2 c F 1U F 2 , 

ceci ~ cause du fair que F I U F 2 = F (cf. 3.2) est fermi. (L'inclusion 

4.1.4. "dit" qu'une confluence de deux slngularlt~s n'est pas 

quadratique ordinaire.) En tout cas la construction de 4.2.4. montrera 

que F 2 est constructible. Pour d~montrer 2.5.1 nous allons appliquer 

le crit~re 3.2.4. Pour ceci, il faudra savoir que codim (F~) e 2 et ~r 

que codi%r(F 2) ~ 2. D'autre part, 3.8.1 et 4.1.2 nous assurent que, 

remplaqant le plongement donn4 par son d-i~me multiple, d ~ 2 , on 

aura codi%r(F 2) ~ 2 . On conclut que 2.5.1 sera prouv~, une fois 

connue la 

Proposition 4.2. Soit X une sous-vari4t~ lisse et irr~ductible de 

IP r , de dimension n ~ 1 . Pour tout entier d ~ 2 , la partie 

(n+d. 1 

F 2 d~e ~ d ) -  = ~N form4e des hyRersur faces  de degr4 d dans ~ r  

qui sont tangentes ~ X en au moins deux points est de codimension ~ 2 

dans ~N 

4.2.1. Co~nencons par le cas sp4cial d = 2 et X une sous-vari4t~ 

lln~aire de ~r . Or, il suffira de trouver une droite dans ~N 

qul ne rencontre pas F (cf. 3.2.4). Choisissons des coordonn4s 

homog~nes Xo,...,X r dans ~r de telle facon que X soit d4fini par 
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Xn+l=...=Xr = O 

Pour n 

, et des coordonn~s homog~nes (%, ~) dans ~I 

pair, n = 2k , on prend le pinceau de quadriques 

(4.2.2) 
k-I 

H(k,gl) k Xo2+(kXk+~Xo)X2k+1521 = "= ( XXi'MDXi+I )Xk+ i 

pour n impair, n = 2k+l , on prend le pinceau 

k 

( 4 . 2 . 3 )  H(k,gl) = (kXl+giXo)X ° +i~l(kX2i+DXi)X2i+l  

Dans les deux eas, on ¢onstate que X-H(k,~/) est lisse pour 

(k,~) ~ (O,i) , et que X.H(o,I ) n'a qu'un point singulier, qui est 

m~me quadratique ordinaire, et done que le pinceau ne coupe pas F 

4.2.4. D~signons par Btgd(x) la sous-vari~t~ de ~N x(XXX-A(X×X)) 

form~e des triples (H, Xl, x 2) tels que H est une hypersurface de 

degr~ d dans ~r qui est tangente ~ X en x I et en x 2 , et 

x I # x 2 . L'image de Btgd(x) par pr I est l'ensemble F 2 de (4.2), 

de sorte qu'il suffira de d~montrer 

(4.2.5) dim Btgd(x) 

Pour ceci, d4signons par 

N-2 si d ~ 3 , ou si d = 2 et X n'est pas 

lin4aire. 

Lin(XxX) la sous-vari~t~ de X×X-~(XXX) 

(4.2.6) Lin(XxX)=[(Xl,X2)EXxX i Xl#X 2 , et la droite engendr4e par 

i est tangente ~ X en x I } 

[(Xl,X2)~XXXIxI# x 2 et x 2 E XnTg (Xl)] , 

Xl,X 2 
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On a ~videmment : 

4.2.7. S i X ~ s  une sous-varl~t~ lln~aire de ~r , alors 

dim Lin(X X X) < 2dim X 

Donc pour (4.2.5) il suffira de d~montrer que les fibres du morphisme 

(4.2.8) Btgd(x) Pr2'3 > X × X - A(X × X) , 

consid~r~s comme des sous-vari~t~s de ~N sont 

~de codlmension ~ 2dim(X)+l au-dessu~ de Lin(XxX) , l 
(4.2.9) 

L I 

de codimension ~ 2dim(X)+2 au-dessus de X×X-A(X×X)-Lin(X×X)] 

L'~nonc~ (4,2.9) est une consequence du lemme sui%~nt, en prenant pour 

L i l'espace tangent ~ X en x i , i=1,2 

Proposition 4.3. Soient x I __et x 2 deux .D°~nts ~.dlstlncts.,.. f, .....ferm~s..... de. 

~r , e t L I e t L 2 deux sous-esp, aces Ifn~aires de !P r te!s que 
~r+~) 

x I E L I et x 2 E L 2 Dans l'es~ ~N ~ d -d . ...... des h~persurfaces 

de. de@r~ d ,.le sousrespac ~ lin~aire form~ des h~persurfaces tangentes 

_~ L I e n x I et ~ L 2 e nn x 2 est de eodlmension 

la drofte (Xl~X 2) eontenant Xl,X 2 

dim Ll+dim L2+I si d=2 et LI[~L 2 contient la droite (Xl~X2)° 
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D4monstration. Pour d -> 3 , il faut prouver que dim L 1 + dim L2+2 

conditions lin~aires sont ind~pendantes , de sorte qu'il suffit de traiter 

le cas LI = L2 =]pr , i.e. de trouver "comblen" d'hypersurfaces sont 

singuli~res en x I et en x 2 . Or, en termes de coordonn~s homog~nes 

choisies de telle faqon que x I = (I,O .... O) et x 2 = (O,I,O...,O) , 

l'hypersurface d'~quation Z AwXW est singuli~re en (i,O,..,0) si et 

xd-Ix , i=O, ,rj sont tous seulement si les coefficients des monOmes o i "'" 

nuls, et elle est singuli~re en (O,i,0,..O) si et seulement si les 

d-I 
coefficients des mon0mes X I X i , i=O,...,r , sont tous nuls. Pour 

d-I i=O,.. ,r sont tous xd-Ix , i=O,.. ,r et X I Xi, d ~ 3 , les monOmes o i " 

distincts, ce qui donne l'~nonc~ voulu pour d ~ 3 

Pour d = 2 , le mame calcul donne l'in~galit~ 

codim ~ dim L I + dim L 2 + i , 

(car le monOme X ° X I est compt4 deux lois). 

V~rifions que si L 1 n L 2 ne contient pas la droite (Xl,X2) , alors les 

conditions de tangentialit~ sont ind~pendentes. On se ram~ne au cas 

LI = ~r , L 2 un hyperplan dans ~r qui ne contlent pas la droite 

(Xl~X 2) . On choisit des coordonn~s homog~nes X ° ..... X r de telle faqon 

que x I = (I,0 .... ,0) , x I = (O,i,O...0) et L 2 soit l'hyperplan 

Xo = 0 . Or, une quadrique i~jZ Aij X i Xj est singuli~re en (i,0,..,0) 

si et seulement si A . ~ 0 pour j = O,...,r , et tangente 
oj 
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= Aij = X ° 0 en (0,i,...,0) sl et seulement si = 0 pour j l,...,r 

ce qui falt ensemble 2r+l = dim Ll+dlm L2+2 conditions Ind~pendentes. 

Pourl~ tan o[~J3L 2 c~rLti-en~ la-4~ce£te ~l,X2), on s9 r~ne~= 

eas L 1 = L 2 = la droite (Xl,X 2) . En termes de eoordonn~s homog~nes 

dans lesquelles x I = (I,0,..,O) , x 2 = (0,i,O,...0) , la quadrique 

A. X i Xj passe par (i,0,..0) et y est tangente ~ L I si et seule- 
i~j ~J 
m e n t  s i  Aoo = Aol  = 0 ; e l l e  p a s s e  p a r  ( 0 , 1 , 0 . . . 0 )  e t  y e s t  t a n g e n t e  

L 2 s i  e t  s e u l e m e n t  s i  A l l  = Ao,  1 = 0 , c e  q u i  n e  f a i t  e n s e m b l e  

qu# 3 = d i m  L l + d i m  L2+1 c o n d i t i o n s .  

5. Le degrade la varlet6 duale par vole 'l~l~mentaire" 

(Cf. XVIII 3.2. pour une autre m4thode dans le cas oO dim X 

est pair ou car(k) # 2 .) 

Nous employons toujours les notations de 2.2, donc X > pr est une 

sous-vari4t~ lisse irr4ductible de dimension n 

5.1. Commengons par consid~rer le morphisme (3.1.1) 

(5.1.O) V : ~(N) > X x~r 

d'un point de vue plus "fonctoriel" . (Je tlens ~ remercler S. KLEIMAN 

pour m'avoir signal4 la formulation qui suit.) On a une suite exacte 
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de falseeaux coh~rents sur X 

(5.1.1) 

D'autre part, 

n~s homog~nes" 

(5.1.2) 0 

qui~restreinte 

o 

"~crivant les formes diff~rentlelles sur IP r en coordon- 

, on trouve une suite exacte de faisceaux sur ~r 

~]l~r/k----~ (Oip(-l))r+l ~ O~ ~ O 

X ~ donne alors une suite exacte 

1 I ) r+ l  
(5.1.3) 0 ~fl~r/k ~ X > (Ox(-l) 

Mettant ensemble 5.1.1 et 5.1.3, on trouve une inclusion 

v 

N ~ > (Ox(-l))r+l , (5.1.4) 

qui donne, par transposition, une surjection, 

OX(1) r+l ~ N ( 5 . 1 . 5 )  

d'o~ une immersion ferm~e 

(5.1.6) ~ : ~(N) ----~(Ox(1) r+l) = X ×~r 

qui n'est autre que (5.1.O). 

> 0  • 
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5.2. L'id~e du ealcul. 

Nous supposons ~ partir de malntenant que X = ~(]P(N)) est 

de dimension r-I ,donc que c'est une hypersurface dans ~r . Le 

calcul de son degr~ se fait naturellement en introduisant les classes 

de Chern [i] o 

Pour toute vari~t~ projective et lisse T , nous notons par 

CH(T) son anneau de Chow , qui est un anneau gradu~ (par la codimension 

d'un cycle). Etant donn~ un ~l@ment z E CH(T) , nous notons par 

T 

l e  degrg  de sa eomposante  de degr~ z~ro (qu i  e s t  un O - c y c l e ) .  La c t a s s e  

dans  CHI(T) d ' u n  f a i s e e a u  i n v e r s i b i e  L su r  T s e r a  not~ ~ga lement  

~ quand aucun c o n f u s i o n  n ' e s t  ~ c r a i n d r e  (pa r  exemple ,  quand e l l e  se 

t r o u v e  sous  l e  s i g n e  d ' i n t ~ g r a t i o n  I ) 
T 

Ceci pos~, notant par L la classe dans CH~ r) d'une droite, on a 

f~ 
(5o2 .1 )  deg(X) = , L'X 

r 

V 

Or, X est "ensemblistement" l'image de ]P(N) par cp 

Mais, du point de rue de l'homomorphisme "image directe" 

V 

9~ : CH@P(N)) - > CH(]P r) 

(3 .~.2) .  
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on a 

~(m(N)) = deg(¢)" X , 

de sorte que 5.2.1 se r~crit 

(5.2.2) deg(X) = I ~ 
r 

L'~(~(N)) ; 

par abus de notations, dans deg(~) , ~ d~signe ~videmment le 

morphisme ~(N) > X indult par (3.1.2), qui est un entier ~ 0 

nul si et seulement si dim X < r-I (=dim~(N)). 

Par la formule de projection pour ~ , cecl se r~crlt 

- 1 ! 2(L  
(5.2.3) deg(X) = 

~(N) 

D4signons par 

r-I 
L=~ , et 

6 CH(~r) la elasse d'un hyperplan, de sorte que 

(5.2.3) se r~erit 

i 
, 

i (.(~)[-i 
(5.2.4) deg(X) = deg(~) 

m(N) 

Calculons maintenant la classe ~(D)  en termes "concrets" 

Notons par ~ (resp. T) le faisceau inverslble canonlque ~(N)(1) 

sur ~(N) (resp. O~(O_x(1)r+l ) sur ~(Ox(1) r+l) ) Par fonctorialit4, 

nous avons (of. (5.1.6))  

(5 .2 .5)  
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~(Ox(l)r+l) D'autre part, moyenant l'identification _ = X x~r , on a 

~vldetm~ent, posant H = OX(1) , 

w 
(5.2.6) ~ = Prl(H) ® Pr2(~) 

D~slgnons par ~ : ~(N) > X le morphisme structural, on a 

I~ = pr I o 

pr 2 o ~ , 

d'ofi, appliquant & aux deux membres de (5.2.6), on trouve, par (5.2.5) 

(5+2.6) ~ = &~(T) = ~(H) ® cO~(~) 

Dans CH(~(N)) , on a donc 

(5.2.7) Ce(n) = ~ - 

et (5.2.3) se r~crit 

~(H) 

( 5 . 2 . 8 )  deg(X) = ~ O (~ - ~ (H)) 

m(N) 

Le deuxieme membre de 5 . 2 . 8  "se calcule" grace au lemme suivant 

( c f .  5 . 3 . 3 )  : 

Lemme 5.3. Soient X un@ yari4t4 ~uasi-proiective , lisse et connexe 

de dimension n , e__t M un. fa.isceau localement llbre de rang fini 

a sur X . Notons par ~ le faisceau inverslble O~(M)(1) sur ~(M) 
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et par ~ : ~(M) > X le morphisme structural. On salt que CH(~(M)) 

est un CH(X) module (via w ~ ) qui est fibre , de base I ,~,...,~a-i , 

o~ satisfait ~ l'~quation 

(5.3.1) ~a _ Cl~a-l+ c2~a-2 _ c3~a-3 .. = 0 , 

les c i ddnotant les classes de Chern dans CH(X) 

C(M) = I+CI+C2+... , la classe de Chern totale de 

inversible de CH(X) 

d_£e M . On pose 

M ; c'est un ~Idment 

Alors: 

(i) On a la formule 

F_ ~ a-I I 
(5.3.2) rr~('i--r'-=)1 + ~ = c(--F5 

(ii) S0it F(T) E CH(X) [T] un polynOme ~ coefficients dans CH(X) , 

tel ~ue le coefficient de T i soit un. dl~mlent homog~ne de degr~ 

n+a-l-i .Donc F(~) est un ~l~ment de de~r~ "maximum" n+a-l=dlm~(M) 

d@n ~ CH(~(M)). Ceci pos~, on a 

(5.3.3) 

~(M) X 

F(-1) 
C(M) 

Ddmonstration. Con~enqons par d4duire (5.3.3) de (5.3.2). 

Ecrivons 

I 
(5.3.4) ~ = F. b. bo=l bj de degr~ j dans 

jeO J ' ' 

b.=O pour j < O , 
J 

CH(X) 
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de sorte que ( 5 . 3 . 2 )  se r~crlt 

(5.3.5) ~(~a-l+j) = (-l)Jbj pour a-l+j ~ 0 , 

(eompte tenu que ~(~J) = O si j < a-I pour raison de degr~s). 

D~duisons-en (5.3.3). Par lin4arlt~, il sufflt de tralter le eas 

F(T) = uT a-l+j , u homog~ne de degr8 n-j dans CH(X) . Par (5.3.5) 

et la formule de projection pour ~ , on a 

M) ~(M) X X 

D'autre part, 

5"3"7" (-l)a-iIF(-l) = ~ = (-l)J~ Z (-I) a-I (-l)a-l+Ju 

C(M) i 

X X X 

u b. 
l 

et compte tenu de ce que deg(u) = n-j , et deg(b.) = i , on a l 

= O si u'b i 

X 

de sorte que (5.3.7) se r~crit 

F(-1) (5.3.8) (-1) a-1 ~ - -  (-1) j u.bj 

X 

i # j  , 

d'oO l'implication annonc~e. 

D~montrons maintenant (5.3.2), ou se qui revient au m~me, (5.3.5). 
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"en un point"), 

On salt que 

~,(~J) = 0 si j < a-i 

pour une raison de degr~, et que 

(_a-I. 
.~ ) = I X 

pour une raison g4om~trlque ( ~a-I rencontre chaque fibre 

de sorte que, par la formule de projection, on a 

a-i 

(5.3.9) ~.( E ~ (U.) ~i) = U. o 
j=O i ]-i 

Par (5.3.9), l'~nonc~ 5.3.5 est cons4quence du le~m~e suivant dans 

lequelle ~ devient T , et C i devient S i, compte tenu de l'~quation 

5.3.1. 

Lemme 5.4. Solt a un entier > 0 , et d~sisnon s par A l'anneau 

Z[[XI,...,Xa] ] des s~rles formelles en a ind~termin~eso D~signons 

par B l~a A-al$~bre 

a 

B = A[[T]] / (~(T-X£)) , 
i=l 

de sort e que B est un A-module libre , ~ base I,T,...,T a-I , 

(5.4.1) B = A T a-I @A Ta-2~...~A . 

247 



- 37 - XVII 

D~signons par S i 6 A l_aa i-i~me fonction sym~trlque 

> 
= / X&I... X& 

Si IK (ll<...< &i ~ a i 

de sorts que 
a 

(5.4.2) Z (-I) i S i T a'i = 0 dans B . 
i=O 

L'~14ment i + S 1 + S2+...+S a 

son inverse 

(5.4.3) I = Z a bj 

Z s i j~o 
i=o 

est inversible dans A , nous ~crivons 

, b .  homog~ne de degr~ j dans 
3 

b = I 
O 

A , 

D'autre part, pour tout entler j e 0 on d~finit un ~l~ment 

homog~ne de de~r~ j en ~crivant, par 5.4.1 

aj 6A 

(5.4.4) T a-l+j T a-I Ta-2+ . Ta-3+.. = a. + ? ~ .+ ? , les 
J 

C@ql pos~, on a pour tout j e 0 

(5.4.5) a. = (-I) j b. 
3 3 

?EA 

D~monstration. Compte tenu de la d~finition (5.4.3) des 

revlent ~ d~montrer qu'on a 

b. , tout 
J 

248 



- 38 - XVll 

(5,4.6) 

a = I 
O 

a 

E (-i) i s i 
i= O aj-i 

= O si j > O 

Or, on a ~vide~ment a ° = 1 , et la deuxi~me relation (pour j> O 

donn~) n'eat autre que celle d~dui~ ,en prenant le coefficient de 

T a'l (via 5.4.1), de la relation 

(5.4.7) ~ (-I) i S i T a-l+j-i = O dans B , 
i=O 

relation obtenue en multipliant 5.4.2 par T j-I , cqfd. 

CoroUaire 5.5. On a la formule 

(5.5.1) deg(X) = (-l)n I 

X 

D~monstration. 

(I+H) r-I 

C(N) 

On applique (5.3.3) (pour M = N 

de X&--->]P r) ~ (5.2.8). 

, le falsceau normal 

Ecrivons, pour une vari4t4 quasi-projective et lisse S , sa classe 

de Chern tota!e (cf. 5.3) 

dfn 
(5.5.2) C(S) ~ C(T S) 

o~ T S d4signe le fibr4 tangent de S . 
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La duale de la suite exacte (5.1.2) montre qu'on a 

(5.5.3) C(]pr) = (I + H) r+l dans CH(]pr) 

La duale de la suite exacte(5.1.1)montre qu'on a 

(5.5.4) C(N) C(X) = C( ~r) Ix dans CH(X) 

Mettant ensemble (5.5.3) et (5.5.4),(5.5.1)se r~crit 

Corollaire 5.6. On a la formule 

v (-i) r ~ c(x) 
(5.6.1) deg(X) = - -  

deg(~) ~X (I+H)2 

(5.7) Pour une varidt6 S 

tique d'Euler-Poincar6 par 

(5.7.1) x(S) = 

projective et lisse, on d~flnlt sa caract~ris- 

c(s) 

S 

Proposition 5.7,2. D6signons par 

e~ par A une section lisse de X 

de codimension deux. On a 

Y une section hyperplanelisse de 

par un sous-espace !in4aire de ~r 

X , 

(5.7.3) deg(X) (-l)n [x(X) + X(A) - 2~(Y)] 
deg~) 
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D~monstration. Notons i : Y e >X l'inclusion. On a 

4~ 

Ny.__> X = HIY = i H 

de sorte que la suite exacte 

O ---> Ty > i T X > i H > O 

donne 

c(x) 
(5.7.4) C(Y) = i ~ ( ) ?ffi- 

On a donc 

c(x) X(y) = i ~ ( ~ ) 

Y 

et, en appliquant la formule de projection 

(5.7.5) I ~ C(X) I H.C(X) 7(Y) = i~i ( ~ ) = i + H 

X X 

It4rant ce calcul, on trouve pour A 

(5.7.6) X(~) = I H C(Y)=I + H I i~(~ H(I+H) C(X)(I+H) ) =j - -  

~! Y Y X 

H 2 C(X) 

(I+H) 2 

de sorte que 

~(X) - 2x(Y)+x(A) = I C(X) [I - ~ g + l{___~_ 2 ] 
I+H (I+H) 2 

X 

= ~ C(X) 

(i + Hj 2 ~ 
X 

ce qul ach~ve la d~monstration, compte tenu de 5.6.1. 
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6. Le cas d'une base g@n4rale 

6.1. 

par une clSture alg~brique du corps r~siduel 

D~signons par IP r l'espace projectif ~ r 

Vr r 
~P l'espace projectif dual et par I c IP 

d'incidence. Soit D c ~r 

Soient S un schema et s un point g~om~trique de S, d~fini 

k(s) pour s E S. 

dimensions sur S , par 

~r 

X SIP la vari~t~ 

une droite, d~finie par un point ~ valeurs 

dans S d'une grassmannienne convenable, et A l'axe du pinceau 

d'hyperplans correspondant (cf. 2.1). 

Soit X un S-schema propre et lisse, purement de dimension n ~ i, 
N 

muni d'un plongement projectif XC > ~r . Soient X = (X XsD) A I 

le schema sur D de fibres les sections hyperplanes de X param~tr~es 

par D, et u la projection de X sur D. 

Notons par un indice s le changement de base par s > S. 

Supposons que ~s soit transverse ~ X--s " Alors, au-dessus d'un 

voisinage U de s dans S, A est transverse ~ X . On suppose dans 

N 

ce qui suit que U = S . Le schema X est alors lisse sur S , et un 

voisinage de l'inmge r~ciproque de g dans ~ est lisse sur D . 

Supposons de plus qu'une des sections hyperplanes de X-- 
S 

appartenant au pinceau D-- soit lisse. Alors, apr~s que l'on ait 
s 

remplac~ S par un voisinage convenable de s, le sous-sch~ma F de 

d~fini par l'id~al jacobien Jn-!(X/D) est fini et plat sur S . 
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6,2. 

relatif E de D/S d~fini par le 

sur S . Localement sur D, si @D 

est une presentation de u~@ F , E 

La formation de 

L e lieu exceptionnel du pinceau D est le diviseur de Cartier 

@D-Module U~@F, fini et plat 

V n 

> @D > u~@ F > O 

a pour 4quation det(v) = O. 

E est compatible ~ tout changement de base. 

Le diviseur E-- de D-- s'~crit E n(P).P, pour n(P) la 
S S 

somme des colongeurs de l'id~al jacobien jn-l(~/D) en les points 

critiques de u d'image P . 

Proposition 6.3. S_~ D~s est un pinceau de Lefschetz de sections 

hyperplanes de X~ , et si car k(s) # 2 ou que n est pair, i l 

existe un voisina~e U de s dans S tel que 

(a) Pour tout point g~om~trique ~ de U, D~t est un pinceau de 

Lefschetz de sections hyperplanes de x~ 

(b) Au-dessus de U, le lieu exceptionnel E est ~tale sur S. 

Pour prouver (a) et (b), il suffit de noter que, sous les 

hypotheses faites, D-- v~rifie la condition c) de 2.2 si et seulement 
S 

si le diviseur E~ est r~duit. On pourrait, en invoquant 3.3, 

n'utiliser que la moiti~ la plus facile ( >) de eette ~quivalence. 

6.3. La proposition devient fau~edans le cas d'exception cit~. 

Toutefois, si S est d e..caract~ristique 2 et que n est impair, il 

existe un voisinage U , de S au-dessus duquel (a) est vrai, et on peut 

d~finir un diviseur E' ~tale sur U tel que E = 2 E'. Nous ne ferons 

pas usage de ce r~sultat. 
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