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0. Introduction

Soient X une variété projective et lisse de dimension n 2 3,

Y(d) une section par une hypersurface de degré d, et En'.1

(Y(d),QL)

la cohomologie "évanescente" de Y(d) (XVIII 5.4,.4), Le but du présent

exposé et de démontrer que pour d suffisamment grand, et Y(d) suffisa-

ment générale, il n'est pas vrai que tout En-l(Y(d),QL) “srovienne'
du Hi(i < n~1) de variétés algébriques propres et lisses, par des
correspondances algébriques., En caractéristique nulle, c'est une
conséquence triviale de la bigraduation de Hodge sur la cohomologie

complexe, et de ce que, pour la cohomologie cohérente, on a

dim Hn—l(Y(d), 6y )) D @ POUT A >

(d

La méthode employée en caractéristique p est encore de relier la
cohomologie cohérente Hn_l(Y(d), @Y(d))(un vectoriel en car. p) & la

cohomologie étale Hn;t(Y(d),Q&). Pour ceci, on se place sur un corps
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de base fini, ol les deux sont liés par la fonction { de la variété
Y(d), fonction qui s'exprime en termes de la cohomologie {~adique,

et dont la "réduction modulo p" s'exprime en termes de la cohomologie
cohérente (cf, XXII 3,9), Cette méthode marche sans probléme pour

les intersections complétes, gra3ce & la connaissance détaillée des
deux espdces de cohomologie (étale et cohérente) dans ce cas, et
donne le résultat principal 4.2 comme conséquence d'un résultat

(1.4) sur les opérations de Hasse~Witt (1.0),

11 existe des arguments heuristiques dis a A, GROTHENDIECK et
s'appuyant sur le yoga de la cohomologie cristalline, qui rendent
plausible 1'énoncé général pour toute X projective et lisse, par
essentiellement la meme méthode.

Meme dans le cas particulier des intersections complétes,
la démonstration utilise de fagon essentielle (2.2) le théorgme d'in-
tégralité des valeurs propres de Frobenius 2,1, démontré récemment

par P, DELIGNE, et qui est prouvé dans 1l'Appendice I,

1, La matrice de Hasse-Witt d'une intersection compléte

Définition 1,0. Un schéma propre sur un corps k d'exposant caractéristique

p s'appelle spécial si 1'opération additive p~linéaire

(1.0.1) T, ———

- >op
P b e X H g =4

induit une opération

(1.0.2) dimK

(x,8,)

: Hd“‘“(x,@X) e3> B

]
@C
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qui est nilpotente (gg, ce qui revient au méme, posant

M= dimk(Hdl (X,Gx)), si 1'opération p ~-linéaire
M P
L o= »

(1.0.3) : Tyt & —>6 s gb—>g

p -
tue Hdlmx(x,&x).

Rappelons [2] que pour tout i € Z, 1'homomorphisme
) 3 .
Hl(x,esx) by Hl(X,GX)

induit par (1.0.1) s'appelle classiquement 1'homomorphisme de Hasse-Witt

dans Hl(X,®X). On notera que si p = 1, dire que X est non-spécial

signifie simplement que Hdlmx(X,GX) # 0.

Théorzme 1,1, Fixons un exposant caractéristique p, une dimension

nz1l, un entier r 2 1 et un multidegré(dl,...,dr). Si on a

{1.1.0

nMH

d, = (nhr)+l
1
i=1 -

alors, parmi toute les intersections complétes (de dimension n) dans

P e multidegré (dl""’dr) en caractéristique p, un élément

"assez général" est non-spécial (1.0).

Démonstration, Désignons par
(1,1.1) £ X, ——>0U

la"famille universelle" des intersections complates dans P™7T de
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multidegré (dl""’dr) en caractéristique p (muni des équetions de
définition), de sorte que U est un ouvert dans un produit de r
espaces projectifs sur Eﬁ , d'une dimension impressionrante,

On sait que le GU—module
n
(1.1.2) R f*@X.,

est localement libre, et sa formation commute 3 tout changement de base
XI 1.5 {(i)) et, par 1l'hypoth&se (1.1.0), que son rang M est non nul
(X1 2.5}, Cela donne le théroéme si p = 1, pour toute intersection
compléte vérifiante (1,1.0).

Supposons p = 2, L'opération de Hasse~Witt itérée

M

= . R% B
(1.1.3) gp = Ny R ——>R f*(ng

P U
M
étant p -lindaire sur 6, , et Rnf%@x étant localement libre, 1'action
hod
(1.1,3) s'exprime localement sur U par une matrice H de type (M,M)

a4 valeurs dans @U , de sorte que

1.1.4) {fuecu \Xu est non-spéciale} est ouvert dans U
(car c'est l'ensemble des u tels que H(u) # 0), et, U étant irréductible,
il suffit de trouver une valeur de u telle que Xu soit non spéciale,

ce qu'on va faire sur un corps fini,

Proposition 1,1,5. Soit X une intersection compléte sur'Fq. Si X

n'a pas des pointsIFq-rationnels, alors X est non spéciale,
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Démonstration, En effet, il suffit évidemment de prouver que pour X

une intersection compléte, on a l'implication
(1.1.5,1) X spéciale === card(X(]Fq)) =1 mod p .

Or, d'aprés la formule de la trace (prouvécdans 1'exposé suivant
XX1I, 3.,2), on a
card(X(F D)) = T Do a0 .
q : q
i20
Compte tenu de ce que Hl(X,®X):O si 1#0,nin() et HO(X,SX) Jz'Fq

(X1, 1.5 (iii)), ceci se récrit

n n £~
card(X(F)) =1 + (-1) cr({‘eqm ®,50) .

Si X est spéciale, alors par définition 1l'opération de sq sur Hn(X,QX)
est nilpotente, donc a une trace nulle, d'od 1'implication (1.1.,5,1)

et la proposition.

Proposition 1,2, Quelle que soit la puissance q de p, si

v M

di 2 n+r+l »

il existe une intersection compléte dans Hﬁﬁm
q

de multidepré (dl""’dr)

qui est sans QgintﬁFq—rationnel.

Démonstration,
Commengons par le cas r=l, Pour tout d 2z n+2, il faut trouver une

forme homogéne de degré d
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(1.2.1) H(Xl),...,Xn+2) € Fq["y'-"xmzj
telle que

n+2 _ - -
(1.2.2) (GI""’Gh+2) € (IFq) , H (ai,...,an+2) = == 0 =e e =0 o

Pour ceci, posons I =1I~'qd , et soient 81""’8n+2 des éléments de E qui

sont linéairement indépendant sur qu . On prend

2
(1.2.3) H(Xl""’xn+2) = I\SE/IFQ (izl B, xi) .

Dans le cas général, compte tenu de ce que

(1,2.4)

g

d; = wir+l ,

on peut trouver r entiers

(1.2.3) 1 <a <a, <.,, <a_ = ntr+l
1 2 T
vérifiant
d1 1 a,
(1.2.6) d2 z a, - a
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On prend, pour i =1,,,,,r, une forme homogéne de degré di

H, (X yeeus X ) € T [X seeesX ]
i (ai_1+1) a q"a; ;¥ ay

en a; - a,_; variable qui a la propriété (1,2,2), L'intersection compléte

voulue est celle définie par les formes homogénes

By (yaeeX, Dy een B, 0% ) .
1 r-1 r

Théordme 1,3, Soit X une intersection compléte, irréductible, de dimension

n 21 sur un corps k d'exposgpt caractéristique p. Pour tout entier

d 21 + n, une section assez générale de X par une hypersurface de

degré d est non-spéciale (1.0).

Démonstration, Les sections X.Hu de X (par des hypersurfaces) de

degré d sont (paramétérisées par) les droites dans HO(X,GX(d)), i.e. par
(1.3.1) P (X,6,(d)) = U

et au-dessus de U, nous avons la "section universelle de X par une

hypersurface de degré 4 ™
(1.3.2) f: X,H ———>1
u

soit U' 1l'ouvert des uclU tels que dLm(Xu) = n-1, Nous savons par

(XTI 1.5 (i) et 2,5) que le ®0~modu1e

(1.3,3) R (e, ) | o
u
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est un faisceau localement libre dont la formation commute 3 tout
changement de base, et est de rang M 2 1, Cela donne le théoréme

si p = 1, pour toute section par une hypersurface de degré = l4u .,

On suppose donc que p > ¢ ; 1l'opération S‘n s'exprime encore localement

en termes d'une matrice M X M & valeurs dans @u, de sorte que
(1.3.4) {ue U"X.Hu est non-spéciale]} est ouvert dans U' .

I1 suffit donc de démontrer que 1l'ensemble (1.3,4) est non-vide.
Traitons d'abord le cas

(1.3.5 k= T .

Quitte & remplacer Ek par une extension finie, on peut supposer

(1.3.6) card(XGFq)) > 0

(1.3.7) il existe des coordonnées homogénes Xl,...,Xn+r+1
dans 1'espace ambiant :wﬁ*r, telles que X ne
rencontre pas la variété linéaire X1='°'=Xn+l = 0.

On prend alors une forme homogdne de degré d

(1.3.8) H(Xl,...,Xn+l) € qu[Xl,..., xn+lj}

qui a la propriété (1.2.2) (ceci est possible car d = 1+n}. On prend

T

pour B 1'hypersurface dans B™ d'équation H(Xl,.-.,x ) = 0. Alors

n+l
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1'intersection X.H est sans point ]Fq—-rationne}. par construction, ce
qui montre & la fois, grice a (1.3.6), que X & H, donc X.H est de
dimension n-1 (X étant irréductible) i.e, H € U', et que X,H est

non-spécial {1.5).

Passons au cas général, Regardant les équations qui définissent
X, on voit qu'on peut supposer que k est de type fini sur IFP, et qu'il

existe un sous~-anneau B de k, de type fini (comme anneau) sur IFP dont

n+r
k

4oz . . 5 . 4 n+r .
générique d'une intersection compléte relative X C]PB qui est,

le corps des fractions est k, tel que (1,3.9) X P est la fibre

fibre par fibre, de mme multidegré que X, et géométriquement

irrédueiible,

Désignons par

2

(1.3,10) p i X =—————3> § = Spec(B)

la projection, par

(1,3,113 E, le @S-module localement libre p*ég(a(d) ,
et par

v
(1.3,122 m:T= P (E) —>8

le fibré associé des droites dans E ., Wotons que la fibre générique de
{1.3.12) n'est autre que U =IP(H0(X,®X(d)). Au-dessus de T nous avons

la section universelle de %C}P?-r par des hypersurfaces de degré d, notée
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(1.3.13) ot i.ﬁ,r ————— T,

Ces compstructions s'ins@rent dans le diagramme & carrés cartésiens

' = 3
X8, X.H (ﬁ'.HT, Xy T
o
(1,3.14) T € U =17 x, Splk)
n
A ¥
8 splk) s

et nous avons encore que le @T-module
n-1
(1.3.15) R a%wi.%)

. . . -1
au~dessus de l'ouvert T' € T formé des t tels que dim qa {t) = n-1,
est localement libre, et se formation y commute & tout changement de
base, Compte tenu de ce que les schémas T et U ont le mBme point générique,

pour démontrer que (1,3.4) est mon vide, il suffit de vérifier que

1'ouvert de T!

(1.3,163 fternt X y.d_ est non-spéciale
m(e) e

est non vide, Or, le cas (1.,3.,5) déja trajité démontre que pour tout point

373



~ 11 - X1

-1 . . .
fermé s € 5, la fibre 7 “(s) a une intersection non vide avec l'ouvert

{1,3.16), Q.E.D.

Des raisonnements tout & fait semblables permettent de démontrer:

Théoréme 1.4, Soit X C:PN un_schéma projectif de Cohen-Macaulay,

équidimensionnel de dimension n = 1, sur un corps k, 2lors il existe

un _entier do tel que pour d = do, désignant par X.H ~+> X 1'inelusion

d'une section par une hypersurface générale de degré d, l'action de

(1.4.0) g, sur B e, O /7 oK, g)

soit non nilpotente,

Démonstration., On se raméne, tout comme ci-~dessus, au cas k =]Fq, et

au problzme de trouver un seul H (pour un degré donné assez grand et tel que
dim(Hn—l(X.H,G:X H)) soit indépendant de H ; c¢f, 1.4.4) qui rend vrai (1,4,0).
Quitte & faire agrandir q , on peut supposer que les composantes irréductibles

Xi de X sont géométriquement irréductibles, satisfont

(1,4.1) Card xi( mq) 22 |,

et qulon ait

(1.4.2) i1 y a des coordonnés projectives Xo""’X telles que X ne

N

coupe pas la variété linéaire X = ... = X, = 0.
Par un théor2me d'évanescence de Serre, ([1] ou SGA 2 XII 1.4), il existe

un entier dl tel que pour tout entier d = d1 , on ait
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(1.4.3) Hi(X,GX(-d)) =0sii#n=dimX .

Désignant par H une hypersurface de degré d = 4y, on a {(par 1.4.,3) :

i ~ i .

H (X,@X) ——> H (X.H,@x'H) si isn-2
(1.4,4)

g0 > 1N Lm, g, ) injectif
Nous allons démontrer le théor2me en prenmant d_ = max (1+N’dl)' Pour

tout entier d = do, il faut trouver une hypersurface H de degré d,

définie sur ]Fq, qui ne contienne aucun Xi’ et telle que

(1.4.5) trace(g, sur HH-I(X.H,G}X.H) / H“'I(x,gx)) $#0 .

Dlaprés la formule de la trace (XX, 3.2.1), on a

n-1 R .
(1.4.6) card(X.1 mq))md p= T (_1)1{:1‘('{5:1 sur Hl(X‘H,-@X.H))

i=0
n-1
n-1 . BTNRLE, 6 )
(li.l&) b (-l)itr(iﬁq sur HI{X,SX))%(l)n'ltr({Eq sur( XK
i=0 Hn—l(X,@x)

Désignons par a € Z /p Z , la quantité

ne-l . ,
i i
iEO (-1} tr(gq sur H (X,@x)) .
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I1 suffit alors, pour tout 4 2 do, de trouver une H défini sur IFq, de

degré d, qui ne contient pas X, et tel que

T )
(1.4,7) Card(X.H (T ) == 2 mdp

Il y a lieu de distinguer deux cas, Si a # 0, il suffit de prendre
un H sur IFq tel que (X,H) (qu) soit vide, tout comme dans (1,3,8),
Un tel H vérifie (1,4.,7), et ne contient aucun X, (par hypoth&se on sait

que - cari’i(XiGI"q)) = 2),

Si a = 0, il suffira de trouver un H tel que Card(X.H)(]Fq)zl
(1.4,7 sera vérifié, et X, ¢ H, car Card(Xi)(qu) 2 2), Pour ceci, on

choisit des coordomnées projectives XO,...,X telles que (1,0,..,,0)

N

soit un point de X, On prend H d'équation H(Xl,...,x ) =¢C, o K

N

est une forme homogdne telle que {cf, (1.2,2))

(1,4.8) Oy s ennsl E]Fq, H.(onl,.,cxN) =0 === =0 .

Alors, l'hypersurface définie par H dans Il?’N n'a que le point (1,0,...,0)
comme point & valeurs dans ]Fq, donc a fortiori, X.H n'a que ce point

comme ]Fq-point. cqfd,
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2. Le coniveau dans le cas d'un corps de définition fini

2,0, BSoit X un schéma sépard de type fini sur]Fq. Pour tout nombre

premier { # carGFq), on désigne par
i—-
(2,0.1) HC(X,Q&)

les groupes de cohomologie & supports propres de X=X ﬁgq, qui sont
T
des Q&-vectoriels de rang fini sur lesquels opére le groupe de Galois

Gal(ﬂFq) de]Fq . Désignons par
(2,0.2; ¥ € Gal(ﬂFq) 1'automorpidsme de Frobenius .,

On sait (8GA 5 XIII 3.2,1) que la fonction 2&éta de X (XXII 3.0,1)

est donné par la formule

o i+l
(2.0.3)  2(e,x/B) = | | det (1-t ot |ui(X,q,0 D .
4 i=z0 4 ¢ L

DELIGHE a démontré récemment, en généralisant un résultat dQ a WASHNITZER
dans le cas X projectif et lisse, le théoréme suivant, qui est prouvé

dans 1'appendice plus bas (5.5.3)

Théor2me 2.1, Les valeurs propres de @%1 dans HE(Z,Q%) sont des

entiers algébriques, et, si i > dim X, elles sont divisibles (en tant

' . P i-dim X
qu'entiers algébriques) par q .
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En particulier, on obtient (tautologiquement),

(2.1 bis) les valeurs propres de qil dans Hz(i,Q&(-j))sont des entiers

algébriques divisibles par qJ .

Corollaire 2,2, Soit X propre lisse et géométriquement connexe sur'E‘q .

Alors les valeurs propres de qﬁl dans NJHQ(E,Q&) (notations de XX 2,0.6}

sont des entiers slgébriques divisibles par q3 .

Démonstration, L'énoncé est invariant par extension finie TF gbfq

N ,2mes

(qui revient 4 prendre les puissances, !I dos valeurs propres
envisagfes), Quitte 2 faire un tel changement de base, on a, par
définition un nombre fini de schémas Ti projectifs, lisses, et
géométriquement connexes sur'mq, des dimensions di’ et de cycles
algébriques

Zi sur Ti %F X de codimension j + di

q
tels que 1'homomorphisme de Gal(ﬂFq)-modules

24— €Cc1(z,) I
g¢ J(Ti, Q, (1) —_—t NJHq(X,QL)

scit surjectif, et on conclut par 2,1 bis,
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3, Application aux intersections complétes

3,0, Soit X une intersection compléte dans'lPN lisse de dimension n = 1
sur un corps k, Pour £ # car(k), on sait par '"Lefschetz faible" et la

dualité que (XI 1.6)
0 si i impair et i # n
i= . -3 .. . .
(3.0.1) H (X’QL) = QAE}§> si i pair € 2n et i#n
Hn(;(,QL) si i=n .

Pour k =:mq, on obtient donc une formule pour la fonction z#ta :

n . 1 _ ( l)n+1
(3.0.2)  Z(&,X/R) TT (-q*t) = det(1-t cp; | ?rimn(X,QL)) -

i=0

(on 2 employé da décomposition primitive, et (3.0.1).)

Corollaire 3.0.3, Sous les hypothéses 3,0, avec k ='Eq , on a une

congruence modulo p

det(1-t ‘9:;1 | 8'X, @) = dec(1-t g | HMR,6)) .

Démonstration, D'aprés le formule de congruence (XXII, 3,2,1), et

compte tenu de ce que

T i=0
q
(3.0.4) Hl(X,@X) = 0 1<<n-1
0O i = n+l
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on a

o oepn ) -1 n (™
(3.0.5) Z.t,XA}q) == (1-t) det (1-cgq{H (%,6,0) mod p
de sorte que (3,0.5) et (3,0.2) donnent la congruence
(3.0.6) det{l-t cp;l\Primn(s.(,QL)) == det(l-t ;qu‘ﬁ“()(,@xn mod p

La conclusion voulue s'en déduit, compte tenu de ce que

o rimn(i,Q&) si n est impair
3.0.7) HQR,Q) =

Primn(i,QL) °Q <§§> si n est pair ,

Corollaire 3,1, Soit X une intersection compléte, lisse de dimension

nzl suriEq . Si

5 1 =
(3.1,0) B'X,Q) = viu'(X,e)
alors
(3.1.1) 5p est nilpotent sur Hn(X,GX) .

Démonstration., D'apr2s (2,2), (3.1,0) implique qu'on 2
(3.1.2) det(l-t ¢£1 l Hn(i,Q&)) == 1 mod plet meme mod q) ,
et ceci, avec (3.0.3), implique qu'on a

(3.1.3) det(l-t § | X,e0) =1,
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¢ce qui implique que gq est nilpotent sur Hn(x,QX), et donc que %p 1lest,

cqfd,

Proposition 3,2. Soit X une intersection compléte, lisse de dimension n = 1

sur- un corps k, Si
n, 1,.n.=
(3.2,1) H (X,Q{‘) = NH (x,%)
alors X est spéciale, i.e,
(3.2.23 ﬁp est nilpotente sur Hn(X,GX) .

Pémonstration, On peut supposiv k de type fini sur‘lFp (e cas p = C
dtant trivial), et qu'il existe une sous«]Fp-algébre B de type fini
de k, wliz que X/k soit 1z fibre générique d'une intersection complate

Y
lisse relative X :

>
>
"
1

(3.2.3) kY

v A
Spec(B) = § n = splk) .

On sait que le B-module Rnﬂ*(ég) est localement libre, et sa formation

commute & tout changement de bzse, donc 1'ensemble des points
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(3.2.4) {ses| X, est spéciale }
est un fermé de S,
Par (XX, 2.3), quitte & rapetiss:r S, nous pouvons supposer que
n in
(3.2.5) Vsé€s, H (x—;, QL) = NH (X;,Q&) .

Par (3.1), pour tout point fermé s de S, X est spécial, Il s'ensuit
que le fermé (3,2.4) de S est S tout entier, donc, en particulier, gque

X = X est spécial.
n

4, Les conclusions

Mettant ensemble 1.1 et 3.2, on trouve :

Théoréme 4.1. Fixons une caractéristique p, une dimension n, et un

multidegré (dl""’dr)' Désignons par
(4,1.0) Ry ————>V

l'intersection compléte lisse de dimension n et multidegré (d "dr)

universelle en caractéristique p.

Si
o
(4,1.1) Y od,zn+r+1
1 1

alors il existe un ouvert dense Uc V tel que

(4.1.2) pour u € U, on a H'(X,Q,) # NIHH(XE,QL) .
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Mettant ensemble 1,3 et 3,2, on trouve de meme .

Théorzme 4.2, Soit X une intersection compl2te, lisse de dimension

n 2 1 sur un corps k ., Fixons un entier

(4,2.1) dz1l+n .
Désignons par

(4,2.23 X B ~——>
u

1z famille universelle des sections de X par des hypersurfaces de degré d,

qui sont lisses de dimension n - 1, Il existe un ouvert demse T C U

tel que
(4.2.3) our t € T, on a u“'l{x H.,0. ) # NlHn-l(X H-,8§,)

s B s 24 .t"L .t,/b .
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§ 5. Appendice , Théorémes d'intégralité, Par P, Deligne

5.0. Soient p un nombre premier, q une puissance de p, Eﬁ un corps a
q éléments, E le complété d'un corps de nombresen une place divisant un
nombre premier { distinct de p, et T un ensemble de nombres premiers
(par exemple T = @),

Un élément ¢ d'une clBture algébrique de E est dit T—entier
s'il est algébrique sur @ et entier sur &Z{(l/r)rET]. Un endomorphisme
F d'un vectoriel de dimension finie sur E est dit T-entier si ses valeurs
propres sont T-entiéres,

Soient k un corps fini a ¢' #léments, k une clBture algébrique
de k et G = Gal{k/k) le groupe de Galois de k, On désigne par £ € § la

substitution de Frobenius, donnée par

1
f(x) = x7 ,

et par F le Frobenius "géométrique", inverse de f dans §., Une représen~
tation p de G dans un vectoriel de dimension finie sur E est dite T-enti®re
si o(F) est T-entier. Si X est un schéma de type fini sur Eﬁ et x un point
fermé de X, on désigne par Fx 1télément de Frobenius géométrique du groupe
de Galois de k(x) ; si X est un point géométrique de X localisé en x et

G un E-~faisceau sur X, FX agit par transport de structure sur la fibre G;

Définition 5.1, Un E-faisceau constructible G sur un schéma X de type fini

sur E& est dit Teentier si, pour tout point géométrique x de X localisé

en un point fermé x de X, F_ gst un automorphisme T-entier de & .
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8 a : X —> SpecGFq) est un schéma de type fini sur EA
et G un E-faisceau constructible sur X, on désignera par E¥(X,5) les
E-faisceaux R¥*a,(G) sur Spec(]Fq)ét s si ﬁ} est une clBture algébrique
de Fq et si X est le schéma déduit de X par extension des scalaires de Fq
a:ﬁq, les H*(X,G) s'identifient aux groupes de cohomologie 14(X,6),
considérés comme modules galecisiens, i,e, munis d'une action du Frobenius

géométrique F, De mfme en cohomologie a support propre,

Lemme 5,2,1, Soit G un E-faisceau constructible sur un schéma X de

type fini surilFq et de dimension < n,

(i) 11 existe une partie fermés Y de dimension C de X telle que la

flache évidente de ﬂO(X,Q) dans H°(Y,G) soit injective,

(ii) 8i X est séparé, et si U est un ouvert de X dont le complémentaire

Z est de dimension < n, il existe une partie fermée Y de dimension O de U

et une fldche surjective de EO(Y,Q)(—n) dans Ein(X,G).

L'assertion (i) est évidente, Prouvons (ii), Quitte 2 remplacer
X par Xred et & rétrécir U, on peut supposer que U est lisse et que G‘U
est constant tordu, On a, puisque dim(Z) < n,

2n 2

0 = w2 B (U, &> 52N, Q) —> uP%(2Z,8) = 0
~c = e = ~c

Z,0) —>
H, ]

et, par dualité de Poincaré (SGA 4 XVIIT et [27)

Zn ~
E (0,6 = 5 {U,e @) .

On conclut par (i),
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Théoréme 5.2.2. Soient X un schéma séparé de type fini sur Eﬁ et de dimension
S n, et G un E-faisceau constructible T-entier. Alors, les endomorphismes

Fetq ' F de Hz (X,5) sont T-entiers.

Le cas oh dim X £ O est trivial, et les cas 1 = C et i = 2n
du théordme résultent de 5,2,1, Soit Z{X,5,t) la série formelle
2(%,6,6) = T det (1-F 98 . oyl prreny .
XEX X hav 4

D*aprés (SGA 5 XV 3.2), on a

i (-1t
(5.2.3) Z(X,G,t) = T det (1-Ft ; B (X,6)) .

F

Prouvons 5.2.2 pour n = 1, On a alors gg(x,g) = G pour 1 > 2
(SGA 4 X 4.3 ou ¥VII 5.2.5,1), Par hypothese, la série formelle Z(X,G,t’
est & coefficients T-entiers. D'aprés les cas i = O et i = Zn = 2 de 5.2.2,

le produit de Z(X,G,t) par
det(1-Ft ; HO(X,G)). det(1-Ft ; HZ(X,G))
2 ek Ao thl

est encore & coefficients T~entiers, Ce produit n'est autre que
det(1-Ft ; gi(x,g)), et le théordme en résulte pour n = 1,

Procédons maintenant par récurrence sur n = dim(X).

Soit U un ouvert de Zariski de X, dont le complément Z soit

de dimension < n, et tel qu'il existe un morphisme £ : I —> Y, de but

une courbe et a fibres de dimension € n-1,

386



~ 24 = XX1

La suite exacte
O—*—}j,j*g%‘ég*—%i!i*g——-?e

induit des suites exactes

HE(U,6) —> B (X,5) —> B (Z,0)
—c = —e T = =

de sorte que par récurrence, il suffit de vérifier le théordme pour
le faisceau G sur U, GrAce & 1'hypothése de récurrence oppliquée aux
fibres de £, et au théoréme de changement de base pour un morphisme
propre, on sait que les faisceaux Rif?_q sur Y sont Twentiers, et que
les faisceaux Rifvg_(i-(nv-l)) sont Twenticrs, La suite spectrale de Leray

pour f s'écrit

qu=§_§(Y,{{qf!§) — g‘é“‘(u,g) .

zP4

En vertu de ce qui précéde, et du théoréme déja connu pour Y, les 2

sont T-entiers, et les qu(p+q—n) le sont aussi. Le théordme en résulte,

Corollaire 5.3. Soient X un schéma de type fini sux ?l?q, de dimension < 1,

U un ouvert de X, j : gl ¥ le morphisme d'inclusion et G un E-faiscesu

constructible sur U, Alors
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(a) Si G est T-entier, alors j,G est T-entier.

(b) Si pour tout x € U, g; est T-entier, alors, pour tout x ¢ X,

v
(J*Q)x est T~entier,
On se raméne au cas X affine, puis X projectif,

Définissons H par la suite exacte

0 —> j,G 158 J 54 >0 .

La suite exacte de cohomologie correspondante fournit, si Y est le

support (fini) de H, une suite exacte
o o 1
BU,e) —> 1 (,H) —>H (1,6 .

On sait, par 5.2.1 et par le théoréme 5.2 que g?(u,g) et ﬂi(U,g) sont

T-entiers ; il en résulte que QO(Y,E) est T-entier, ce qui prouve (a).
Si X' est le normalisé de la partie purement de dimension

un de Xred et U' un ouvert de U, dense dans le lieu lisse de dimension

1 de Ure et tel que G restreint & U soit constant tordu :

d,
Ut ———> x!
jl
p
v X Dy s
j

alors p*j; G } Yy = j%giY. 11 suffit donc d'étudier le cas ol X est
: . . N : v
lisse de dimension un et ol QQU est constant tordu. Le faisceau G est

alors T-entier, de sorte qu'on sait déja que pour tout x € X {j, ")
v X

388



- 26 - XX1

est T-entier. Désignnons par Qk le groupe de Galois du corps des fractions
A
de SX 5 pour x € X, et par §X le groupe d'inertie. Le faisceau G définit
3
alors unc représentation, encore notée G, de G, et le Qk/mx = Gal (k(x}/k{x))-

module (jﬁgy)x(resp (3,8 V) s'identifie alors au G /§x~modu1e des inva-

X X

~

. . v
riants (resp. des coinvariants) dans G . Il reste & prouver :

Lemme 5.3,1, Soient K un corps local de corps résidueliﬁq, G son groups

de Galois, I le groupe d'inertie, et p une représentation continue de &

dans un vactoriel V de dimension n sur E (¢f. 5.0), VI 1'espace des

invariants sous I, et Vy 1'espace des coinvariants sous I, considérés

comme G/I-modules, Soient Oy vee O les valeurs propres de ¥ agissant

I . . i
sur V7, Alors, il existe des entiers m, = O tels que les valeurs propres

! 2

I agissant sur V

soient les o qmi
5 b 2 : .
I =~ 71

Soit I' lo plus grand sous-croupe de I d'ordre nramier 4 4.
Le groupe o{I') est fini, étant un sous~groupe compact dfordre premier

& 4 de GL{(V}. On 2z donc

'
et, remplagant V par VI s on peut supposer que I' agit trivialement

sur V, Cn a I/1' -= ZZ&(l) (en tapt que G/I-modules) ; soit T un

o

générateur topologique de I/I', et, pour chaque ¢, soit ¥V~ le sous-espazo

(~3
propre généralisé de T dans V de valeur propre g : on a2 V=9 y H

A
et la décomposition V = V(l} e X V(a’

o#1

est stable par G, et compatible
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(1 .
au passage au dual ; on peut donc remplacer V par V ), ce qui permet

de supposer que I agit de fagon unipotente,

Lemme 5.3,2, Soient V un vectoriel de dimension finie sur un corps k

de caractéristique O, I un groupe additif 3 un pacramdtre, p I —> G1{V)

une représentation de I dans V, N un générateur infinitésimal de I et

posons

LE vyl n 1)

5

v

#

v

, k+1
Lk Im{Ker (N )——«}vl) .

Alovs, la fléche Nk induit un isomorphisme

ko, ~ T,k %, k1
N 'VI,k/VI,k—l —t Y)Y

et définit des isomorphismes canonigues
v. /v ® Bk~ .

Les représentations V de I s'identifient, via M, aux k[7'-modulas
tués par une puissance de T, I1 suffit de vérifier 3,2 lorsque V correspond
4 un k[T]-module irréductible k[T}/T, ce qui est triviel,

Achevons la démonstration de 5.3.1. Le sorite 5,3.2 fournit

, . , . . i,k I
des filtrations croisgsantes ot décroissantes VI K et V7’7 de VI et V',
sk

v

et des isomerphismes de G/I-modules

T, i
Pk oy W,
s 12

1,% V1, k-1

d'oli les assertions,
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Théoréme 5.4, Soient X un schéma de type fini sur Eﬁ, séparé et de

dimension n, gt G un E~faisceau constructible sur X. On suppose que

v
pour tout x € X, 1'endomorphisme Fx de Ex est T-entier, Alors l'endo~

morphisme tiVgg ﬁi(X,G)V est T-entier, ainsi que 1'endomorphisme anV
de Hi(x,c)".
On procide comme dans le théordme 5.2 pour se ramener au
cas oit X est une courbe lisse et ol G est constant tordu sur X, Soit
3 1'inclusion de X dans la courbe projective et lisse X' qui compactifie X,

On sait (dualité de Poincaré) que ﬁ}(X',j%G) est dual de

Hz-l(X‘,j% GY(1)). En vertu du corollaire 53 (a), le théor2me5.2s'applique

Y
& 3,6
Ot Yy e w1l s oY .
E(X',3,6 ) = H®',3,6) (-1) est T-entier,
1, v
gl(x',j*c") = H({X',3,6) (-1) est T-entier,
PR PO PR - .
X', 5,6 D=1 X',;,0 est T-entier,

ce qui prouve le théoreme pour j,G. Définissons H par la suite exacte

0 36 146 H o .
La suite exacte de cohomologie fournit, si Y est le support de H,
12(x,6) “~—s 1°x', 3,6
Ho s a s 3y s
(Y, 1) ——> gi(‘t,s) —slaie

uz(x,c) > 1
H. i
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de sorte que le théor2me pour (X,G) résulte du théordémc pour (X',j%G}.

5.5, La méthode précédente de fibration en courbes permet aussi d'obtenir
des majorations & la Lang-Weil (37 sur les valeurs absolues complexes

des valeurs propres de Frobenius,

Soient X un schéma de type fini sur ]Fq’ G un E-faisceau
constructible sur X, et ) € R, 5i, pour tout point x € X, avec# ki(x} = q,
les valeurs propres de Fx agissant sur —qx sont des nombres algébriques
o dont toutes les valeurs absolues complexes vérifient

A
lol sap

on écrira

Lemme 5.5.1. Soit X une courbe sur Eq, par quoi on entend ici un schéma

X de type fini sur }Fq, séparé et de dimension < 1, Soit G un E-faisceau

constructible sur X tel que log !.?’.‘ < ) avec } €R. Alors les valeurs

absolues complexes des valeurs propres ¢ de I agissant sur ﬂ}l(X,G)
AL

vérifient \CL‘ £ q .

Soit o un plongement complexe de E, ou simplement un plongement
complexe de la fermeture algébrique de @ dans E.
11 suffit de vérifier que, quel que soit U, les zéros B de la

A

fraction rationnelle o Z(X,G,t) vérifient ]B-I\ <q . On sait déja en

392



- 30 - XX1

effet par 5.2,1 si g est une valeur propre de Frobenius agissant sur

o 2 +1
EC(X,E) ou sur EC(X,Q_), on a lG al < qx .

Vérifions que la série

log o Z(X,G,t) = z _Ek. z o Tr(F,x¥%G) est convergente pour
kg xex( nqu)

le] < qﬁ)‘-l . Représentant X comme rev@tement ramifié de ]Pl, on obtient
trivialement une majoration

+ X(Fu) = adt .

Par hypothése, on a d'autre part

| o Tr(F,x*e)| < B.(¢OM .
Le coefficient ¢y de 5 dans 0 Z (X,G,t) vérifie donc

1
| < = . c. (@hE
k

I ey

et l'assertion en résulte,

Théoréme 5.5.,2, Soient X un _schéma de type fini sur ]Fq’ séparé et de

dimension < n, et G un E-faisceasu constructible sur X tel que logi_Gt B

avec A ER .

Alors, les valeurs absolues complexes des valeurs propres o

de_Frobenius_agissant sur Hz(X,_(g) vérifient

o
lal = M et

i

ol

Atn

iA
fa)
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Sin <0, 55.2 est trivial, Sin =1, les cas 1 = 0 et
i = 2 de 5.5.2 résultent de 5.2.1, tandis que le cas i = 1 résulte de
5.5.1. On procdde alors par récurrence sur n, comme dans la démonstretion

de 5.5,2,

Corollaire 5.5.3, Soit X un schéma séparé de type fini de dimension n

sur]Fq . Alors, les valeurs propres o de l'endomorphisme de Frobenius

géométrigue F de gé(X,Q&) sont des entiers algébriques. De plus

{i) Pour &' # p, o est une unitd {'-adique,

(ii) Pour i > n, q est divisible par q .

(1ii) Pour isn, (resp, pour i=n), qla,_1 (resp. q° afl) est un entier

algébrique.

(iv) Pour 0 < i, les valeurs absolues complexes de ¢ vérifient

laf = ql-%’ et o} = 4" .

Dfapreés 5.2.2, o et ™ o sont des entiers algébriques, Les
assertions (i) & (iii) résultent alors de 5.4. Pour i > n, (iv) résulte
de 5.5.2, Pour obtenir (iv) quand 1 € n, il va falloir conjuguer 5.5.2
a 1'hypothése de Riemann pour les courbes, Procédons par récurrence
sur n, le cas n = 0 étant trivial. Si U est un ouvert de X, de complé~

mentaire Z de dimension < n, la suite exacte
i i i
1 > 1] 3
EC(J,QL) —_—> Y (X,QL) ﬁc(z,:{z&,

montre qu'il suffit de prouver 5.2.2 pour U. Guitte I remplacer

au préalable X par Xre ceci nous raméne au cas ol X est lisse affine,

d’
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et tel qu'il existe un morphisme lisse f : X ~———> S vérifiant les

conditions suivantes :

(a) dim{8) < n-1

(b) les fibres de f sont purement de dimension 1,
Puisque les fibres de f sont des courbes affines, on 2
o -—
R f! QL =0 .

D'apres Weil [4], on a

A

(5.5.3.1) log |x'f, @, | < 1/2

et d'aprés 5,2.1 appliqué aux fibres de f, on a
(5.5.3.2) log |r%f, @,! <1
5.5.3. g |RE, Q1 .
La suite spectrale de Leray pour f se réduit ici & une suite
exacte longue

i-2 2 i i-1 1
H, (s,R f!Q&) —egc(x,ml)) ——>H_ (s,R f!%) .

D'aprés (5.5.3,1) (resp. 5.5.3.2) et 5.5.2, les valeurs absolues com-
plexes des valeurs propres ¢ de Frobenius agissant sur Ez—l(S’le'QL)

i~2 2 es
{resp. sur B (5,R f!QL)) vérifient

-1+l i-1
la] = 7 =g 2
. . i-
(I‘ESp. }C!.‘ Sq1~-2+l - ql-—l < q %_' .

Le corollaire en régulte,
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Pour obtenir quelques résultats analogues aux précédents,
en cohomologie sans supports, il semble nécessaire de disposer de 1o
résolution des singularités, En dimension € 1, la solution du probléme

est fournie par le corollaire 5,3,

Théoréme 5.6. Soit N un entier, et supposons que 1'on dispose de 1a

résolution des singularités, socus la forme forte de Hironaka, pour les

schémas de dimensicn < N de type fini suerq (jusqu'ici, on peut donc

prendre N = 2 {17), Soient f : X —> Y un_morphisme de schémas de type

fini sur I t G un E-faisceau constructible T-entier sur X, Alors, si

q = 2

dim(X) < N, les E-faiscemxR f,G sur Y sont T-entiers.

La démonstration proc2de par récurrence sur la dimension
nsN de X, Soit j : U ———> X un ouvert de X, lisse, affine, tel que §
restreint & U soit constant tordu et tel que la dimension de son complément
Z soit <n, Utilisant 1l'hypothése de résolution, on sait que les Rij*(jﬁg)
sont constructibles (SGA 5 1 , [27); pour i >0, ils sont concentrés
sur Z et, pour i =0, j,{j*G) ne différe de G que sur Z. Il cn résulte,
d'apres 1'hypothese de récurrence qu'il suffit de vArifier le théor2me
pour le faiscesu j*G et les morphisme j et £ j, Il suffit de vérifier
le théorzme sous 1'hypoth2se additionnelle que X soit affine lisse 2t G
constant tordu (i.e, fourni par une représentation continue du groupe

fondamentzl de X dans un E-vectoriel de dimension finie).
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Soient R l'anncau des entiers de E, ) une uniformisante, ¢

1'indice de ramification absolu et b un entier > __i_ . Puisque X est
1-1

lisse, donc normal et & groupe fondamental profini, il existe un R~faisceau
QO constant tordu tel que G -~ Q? ®RE. Soit p : X' —> X le revltement
étale de X qui trivialise le faisceau localement constant gé @hR/XP«
Le faisceau G est facteur direct de p,p*G, de sorte qu il suffit de
vérifier le théoréme pour p¥*G et fop, Il reste donc 2 traiter le cas
ol les hypothé&ses suivantes sont vérifides,

. . . . . o
(*¥}) X est affine et lisse, et il existe un R-faisceau G , constant

o~ ; b _ .
tordu, tel que G = gﬁgRE et que le frisceau §O®R R/}~ soit constant ,

Factorisons le morphisme f en un morphismc propre et une

immersion ouverte £ = f j

Y .

Le théoréme a déja été établi pour f (5.2), de sorte qu'il suffit de
1'établir pour j, D'apr2s la résolution des singularités, appliquée a X',
on pouvait supposer que X' soit lissc et que X soit le complément dfun
diviseur & croisements normaux de X', réunion de diviscurs lisscs,
L'nypothése (#) implique que le faisceou G est modérément ramifié le long

de ce diviseur, On 2 alors :
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Lemme 5.6.1. GSocient X un schéma lisse de type fini sur]Fq, D un diviseur

a2 croisements normaux dans X, réunion de diviseurs lisses Dy jr US>«

le complément de D dans X et G un E-faisceau constant tordu sur U, modé-

rément ramifié le long de D, Alors, si G est T-entjer, les faisceaux

i .
R7j.G sont T-entiers,
Jyb SOUEL l=gntiers

On admettra (cf, 8GA 1 XIIIL Y s

Lemme 5,6.2. (i} Sous les hypothéses 5,6.1, soicnt D' une composante

de D, D¥ la réunion des autres composantes, U' = X-D" gE.D’O = ptoy?
DIO( D!
3p
,0
i i
v
ut- yt & X
= 41
Jl 3

Alors, 1a fléche de changement de base

ir ril G

1y, © ——>rj) %% (&) O
i* * #*

. . . Oy
est un isomorphisme, et les faisceaux i *R}l G sont constant tordus,
3

. e n o
modérement ramifiés le long de D' -~ D',

(i} Si C est une courbe lisse sur X, transversale 2 D en un point

lisse x de D,
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alors, la fléche de changement de base

k¥* Rj,G ————> Rj_, k'¥G

est un isomorphisme en x,

Déduisons 5.6,1 de 5.6.2 en raisonnant par récurrence sur la
dimension, et en admettant provisoirement 5.6,1 dans le cas des courbes,
11 résulte de 5,.6,2 (ii) et de cette hypoth2se, que les faisceaux
Rij*g sont T-entiers en tout point lisse de D, En particulier, avec
les notations de 5,6.2 (i), les faisceaux Rij1 G sont T-entiers, de

*
sorte que, d'aprés 6,2 (i) et 1'hypothdse de récurrence appliquée 2
%% le 52 et a jé , les faisceaux i%# Rij*Q sont T-entiers, quelle que
E

soit la composante choisie D' de D, Ceci prouve la conclusion de 5.6.1,

Reste le cas des courbes, Pour une courbs, sous les hypothéses
5.6.1, si x est un point de X - U, si § est le groupe de Galois du corps
des fractions de SXAX et ¥ le groupe d'inertie, si on désigne encore
3
par G la représentation de § définie par G et si X est un point géométri-
que de X localisé en x, on a des isomorphismes de (/J-modules galoisiens :
s Y o 98
(348); g
(le Gi— = G (-1)
=y Ay
i, - .
(R Jx8y =0siiz2

et 1'assertion résulte de 5,3 {(a) et 5,3.1.

399



- 37 - XXI

BIBLIOGRAPHIE

(1]

(2]

3]

L4]

S.S, ABHYANKAR, Resolution of singularitics of embedded algebraic

surfaces, Acad, Press, New York 1966,

J.P. JOUANOLOU, Cohomologie f~adique des schémas. A paraltre dens

Lecture Notes of Math,

S. LANG and A, WEIL., Number of points of verieties in finitec

fields, Am, J., Math, 76 (1954) 815-827.

1

A, WEIL. B8ur les courbes nlgébriques et les veriéiés qui s'en

déduisent. Act. Sci, Ind 1041, Hermann 1948,

400



