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O. Introduction 

Soient X une vari~t~ projective et lisse de dimension n m 3, 

une section par une hypersurface de degr~ d, et En'l(y(d),~£) Y(d) 

la cohomologie "~vaneseente" de Y(d) (XVIII 5.4.4). Le but du present 

expos~ et de d~montrer que pour d suffisamment grand, et Y(d) suffisa- 

ment g~ndrale, il n'est pas vrai que tout En'l(y(d),~£) "provienne" 

du H1(i < n-l) de vari~t~s alg~briques propres et lisses, par des 

correspondances alg~briques. En caract~ristique nulle, c'est une 

cons4quence triviale de la bigraduation de Hodge sur la cohomologie 

complexe~ et de ce que, pour la cohomologie coh~rente, on a 

dim Hn-l(y(d), ~y(d)) > ~ pour d 

La m4thode employ4e en caract~ristique pest encore de relier la 

coh4rente Hn-l(y(d), ~y(d)) (un vectoriel en ear. p) ~ la cohomol ogle 

cohomologle ~tale Hn[~(Y(d),~,). Pour ceci, on se place sur us corps 
~L 4~ 
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- 2 - XXI 

de base fini, off les deux sont li4s par la fonction C de la vari~t4 

Y(d), fonction qui s'exprime en termes de la eohomologie ~-adique, 

et dont la "r4duction modulo p" stexprime en termes de la cohomologie 

coh4rente (cf. XXII 3.9). Cette m~thode marche sans probl~me pour 

lea intersections compl~tes, grace ~ la connaissance d~taill4e des 

deux esp~ees de cohomologie (4tale et eoh~rente) dana ce cas~ et 

donne le r4sultat principal 4.2 cormne cons4quence dtun r~sultat 

(1.4) sur lea op4rations de Hasse-Witt (i.0). 

II existe des arguments heuristiques dQs A A. GROTHENDIECK et 

s'appuyant sur le yoga de la cohomologie cristalline, qui rendent 

plausible IV4nonc~ g4n4ral pour toute X projective et lisse, par 

essentiellement la m@me m~thode. 

~me dana le cas particulier des intersections compl~tes, 

la d4monstration utilise de fagon essentielle (2.2) le th4or~me d'in- 

t~gralit4 des valeurs propres de Frobenius 2.1, d4montr4 r4cen~nent 

par P. DELIGNE, et qui eat prouv4 dana l'Appendice I. 

i. La matt ice de Hasse-Witt dlun9 in teTseetion q ompl~te 

D4finition io0. Un sch4ma propr 9 sur un ' corps k dlexposant caract4ristique 

p s'appelle special si l'op~ration..additive p-lin~aire 

( I . 0 . i )  

induit une o,p~ration 

( 1 . 0 . 2 )  

(gX '> @X g l > gP 

"~p : Hdir°X(X,~x) > HdimX(x,~x ) 
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- 3 - XXI 

qui est nilpqtente (ou, ce qui revient au meme, posant 

M = dimk(HdimX(x,@x))) si l'op4ration pM-lin4aire 

M 
~M 

(1.0.3) ~p = ~ M : % > @X ' g ~ > gp 
P 

Cue HdimX(x, %). 

Rappelons [2] que pour tout i £ ~ , llhomomorphisme 

Hi(X,~x) Bp > Hi(X,% ) 

induit par (i.0.i) s'appelle classiquement l[homomorphisme de Hasse-Witt 

i 
dans H (X,@x). On notera que sip = i, dire que X est non-special 

signifie simplement que HdimX(x)@ X) # O. 

Th~or~me i.I. Fixon8 un exposant caract~risuti~ue p, une dimension 

n e I, un entier r ~ i et un multidegr_44(dl,...,dr). Si on a 

r 
(i.i.0) E d. ~ (n+r)+l 

i=l 1 

alors, parmi toute les intersections compl~tes (de dimension n) dans 

IP n+r de multidegr4 (dl,...,d r) en caract4rigti~ue p) un 414ment 

"assez ~n4ral" est non-special (i.0). 

D~monstration. D~signons par 

(I.i.I) f : X U ~ > U 

la"famille universelle" des intersections compl~tes dans ]pn+r de 
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multidegr~ (dl,...,d r) en caract~ristique p (muni des ~quations de 

d~finition), de sorte que U est un ouvert dans un produit de r 

espaces projectifs sur ~ j d'une dimension impressionr~nte. 
P 

On sait que le @U-mOdule 

(1.1.2) Rnf (~ 
~X U 

est localement libre, et sa formation cormnute ~ tout changement de base 

(XI 1.5 (i)) et, par l'hypoth~se (I.I.0), que son rang M est non nul 

(XI 2.5). Cela donne le th~ro~me sl p = i, pour toute intersection 

compl~te v~rifiante (i.i.O). 

Supposons p ~ 2. L~op~ration de Hasse-Witt it~r~e 

(1.1.3) ~ = ~ M : Rnf~X U > R~f~X U 
P 

n 
~tant pMlin~aire sur @i~ , et R f~x,~ ~tant localement libre, l'action 

(1.1.3) s~exprime localement sur U par une matrice H de type (MjM) 

valeurs dans % ~ de sorte que 

(1.1.4) [ u E U IXu est non-sp~ciale] est ouvert dans U 

(car c'est l~ensemble des u tels que H(u) # O)~ et, U ~tant irr~ductible, 

il suffit de trouver une valeur de u telle que X soit non sp~ciale, u 

ce quWon va faire sur un corps fini. 

Proposition 1.1.5. Soit X une intersection compl~te sur ~q. SiX 

n'a pas des pointS~q-FationDels, alors X est non sp~ciale. 
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Ddmonstration. En effet, il suffit 4videmment de prouver que pour X 

une intersection compl~te, on a l'implication 

(1.1.5.1) X sp4ciale ~ card(X(]F )) --=~i mod p 
q 

Or~ d~apr~s l a formule de l a trace (prouv6edans l'expos~ suivant 

XXII, 3.2), on a 

c~ard(X(~q)) =_ ~ (-l)itr(~qlHi(X,(~X)) 
leo 

Compte tenu de ce que Hi(x,%)=O si i#O~n~,~im(X) et H°(X,~x ) ~Fq 

(XI, 1.5 (iii)), ceci se r4crit 

card(X~ ~q)) ~i + (-l)ntr(~qlHn(X,~x)) . 

Si X est sp4ciale, alors par d4finition l'op4ration de ~q sur Hn(x,69 X) 

est nilpotente~ donc a une trace nulle, d'o~ l'implication (1.1.5.1) 

et la proposition. 

Proposition 1.2. Quelle ~ue soit la puissance q d~e p, s i 

r 
d. ~ n+r+l , l 

I 

il existe une intersection ¢,0mpl~te dans~ +r 
q 

q u i  e s t  s a n s  p o i n t  IF - r a t i o n n e l .  J q 

de multidegr4 (dl~...,d r) 

D4monstration. 

Cormnengons par le cas r=l. Pour tout d e n+2, il faut trouver une 

forme homog~ne de degr4 d 
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(t.2.1) 

telle que 

(1.2.2) 

H(X I) .... ,Xn+ 2) E ~q[X I, .... Xn+ 2] 

(¢~t . . . .  , % + 2  ) E ( IF )n+2 H ( %  . . . . .  %+2 ) = O ~ > Q. l= . . .=%+2=G q ~ 

Pour ceci, posons~ =~qd , et soient ~l,...,~n+ 2 des ~l~ments de~ qui 

sont lin~airement ind~pendant sur ~q . On prend 

n+2 

(1.2.3) H(XI .... 'Xn+2) = ~Fq ( i= IE ~i Xi) 

Dans le cas g~n~ral, compte tenu de ce que 

r 

(1.2.4) E d. 
l 

i 

on peut trouver r entiers 

n+r+l 

(1.2.5) i ~ a I < a 2 < ... < a r 

v6r i fi ant 

= n+r+l 

(1.2.6) 

o 

a 2 - a I 

a r - a r _  1 
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On prend, pour i = l,...,r, une forme homog~ne de degr~ d. 
I 

H i (X(ai_l+l), .... Xa ) 6 ~q[Xai l+l,...,Xa ] 
l - i 

en a i - ai_ 1 variable qui a la propri4t4 (1.2.2). Liintersection compl~te 

voulue est celle d~finie par les formes homog~nes 

HI(XI''"'Xal)' .... ' Hr(Xar-l' .... Xar ) 

Th4or~me 1.3. S oit X u n@ intersection compl~te , irr4ductible , de dimensi.._o~ 

n e i sur un corps k d'exposant ................. caract4ristique p. Pour tout entier 

d z I + n, une section as sez $4n~rale de X par une hypersurface de 

degr4 d est non-sp~ciale (i.0). 

D4monstration. Les sections X.H u de X (par des hypersurfaces) de 

degr~ d sont (param4t4ris4es par) les droites dans H°(X,~x(d)), i.e. par 

(1.3.1) ~(H°(X,@x(d)) = U 

et au-dessus de U, nous avons la "section universelle de X par une 

hypersurface de degr~ d " 

(1.3.2) f : X.H u > U 

soit U' l'ouvert des u6U te!s que dlm(X ) = n-l. Nous savons par 
u 

(XI 1.5 (i) et 2.5) que le ~U-module 

(1.3.3) Rn-lf~(~X.~ ) I u' 
u 

370 



- g - XXI 

est un faisceau locslement libre dont la formation commute ~ tout 

changement de base, et est de rang M e I. Cela donne le th~or~me 

sip = I) pour toute section par une hypersurface de degr~ e l+n . 

On suppose done que p > 0 ; l)op4ration ~ n s'exprime encore localement 

P 
en termes dtune matrice M X M ~ valeurs dans %) de sorte que 

(1.3.4) [ u £ U'IX.H u est non-sp~ciale] est ouvert dans U' 

II suffit done de d~montrer que iIensemble (1.3.4) est non-vide. 

Traitons d'abord le cas 

(1.3.5) k = F 
q 

Quitte ~ remplacer 
q 

(i .3.6) 

par une extension finie, on peut supposer 

card(X(~ )) > 0 q 

(1.3.7) il existe des coordonn4es homog~nes Xl)...)Xn+r+ 1 

_n+r telles que X ne dans Itespace ambiant ~k ' 

rencontre pas la vari~t4 lin~aire XI=...=Xn+ I = O. 

On prend alors une forme homog~ne de degr4 d 

(1.3.8) H(X I, .... Xn+ I) 6 ~q[Xl,..., Xn+l] 

qui a la propri4t4 (1.2.2) (ceci est possible car d ~ l+n). On prend 

pour H l)hypersurfaee dans ~n+r d'4quation H(Xl,.,.,Xn+ I) = O. Alors 
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l~intersection X.H est sans point ~ -rationnel par construction, ce 
q 

qui montre ~ la fois, grace ~ (1.3.6), que X ~ H, donc X.H est de 

dimension n-I (X ~tant irr~ductible) i.e. H E Uf~ et que X.H est 

non-special (1.5). 

Passons au cas g~n~ral. Regardant les ~quations qui d~finlssent 

X, on voit qu~on peut supposer que k est de type fini sur ~p~ et quWil 

e~iste un sous-anneau B de k, de type fini (cormne anneau) surf dont 
P 

_n+r 
le corps des fractions est k, tel que (1.3.9) X ~k est la fibre 

n+r 
g~n~rique dtune intersection compl~te relative ~C~B qui est, 

fibre par fibre, de m~me multidegr~ que X, et g~om~triquement 

~rr~d,~ctib!e. 

D~signons par 

(1.3.10) ~ : ~ > S = Spec(B) 

la projection, par 

(1.3.11) 

et par 

E, le aS-mOdule loealement libre p~x(d) , 

v 
(1.3.12) ~ : T = IP (E) > S 

le fibr~ associ~ des droites dans ~ . Notons que la fibre g~n~rique de 

(1.3.12) n'est sutre que U =]P(H°(X,~x(d)). Au-dessus de T nous avons 

la section universelle de X c--n+r~B par des hypersurfaces de degr~ d, notre 

372 



- i0 - XX! 

(1.3.13) ~ : ~.H T ~ > T 

Ces eoDstructions s'ins~rent dans le diagramme ~ earr4s cart~siens 

X.Hu = (~'HT) XU T 
N 

X.H T < 

T ~ (1.3.14) U = T ×S Sp(k) 

S < Sp(k) , 

et nous avons encore que le ~T-mOdule 

(1.3.15) R n-I "~ " 

au-dessus de IIouvert T I c T form4 des t tels que dim ~-l(t) = n-l, 

est localement libre, et se formation y co~nute ~ tout changement de 

base. Compte tenu de ce que les schemas T et U ont le m~me point g4n4rique, 

pour d~montrer que (1.3.4) est non vide, il suffit de v4rifier que 

l'ouvert de T' 

N 

(1.3.16) { t £ T' I X (t).H test non-sp4ciale} 

est non vide. Or, le cas (1.3.5) d~j~ trait4 ddmontre que pour tout point 
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ferm~ s E S, la fibre ~-l(s) a une intersection non vide evec l'ouvert 

(1.3.16), Q.E.D. 

Des raisonnements tout ~ fait semblables permettent de d4montrer: 

Th4or~m.....~e 1.4. S oit X c ~N un sch4me projectif de Cohen-Macaulay , 

~quidimensipnnel de dimension n ~ i, sur un c or~s k, alors il existe 

un entier d o tel que pour d ~ do, d~si~nant ar X.H i ~ > X l'in¢lusion 

d'une section par une hypersurface g~n~rale de degr4 d, l'action de 

(1.4.0) ~p sur Hn-I(x.H,~x.H ) / i~Hn'l(x,%) 

spit non nilpotente. 

D~monstration. On se ram~ne, tout comme ci-dessus, au cask =IFq) et 

au probl~me de trouver un seul H (pour un degr4 donn4 assez grand et tel que 

dim(Hn-I(x.H,~x.H)) soit ind4pendant de H ; cf. 1.4.4) qui rend vrai (1.4.0). 

Quitte ~ faire agrandir q , on peut supposer que les composantes irr4duetibles 

X. de X sont g4om4triquement irr4ductibles~ satisfont 
l 

(1.4.1) Card Xi(~q) ~ 2 , 

et qulon ait 

(1.4.2) il y a des coordonn~s projectives Xo,...,X N telles que X ne 

coupe pas la vari4t~ lin4aire X = ... = X = 0 . 
o n 

Par un th~or~me d'~vanescenee de Serre, ([I] ou SGA 2 XlI 1.4), il existe 

un entler d I tel que pour tout entier d ~ d I , on ait: 
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(1.4.3) Hi(X,Ox(-d)) = 0 si i # n = dim X 

D~signant par H une hypersurface de degr~ d ~ dl, on a (par 1.4.3) : 

Hi(X,~) ~ > Hi(X.H,~.II) si i ~ n - 2 

(1.4.4) 

Hn'l(x,~) ( > Hn-I(x.H,% H) injectif . 

Nous a!lons d~montrer le th4or~me en prenant do = max (l+N, dl). Pour 

tout entier d ~ do, il faut trouver une hypersurface H de degr4 d, 

d~finie sur ~q, qui ne contienne aucun Xi, et telle que 

(1.4.5) trace(~q sur Hn-I(x.H,Ox.H ) / Hn-l(x,~)) # 0 

Dtapr~s Is formule de la trace (XX, 3.2.1), on a 
n-1 

(1.4.6) card(X.H ~Fq))modpffi= Z (-l)itr(~q sur }{i(x.H/~.H) ) 
i=O 

(1"4"4)n'-i'_____ l)$tr "~ sur Hi(X,~)e(1)n'itr(~q 
i=O 

Hn-i (X. H, ~X~) 
sBr ( 

H n-I (X, ~O 

D4signons par a 6 ~/p 2Z, la quantit~ 

n-I 

Z ( -1 ) i t r (~q  sur Hi(x, %)) 
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II suffit alors, pour tout d ~ do, de trouver une H d~fini surlFq, de 

degr~ d, qui ne contient pas X, et tel que 

(1.4.7) Card(X.H (IFq)) ~ a mod p 

II y a lieu de distinguer deux cas. Si a # O, il suffit de prendre 

un H sur IF tel que (X.H) (~) soit vide, tout eormne dans (1.3.8). 
q q 

Un tel H v~rifie (1.4.7)~ et ne contient aueun Xi(par hypoth~se on salt 

q,.I,e "-car~(X.{~F ))~ 2 ) ,  
:t q 

Si a = O, il suffira de trouver un H tel que Card(X.H)@Fq)=l 

(1.4.7 sera v~rifi~, et X i ~ II, car Card(Xi)~F q) > 2). Pour ceci, on 

choisit des coordonn~es projectives Xo,...,X N telles que (i,0,...,0) 

soit un point de X. On prend H d'4quation H(XI,...,X N) = O, oh H 

est une forme homog~ne telle que (cf. (1.2.2)) 

(1.4.~) % ..... % ~mq, H(%,.,%) = o > %=...=% = o . 

Alors, lWhypersurface d~finie par H dans ~N nl a que le point (I,0,...,0) 

eormne point ~ valeurs dans ~q, done a fortiori~ X.H nta que ce point 

comme~q-pOint, cqfd. 
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2. Le coniveau darts le cas d'un corps de d~finltion fini 

2.0. Soit X un schema s~par~ de type fini sur ~q. Pour tout nombre 

premier ~ # car@Fq), on d~signe psr 

(2.0.i) H~(~,~$) 

lea groupes de eohomologie ~ supports propres de ~ = X @ ~q, qui sont 

des ~6-vectoriels de rang fini sur lesquels op~re le groupe de Galois 

GaI(//F ) de IF . D~signons par q q 

(2.0.2) ~q 6 Gal(/~q) l'automorphisme de Frobenius 

On sait (SGA 5 XIII 3.2.1) que la fonction z@ta de X (XXIi 3.0.1) 

est donn~ par la formule 

(2.0.3) Z(t,X//Fq) = i ~-~ 0 det (l-t ~ql- iH~(~,~6))(-l) i + l "  

DELI~E a d~montr6 r~cemment, en g~n~ralisant un r~sultat dQ ~ WASNNITZER 

dans le cas X projectif et lisse, le th~or~me suivant, qui est prouv~ 

dans l'appendice plus bas (5,5.3) : 

Th4orgme 2.1. Les valeurs ~ropres de --~ql dans I!~(~,@~) ~ sont des 

entiers alg~bri~ues, e t, a i ± > dim X~ elles sont divisibles (en rant 

i-dim X 
~u'entiers al~briques) par q 
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En particulier, on obtient (tautologiquement), 

~.i bis) les valeurs propres de <I dens H~(~,~6(-j))_ sont des entiers 

alg~briques divisibles par qJ . 

Corollaire 2.2. S oit X propre lisse et g~om~triquement connexe sUrFq 

Alors les v aleuts propres de ~i ~ans NJHq(~,~6 ) (notations de XX 2.0.6) 

sont des entiers alg~bri~ues divisibles par qJ . 

D~monstration. L'~nonc~ est invariant par extension finie ~q~l~q 

(qui revient ~ prendre les puissances. ~mes ~valeurs propres 

envisag~es). Quitte ~ faire un tel changement de base, on a, par 

d~finition un nombre fini de schemas T. projectifs, lisses, et 
i 

g~om~triquement connexes sur ~q, des dimensions di~ et de cycles 

alg~briques 

Z. sur T. >~ X de codimension ~ + d 
l ! ~ ~ i q 

te~que l lhomomorphisme de Gal(/]Fq)-modules 

~1(z) 
Hq-2J(~i ' ~z(_j) I ~ NJHq(g,~$) 

soit surjectif, et on conclut par 2.1 bis. 
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3. Application aux intersect$ons compl~tes 

3.0. Soit X une intersection compl~te dans ~N lisse de dimension n ~ 1 

sur un corps k. Pour ~ # car(k), on salt par "Lefschetz faible" et la 

dualit~ que (XI 1.6) 

(3.o.I) Hi(~,Q$) 

I O sii impair et i # n 

~ si i pair ~ 2n et i#n 

Hn(X,~) si i=n 

Pour k =~q, on obtient donc une formule pour la fonction z~ta : 

(3.0.2) Z(t,X/~q) ~i=O (l-qit) = det(l-t ~ql- I Primn(~,@~ ))('l)n+l 

(on s employ@ da d~composition primitive, et (3.0.1).) 

Corollaire 3.0.3. Sous les hypotheses 3.0, avec k =~ , on a une q 

congruence modulo p 

det(l-t ~I I Hn(~,Q6 )) det(l-t Bq I Hn(x,~ )) 

D@monstration. D'apr~s la formule de congruence (XXII, 3.2.1), et 

compte tenu de ce que 

(3.o.4) Hi(X,O x) ---~ I 
~q i = 0 

O i ~n- i 

O i ~ n+l 
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on a 

(3.0.5) Z(t,X~Fq) _~__ (l-t) -I det (l-t~qIHn(X,~)) (-l)n+l mod p 

de sorte que (3.0.5) et (3.0.2) donnent la congruence 

-1 n- (3.0.6) det(l-t ~q IPrim (X,~L)) det(l-t ~qlHn(X,~x )) mod p 

La conclusion voulue s'en d~duit, compte tenu de ¢e que 

~Primn(~,~ L) sin est impair 

(3.0.7) Hn(~'~) -~ ~Primn(~'QL) ~ Q~C~> sin est pair 

Corollaire 3.1. Soit X une intersection compl~te, lisse de dimension 

n e 1 sur~ . Si q --- 

(3.I.0) Hn(~,~) = NIHn(X,Q~) 

alors 

(3.1.1) ~p est nilpoten t sur Hn(x,~) 

D~monstration. D'apr~s (2.2), (3.1.0) implique qulon a 

(3.1.2) det(l-t ~i I Hn(~,~ )) 

et ceci, avec (3.0.3), implique qu'on a 

(3.1.3) det(l-t ~q I Hn(x,~ )) = 1 ~× 

I rood p (et m~me rood q) , 

380 



- 18 - XXI 

n 
ce qui implique que ~q est nilpotent sur H (X,@x) , et donc que ~p l'est, 

c q f d .  

Propositign 3.2. 

sur- un corps k. Si 

Soit X une intersection compl~te, lisse de dimension n _> ]. 

(3.2.1) Hn(~,~ 6) = NIHn(~,~L) 

alors X est sp4ciale, i.e. 

(3.2.2) % est nilpotente sur Hn(X,%) 

D4monstration. On peut suppos:u it de type fini sur ~ (le cas p = 0 
P 

4tant trivial)~ et qu'il existe une sous-~ -alg~bre B de type fini 
P 

de k, ~l~eque X/k soit la fibre g@n4rique d'une intersection compl~te 

lisse relative ~ : 

( 3 . 2 . 3 )  

Spec(B) = S 4 

<, , x = ~/ 

[ 
I"] = Sp(k) 

On sait que le B-module RnTT~(~) est localement libre, et sa formation 

commute ~ tout changement de base, donc l'ensemble des points 
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(3.2.4) [ S E S ! X s est sp4ciale ] 

est un ferm~ de S. 

Par (XX, 2.3), quitte & rapeti~s~r S, nous pouvons supposer que 

(3.2.5) V s 6 S, Hn(x~, %) = NIHn(X~,~) . 

Par (3.1), pour tout point ferm4 s de S, X s est special. II s~ensuit 

que le ferm~ (3.2.4) de S est S tout entier, donc, en particulier, que 

X = X est sp4cial. 

4. Les conclusions 

Mettant ensemble i.i et 3.2, on trouve : 

Th~or&me 4.1. Fixon~ une caract~risti~ue p, une dimension n, et un 

multide$r~ (dl,...,dr). D~si. snons pa r 

(4.1.o) X v > v 

if intersection compl~te lisse de dimension 

universelle en caract~ristique p. 

s__i 
r 

(4.1.1) ~ d. ~ n + r + I , 
i 

i 

alors il existe un ouvert dense U C V tel que 

n et multidegr 4 (d I , .... d r ) 

(4.1.2) pour u E U, on a Hn(x~,~ 6) # NIHn(X~,Q 6) 
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Mettant ensemble 1.3 et 3.2~ on trouve de meme . 

Th~orSme 4.2. S0it X une intersection compl~te, lisse de dimension 

n k I sur un corps k . Fixons un entier 

(4.2.1) 

D4signons par 

(4.2.2) 

del+n 

X.H > U 
U 

la famille universelle des sections de X par des hypersurfaees de degrd d, 

~ui sont lisses de dimension n - i. II existe un ouvert dense T c U 

tel Rue 

(4.2.3) pour t 6 T, on a Hn-I(x.H~,@ 6) # NIHn-I(x.H~,@6) 
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§ 5. Appendice , Th~or~mes d'int~$ral.it~. Par P. Deligne 

5.O. Soient pun nombre premier, q une puissance de p, ~ un corps 
q 

q ~l~ments, E le compl~t~ dtun corps de nombresen une place divisant un 

nombre premier ~ distinct de p, et Tun ensemble de hombres premiers 

(par exemple T = ~). 

Un 614ment ~ dVune cloture alg~brique de E est dit T-entier 

s'il est alg~brique sur @ et entier sur ~ [(i/r)rET]._ Un endomorphisme 

F d'un vectoriel de dimension finie sur E est dit T-entier si ses valeurs 

propres sont T-enti~res. 

Soient k un corps fini A q' 616ments, [une cloture alg~brique 

de k et ~ = qal(~/k) le groupe de Galois de k. On d~signe par f C Q la 

substitution de Frobenius, donnOe par 

f(x) = x q' 

et par Fle Frobenius "g~om~trique", inverse de f dans Q. Une represen- 

tation 0 de ~ dans un vectoriel de dimension finie sur E est dite T-entihre 

si o(F) est T-entier. Si X est un schema de type fini sur ~ et x un point 
q 

ferm~ de X, on d~signe par F x l~l~ment de Frobenius g~om~trique du groupe 

de Galois de k(x) ; six est un point g~om~trique de X localis~ en x et 

un E-faisceau sur X, F x agit par transport de structure sur la fibre @~x ' 

D~finitign 5.1. U__n.n E-faisceau constructible ~ sur un schema X de type fin~ 

sur~q est dit T-entier si, pour tout point $~om~trique ~ de X localisd 

en un point ferm~ x de X, F est un automorphisme T-entier de G ~- . 
X ................. "-X 
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Si a : X > Spee~Fq) est un schema de type fini sur Fq 

et ~ un E-faisceau constructible sur X, on d~signera par H_~(X,~) les 

E-faisceaux R~a~(G) sur Spec(]Fq)~t ; Si~q est une cloture alg~brique 

de ~ et si ~ est le schema d~duit de X par extension des scalaires de 
q q 

&~q, les H~(X,~) stidentifient aux groupes de cohomologie H~!(X,~), 

consid~r~s comme modules galoisiens, i.e. munis dlune action du Frobenius 

g~om~trique F. De m~e en cohomologie & support propre. 

Lemme 5.2.1. Soit Gun E-faisceau constructible sur un schema X de 

type f ini sur ~q et de dimension ~ n. 

(i) Ii existe une parti e ferm~_.~e Y de dimension 0 de X telle qu e la 

fl&che ~vidente de H°(X,G) dans H°(Y,~) soit in~ective. 

(ii) S i X est s~par~, et si U est un ouvert de X dont le compl~mentaire 

Zest de dimension < n, il existe une partie f eTm~e Y de dimension 0 de U 

o ¢  ¢ ~ H2n(X,G). et une fl&che surjective de ~ ~Y,~)~-n, dans 
---'C 

L'assertion (i) est ~vidente. Prouvons (ii). Quitte & remplacer 

X par Xre d et & r~tr~cir U s on peut supposer que U est lisse et que GIU 

est constant tordu. On a, puisque dim(Z) < n, 

0 = --cH2n-l(z'G)-- ''~ >~ n(U'~) ~ > --cH2n(X'G)-- > --cH2n(z'G) = 0 

et, par dualit~ de Poincar~ (SGA 4 XVIII et [2]) 

~2n(U,G ) ___~ ._ .o,  _ v  "J _ H kU,G (n)) 

On conclut par (i). 

385  



- 23 - 

Th~or~me 5~2~2° Soient X un schema s6par~ de type fini sur ~ et de dimension 
q 

n, et Gun E - f a i s c e a u  c o n s t r u c t i b l e  T - e n t i e r .  A l o r s ,  l e s  endomorphismes  

F et qn-i F de H i (X,G) sont T-entiers° 
- -  C - -  

Le cas oh dim X ~ 0 est trivial, et les cas i = O et i = 2n 

du th~or~me r~sultent de 5.2.1. Soit Z(X,~,t) la s~rie formeile 

Z(X,~,t) = ~ det (I-F 
X 

x ~  
t deg(x) ; G x~ F[[t]] . 

D'apr~s (SGA 5 XV 3.2), on s 

(5.2.3) Z(X,~,t) = ~ det (l-Ft ; H~i(x,~)) ('l)i+l 

i 

Prouvons 5.2.2 pour n = I. On a slors ~ ~ i!c(X, . = O pour i > 2 

(SGA 4 X 4.3 ou XVll 5.2.8.1). Par hypoth~se, la s~rie formelle Z(X,~,t) 

est ~ coefficients T-entiers. D'apr~s les cas i = Oet i = 2n = 2 de 5.2.2, 

le prodult de Z(X,~,t) par 

det(l-Ft ; H~°(X,~)). det(l-Ft ; ~(X,~)) 

est encore g coefficients T-entiers. Ce produit n~est autre que 

; H~I(x,~)), et le thdor~me en r~sulte pour n = i. det(l-Ft 

Proc~dons maintenant par r~currence surn = dim(X). 

Soit U un ouvert de Zariski de X~ dont le compl~ment Z soit 

de dimension < n, et tel qulil existe un morphisme f : U > Y, de but 

une courbe et ~ fibres de dimension ~ n-l. 
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Y 

J >x< i ~%Z 

La suite exacte 

0 -------> j !j~G_ .......... >G > ili~G' > 0 

induit des suites exactes 

de sorte que par r4currence, il suffit de v4rifier le th4or~me pour 

le faiseeau G sur U. GrNce ~ l'hypoth~se de r6currence app!iqu~e aux 

fibres de f, et au th~or~me de changement de base pour un morphisme 

propre~ on ssit que les faiseea~x RiflG sur Y sont T-entlers, et que 

R1f~G(i-(n-l)) sont T-entiers. La suite spectrale de Leray les faisceaux 

pour f s'~crit 

En vertu de ce qui precede, et du th~orgme d~jg eonnu pour Y, les E~ q 

sont T-entiers, et les E~q(p+q-n) le sont aussi. Le th~orgme en r~sulte. 

Corollaire 5.3. Soient X u n schema de type fini sur ~q, de dimension ~ I, 

U un ouvert de X, j : U £~ ~ X le morphisme d'inclusion et Gun E-faisceau 

eonstructible sur U. Alors 
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(a) Si G est T-entier, alors ja~G est T-entier. 

(b) Si pour tout x E U, G vest T-entier, alors, pour tout x 6 X, --X . . . . . .  

(j~G)~est T-entier. 

On se ram~ne au cas X affine, puis X projectif. 

D4finissons H par Is suite exacte 

0 > J!! > j~qG > ~ > 0 

La suite exacte de cohomologie correspondante fournit, si Y est le 

support (fini) de lj, une suite exacte 

H°(U,GD > H°<Y,H~ > _Hlo~,_G> 

On sait, par 5.2.1 et par le th4or~me 5.2 que H_°(U, C2) et ~HIc(U,G) sont 

T-entiers ; il en r~su]te que ~I°(V,H) est T-entier, ce qui prouve (a) 

Si X test le normalis4 de la partie purement de dimension 

un de Xre d et U I un ouvert de U, dense dans le lieu lisse de dimension 

I de Ured, et tel que G restreint & U soit constant tordu : 

U I C > X l 

U C >X< 

J 

Dy 

alors -i P,~J~ ~ I Y j~GIY. II suffit donc d'~tudier le cas o~ X est 

V 
lisse de dimension un et o~ ~IU est constant tordu. Le faisce~u ~ est 

alors T-entier, de sorte qu'on salt d~j~ que pour tout x E X (j~ ~v) 
x 
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est T-entier. D4signnons par Qx le groupe de Galois du corps des fractions 

A 
de ~X,x pour x E X, et par ~x le groupe d'inertie. Le faisceau ~ ddfinit 

alors une representation, encore notre ~, de Qx' et le ~/'~x = Qal(k(x)/k(x))- 

module (j~,~qGV)x(resp (j~G)j) s'identifie alors au Qx/~'~x-module des inva- 

riants (resp. des coinvariants) dans G v. Ii reste ~ prouver : 

. . . . . .  $ u_P2_ Le~me 5.3.1. Soient K un corps local de corps r6siduel ~q, G son ~rou 

de Galois, I le groupe d'inerti@, e__tt p une repr6sentation continue de G 

dans un vectoriel V de dimension n sur E (cf. 5.0), V I llespace des 

invariants sous I, e t V I l~espace des coinvariants sou s I, consid6r~s 

cormne G/I-modules. Soient ~I ''" ~n les valeurs propres de F agissant 

sur V I. Alors, il existe des entiers m. a 0 tels que les valeurs propres 

__de F ~issant sur V I soient les ~i qm~. 

Soit i' le plus grand sous-group~ de I dTordre premier ~ ~. 

Le groupe p(I') est fini, 4rant un sous-groupe compact dlordre premier 

~ de GL(V). On a done 

! 

v I -~ (vP(I)~ 
" I 

et, remplagant V par V IT, on peut supposer que I' agit trivialement 

sur V. On a 1111 -~-~ ~(I) (en tant que G/l-modules) ; soit Tun 

g~n~rateur topologique de 1/! t , et, pour chaque ~, soit V ~ ie sous-espaee 

propre g~n~ralis~ de T dans V de valeur propre ~ : on a V = ~ V (&) ; 

et la d~composition V = V (I) e ~ V (~) est stable par G, et compatible 
~#I 
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au passage au dual ; on peut donc remplacer V par V (I), ce qui permet 

de supposer que I agit de fagon unipotente. 

Lemme 5.3.2. Soient V un vectoriel de dimension finie .sur un corps k 

de caraet4ristique O, I un .$roupe additif hun param~tre, p I .> GI(V) 

u ne....repr~sentation d e I dans V, N un.$~n4rateur ' infinit4simal de Iet 

posons 

V l'k == V I n Im(N k) 

Vl, k = Im(Ker(N k+!) > V I) 

Alo~[s, la fl~che N k in___duit u.n isomorphisme 

N k : Vi,k/VI,k_ 1 ........... ~ > 

et..d~finit d.e.s isomorphismes c anoniques 

Vi,k/Vi,k_ I ® I ®k 

V I c v k+l ,I/V ~, 

V I , k / v I ,  h+l 

Los representations V de I s'identifient, via N, aux k[T]-modules 

tu~s par une puissance de T. Ii suffit de v~rifier 3.2 lo~csque V correspond 

hun h[T]-modu!e irr~ductible k[T]/T k, ce qui est trivial. 

Achevons la d~monstration de 5.3.1. Le sorite 5.3.2 fournit 

des filtrations croisssntes et d4croissantes VI, k et V !'k de V Iet V I, 

et des isomerphismes de 'G/I-modules 

vI,k/vI, k+l ~ VI, ~ /VI,  k 1 (k) 

dto~ les assertions. 
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Th~or~me 5.4. Soient X un sch4ma de type fini sur ~q, s~par~ et de 

dimension n, e t  Gun  E - f a i s c e a u  c o n s t r u c t i b l e  sur  X. On suppose que 

v 
pour tout x ~ X, l[endomorphisme F x __de --xG __est T-entier. Alors l'endo- 

morphisme qlFVde Hi(X,G) v e s t  T - e n t i e r ,  a i n s i  que l 'endomorphisme qnFV 

de~(X,G) ~. 

On proc~de comme dans le th~or~me 5.2 pour se ramener su 

cas o~ X est une ¢ourbe lisse et o~ G est constant tordu sur X. Soit 

j itinclusion de X dans la courbe projective et lisse X'qui compactifie X. 

On sait (dualit~ de Poincar~) que HI(X', ~ j~G~ est dual de 

H2-i(x',j,~ GV(1)). En vertu du corollaire5o3 (a), le th4or~meS.2s'applique 

• G v 3~ : 

~°(X',J~G¢) ~ H2(X',j~G) (-I) est T-entier, 

] ¥ 
HI(X',j~G v) ~ H-(X',j~G) (-I) est T-entier, 

H2(X , v _ ,jug )(I)-~-~ H°(X',j~G) v est T-entier, 

ce qui prouve le th~or~me pour j~G. D4finissons H par la suite exacte 

O ~ > jiG---> j~tG > H > O 

La suite exacte de cohomologie fournit, si Y est le support de H, 

H~(X,G) C > _H°(X,,j~G) 

H°(Y,I{) > HI(x,G) ..... ~ EI(x',j,~G) 
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de sorte que le th~or~me pour (X,G) r4sulte du th~or~mc pour (X',j~G). 

5.5. La m~thode pr~c~dente de fibration en courbes permet aussi dtobtenir 

des majorations ~ la Lang-Weil [3] sur les valeurs absolues complexes 

des valeurs propres de Frobenius. 

Soient X un schema de type fini sur ~q, ~ un E-faisceau 

constructible sur X, et k 6~. Si, pour tout point x E X, avec~ k(x) ~ ~, 

les valeurs propres de F x agissant sur G x sont des nombres alg~briques 

dont toutes les valeurs absolues complexes v~rifient 

X 

on ~crira 

IG1 <-× 

Lemme 5.5.1. Soit X une eourbe sur~q, pa F quoi on entend ici un schema 

X de type fini sur ~q~ ~ar~ et de dimension K i. Soit Gun E-faisceau 

constructible sur X tel que log l~I ~ k avec X E IR. Alors les valeurs 

absolues complexes des valeurs propres ~ de F agissant sur HI(x,G) 
. . . . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . . . . .  --'C 

v~rifient I~I N q~+l. 

Soit ~ un plongement complexe de E, ou simplement un plongement 

complexe de la fermeture alg~brique de ~ dsns E. 

Ii suffit de v~rifier que, quel que soit ~, les z~ros ~ de la 

fraction rationnelle o Z(X,~,t) v~rifient I~-II ~ qX+l. On sait d@j~ en 
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effet par 5.2.1 si &est une valeur propre de Frobenius agissant sur 

V4rifions que la s4rie 

log C~ Z(X,G,t) = I t_ k. I ~ Tr(F,x~,-G) est convergente pour 
k k x6X( IF k) q 

it I < q-i-I . Repr4sentant X cormme rev~tement ramifi4 de]pl on obtient 

trivialement une majoration 

X( ~qk ) ~ A.q k 

Par hypoth~se, on a d~autre part 

1 ~ Tr(F,x~G) I ~ B'(qk)k 

Le coefficient c k de t k dans ~ Z (X,G,t) v~rifie donc 

1 t Ckl ~ . . . . .  C. (ql+~.)k 
k 

et l'assertion en r~sulte. 

. . . . . . . . . . .  sfipsr@ et de Thfior~me 545.2. Soient X un sch@ma de type fini sur ~q, 

dimension £ n, et Gun E-faisceau constructible sur X tel que log!G i ~ 

avec X E N • 

Alors, les valeurs abso!ues complexes des valeurs ~ropres 

de Frobenius agissant su~ H~(X,G) v@rifient 

i~ I ~ q%+i e t 

I~ 1 ~ q~+n 

393 



- 31 - XXl 

Si n N O, 5.5.2 est trivial. Sin = i, les cas i = O et 

i = 2 de 5.5.2 r~sultent de 5.2.1, tandis que le cas i = i r~sulte de 

5.5.1. On proc~de alors par r6currence sur n, con~ne dans la d4monstretion 

de 5.5.2. 

Corollaire 5.5.3. Soit X un sch4ma s4opard de type fini de dimensio n n 

surlFq . Alors, les valeurs propres ~ de l'endomorphisme d e Frobenius 

g4om4trique F de <(X,~ 6) sont des entiers alg~bricLues. De plus 

(i) Pour ~' # p, c~ est une unit~ L'-adi~ue. 

i-n 
(ii) Pour i > n, ~ est divisible par q 

(iii) Pour inn, (resp. pour i>_n), qi -i (resp. qn c-l) est un entier 

alg~bri~pe. 

( iv)  Pour 0 < i, les v aleurs absolues complexes de & v~rifien t 

i-I 
10~l N q V e t  t(II N qn 

n-i 
D'apr~s 5.2.2, (1 et q C~ sont des entiers alg~briques. Les 

assertions (i) ~ (iii) r4sultent alors de 5.4. Pour i > n, (iv) r4sulte 

de 5.5.2. Pour obtenir (iv) quand i N n, il va falloir conjuguer 5.5.2 

l'hypoth~se de Riemann pour les courbes. Proc4dons par r4currence 

sur n, le eas n = 0 ~tant trivial. Si U est un ouvert de X, de compl~- 

mentaire Z de dimension < n, la suite exacte 

Hic(U,~ 6) ' >  H~(X,~) > ~ic(Z,~ 6) 

montre qu'il suffit de prouver 5.2.2 pour U. Quittc A remplacer 

au pr~alable X par Xred, ceci nous ram~ne au cas o0 X est lisse affine, 
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et tel qulil existe un morphisme lisse f : X 

conditions suivantes : 

(a) 

(b) 

> S v~rifiant les 

dim(S) ~ n-I 

les fibres de f sont purement de dimension i. 

Puisque les fibres de f sont des cnurbes affines, on a 

R°f! ~g = 0 

D'apr~s Well [4], on a 

(5.5.3.1) log Ixlf! ~61 ~ I/2 , 

et d'apr~s 5.2.1 applique sux fibres de f, on a 

(5.5.3.2) log IR2f! ~! ~ i 

La suite spectrale de Leray pour f se r4duit iei ~ une suite 

exacte longue 

H~-2(S,R2f,~) > ~(X,~) > H~-I(s,RIf,~,) 

D'apr~s (5.5.3.1) (resp. 5.5.3.2) et 5.5.2, les valeurs absolues com- 

plexes des valeurs propres ~ de Frobenius agissant sur --cHi-l(s'Rlf1~6) 

(resp. sur --cHi-2(S'R2fl~6)) v~rifient 

i-l+l i-I 
2 = 2 

(resp. IC~l ~ qi-2+l = qi-i ~ q 

Le corollaire en r~sulte. 
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Pour obtenir quelques r6sultats analogues aux pr6c~dents, 

en cohomologie ssns supports, il semble n4cessaire de disposer de Is 

r6solution des singularit6s. En dimension G i, la solution du probl6me 

est fournie par le corollaire 5.3. 

Th~or~me 5.6. Soit Nun entier, et supposons que Iron dispose de la 

r4sglution des sin~ularit~s , sous la forme, torte de Hironaka, pour les 

schemas de dimension N N de type fini sur Vq (jusqu'ici, on peut dgne 

prendre N = 2 [I]). Soient f : X ~ Y  un. morphisme de sch4ms@ de type 

fini sur Fq e t ~ u__nn E-faisceau constructible T-entier sur X. Alors, s i 

dim(X) N, lea E-faiscea~Rlf4~G sur Y sont T-entiers. 

La d4monstration proc~de par r~eurrenee sur la dimension 

nGN de X. Soit j : U > X un ouvert de X, lisse, affine, tel que 

restreint ~ U soit constant tordu et tel que la dimension de son compl6ment 

Z soit <n. Utilisant l'hypoth~se de r6solution, on ssit que les RIJ@(j~G) 

sont construetibles (SGA 5 1 , [2]); pour i > O, ils sont eoneentrds 

sur Z et, pour i = O, j~(j@G) ne diff~re de ~ que sur Z. IIen r6sulte~ 

d'apr~s l'hypoth~se de r@currenc% qu'il suffit de v4rifier le thdorAme 

pour le faisceau j~G et lea morphisme jet f j. I! suffit de v4rificr 

le th6or~me sous l'hypothgse additionnelle que X soit affine lisse et 

constant tordu (i.e. fourni par une representation continue du groupe 

fondamental de X dans un E-vectoriel de dimension finiS. 
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Soient R l'anneau des entiers de E, k une uniformisante, e 

e 
Itindice de ramification absolu et bun entier > ......... Puisque X est 

6-1 
lisse, donc normal et ~ groupe fondamental profini, il existe un R-faisceau 

~o constant tordu tel que ~.~.~ GO ®RE. Soit p : X' > X le rev~tement 

4tale de X qui trivialise le faisceau localement constant G_ ° ®RR/~ b. 

Le faisceau G est facteur direct de n ~G de sorte qu' il suffit de 

v4rifier le th~or~me pour p~,G et fop. II reste donc ~ traiter le cas 

o~ les hypotheses suivantes sont vdrifides. : 

G ° (~) X eat affine et lisse, et il existe un R-faisceeu _ , constant 

O 
tordu, tel que G "~ ~ ®R E et que le faisceau G_°QR R/~ b soit constant . 

Factorisons le morphisme fen un morphisme propre et une 

immersion ouverte f = ~ j : 

X c . . . . . . . . . . .  > X ~ 

Y 

Le thdor~me a d4j~ 6t4 4tabli pour "{ (5.2), de sorte qu'il suffit de 

l'4tablir pour j D'apr~s la r~solution des singulerit~s, appliqu4e g X ~ 

on pGuvait supposer que X' soit lisse et que X soit le compl4ment d'un 

diviseur ~ croisements normaux de X', r4union de diviseurs lisses. 

L'hypoth~se (~)implique que le faisceau G est moddr4ment ramifi4 le long 

de ce diviseur. On a alors : 
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Lemme 5.6.1. Soient X un sch4ma lisse de type fini sur]Fq, Dun diviseur 

croisements normaux dans X, r@union de diviseurs lisses Di~ j : UC > X 

le compl4ment de D dans X et Gun E-faisceau constant tordu sur U, mod@- 

rdment ramifi~ le long de D. Alors, si G est T-ent.ier, les faiseeaux 

R-j~qG sont T-entiers. 

On admettrs (cf, SGA I XIII ) : 

Lemme 5.6.2. (i) Sous los hypotheses 5.6.1, soient D' une composante 

d__e_e D, D ~ la r4union des .autres eomposantes , U' = X-D" e~t D '° = D'NU' ; 

D '° g .......... > D' 

3D 

o0  
1 

U ~ > U' C. > X 

Jl J' 

Alors, la fl~che de changement de base 

i* Rj~ (~ljl * G) . . . . . .  > Rj~ i °* (Rjl }) 

est un isomorphisme, et les faisceaux i°*Rj G sont constant tordus, 

mod~rement ramifies le long de D' - D '°. 

(ii) Si C est une courbe lisse sur X, transversale ~ Den un point 

!isse x de D, 

C ~ q U  ........ 

U 

Jc 
>C 

k 

>X 
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a 1 ors , la £1~che de changement de base 

k~ Rja~G > RJc ~ k'~ 

est un isomorphisme en x. 

D4duisons 5.6.1 de 5.6.2 en raisonnant par r~currence sur la 

dimension, et en admettant provisoirement 5.6.1 dans le cas des courbes. 

II r~sulte de 5.6.2 (ii) et de cette hypoth~se, que les faisceaux 

T Rlja~G sont _-entlers en tout point lisse de D. En particulier, avec 

les notations de 5.6.2 (i)~ les faisceaux Rijl _GG sont T-entiers, de 

sorte que, dI~pr~s 6.2 (i) et l'hypoth~se de r~currence appliqu~e 

i °~ RJI~_G et_ ~ j~ , les faisceaux i~ Rij~G sont T-entiers, quelle que 

soit la composante choisie D' de D. Ceci prouve Is conclusion de 5.6.1. 

Reste le cas des courbes. Pour une courbe, sous les hypotheses 

5,6.1, si x est un point de X - U, si Q est le groupe de Galois du corps 

A 
des fractions de @x~X et ~ le groupe d'inertie, si on d4signe encore 

par ~ la representation de ~ d4finie par ~ et sl x est un point g~om4tri- 

que de X localis4 en x, on a des isomorphismes de ~/~-modules galoisiens : 

(Rij~G) x = O si i ~ 2 

et l'assertion r4sulte de 5.3 (a) et 5.3.1. 
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