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INTRODUCTION

Dans le présent exposé nous donnons la structure cohomologique
élémentaire des pinceaux de Lefschetz. Les sections l1-4 donnent les faits
"bien connus" sur la structure cohomologique des fibrés projectifs et des
éclatements, Dans 5 nous faisons 1'étude qui figure dans le titre, en
supposant que X satisfait au "théor2me de Lefschetz vache" (5,2), et
que le pinceau D en question satisfalit 3 une certaine condition (A)
de nature locale sur D (5,3). Les résultats principaux sont 5.6,

5.7 et 5,8.7, ce dernier intervenant de fagon essentielle dans la
démonstration du théor2me de GRIFFITHS dans XX. Dans la dernidre

section, de nature nettement moins élémentaire, nous nous appuyons
sur 1l'exposé SGA 1 XIII de Mme, RAYNAUD sur le groupe fondamental

®modéré", et sur la formule de Picard-Lefschetz (XVI) pour démontrer :

(1) La condition (A) est souvent satisfaite (6.3, 6,4} ;

(2) Sauf dans le cas dim(X) impair et caractéristique = 2 , le
groupe de monodromie d'un pinceau de Lefschetz agit
irréductiblement sur la "cohomologie évanescente', et

transitivement (modulo signe) sur 1'ensemble des
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"eycles 8vanescents locaux" associés (via la formule
de Picard-Lefschetz) aux divers "points critiques” du

pinceau (6.6 et 6.7),

1. La cohomologie d'un fibré projectif

Théor2me 1,1, (DELIGNE), Soient f : X —> S un morphisme propre, 4 un

nombre premier inversible sur S, u € HZ(X,ZZL(l)) (resp, u € HZ(X,QL(I))

une classe de cohomologie sur X, et {§ un Z ,~faisceau (resp. QL~faisceau)

sur X , On suppose qu'il existe un entier n tel que pour tout entier j

et tout entier 1 > 0, 1'application

Rn-l

i
(1.1.1) £,30)) —LE s ™ ),

soit un isomorphisme de Z

L-faisceau@(resp. de QL-faisceaux) sur S .

Alors pour tout morphisme g : S —> T, la suite spectrale de leray

D0 = P rie, (® = rPUg0), @)
est dépénérée,

La démonstration se trouve dans [1, Prop. 2.4). On remarquera
que, grace au théor2me de changement de base pour un morphisme propre (SGA 4

XII 5.2), l'hypothése se vérifie fibre par fibre,
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Théorgme 1,2, (Cf, SGA 5 VII 2,2,1 ). Soit & - X un fibré vectoriel,

localement libre de rang 1 + r, Désignons par f : P(€) —» X le fibré

projectif défini par &, et par u € HZGP(EZ),E&(l)) le premidre classe

de Chern du faisceau inversible canonique 9!?(6)(1)' Alors, pour 4 un

nombre premier inversible sur X, on a

a) la suite spectrale

P29 . gP(x g4 — Pt
(1.2,1) Ey’ ' (X,RVE, Z,) = B @E), Z,)

dégénere,
b) la flache

(1.2.2) ® Hq'z”j(x,zL(-j) —_— Hqﬁe(e),zzb)
0<jsn

.. " j
défini par @ Tq—Zj ey § (Tq-zj) Au

est un isomorphisme,

Démonstration, Les fibres de f étant des espaces projectifs de dimension r

on sait que i -1
,\/Zu ZL (“2") pour i pair, 0 £ i < 2r s

(1.2.3) Rif*%M—

0 sinon

Le théor2me 1.1 s'applique 3 la situation (£, 4, u, ZZ'L’ r), d'od a).

D'aprés 1.2,3 on a
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a,b

2= 1z, z

b
(1.2,4) E >) pour b pair, 0 < b £ 2r
2

L
0 sinon,

donc le gradué associé de Hq@P(&), RL) pour la filtration provenant

de la suite spectrale est & Hq‘ZJ(X,Z‘L(-j)). On voit tout de
Osjsr .
suite que, munissant o g¥2l (X,EL(—j)) de la filtration
c<j<r
o= e wHEz G,
Osjsr
q=2j=i

la flache 1.2.2 est compatible aux filtratioms, et qu'elle induit

l1tidentité sur les gradués associés, dol b),

2, La cohomologie des variétés éclatées (cf. SGA 5 VII 8)

2,1, Soient X un schéma lisse sur un corps k, et AC X un schéma lisse
partout de codimension 1 + r, On sait (EGA IV 19.4,9) qu'il existe un

schéma lisse X , muni d'un morphisme projectif

(2.1.1) £:% —»xXx

tel que, posant

~ =1 - ~
(2,1.2) A= £7(N =4 &X s
f induise un isomorphisme

- X —t X - A ,

P4

(2.1.3) £/ 87

~ v
et qu'il existe un A~isomorphisme entre A et IP(_I:[NX), le fibré projectif
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des droites dans le fibré normal EA/X de A dans X, On a donc un

diagramme commutatif :

~ ~ 4 .
A b F(gai)

X
(2.1.4) £|8 proj. canonique

A .
2,1,5, Dans le cas spécial X = Spec(A), A = Spec(A/I) o I = (go,...,gr),
¥ s'obtient par le procédé de Hopf (cf, EGA IV 19.4.11) :

On définit un morphisme de X ~ A dans P’ par

X €X - A——> (g (x),...,8 (x) €B"
et on considere son graphe T comme plongé dans X X T°. Alors on définit
% = 1'adhérence schématique de T" dans X x]Pr, le morphisme f : ¥ —> X
s'obtient comme le composé

~ pr
¥ s x xBT —Lsx .

2,1.6, De fagon analogue (cf, encore EGA IV 19.4,11), si X est
projectif, et si A est l'intersection de X avec 1 + r hypersurfaceg,disons

d'équations Gi =0, i=0,...,ry, on considdre encore le morphisme

r

X - A > P

x € X~ p ————mee> (G (%),...,G (%)),
[} T

et on obtient X comme 1'adhérence de son graphe dang X X B, De facon
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r
concréte, en termes des coordonnées homogénes 7‘0""’)‘1' dans PP, X

s'obtient comme le schéma de X X P° défini par les équations
(2,1.6,1) A Gj(X) - xjsi(x) o<i<isr .

On voit par ces équations que le point (x,}) se trouve dans X si et
v
seulement si X € A ; autrement dit, P (}:{NX) est le fibré projectif

trivial

IP(N
(2,1.6.2) proji. canom& /

On a le diagramme commutatif suivant

I‘

A xB* =53 C § C X x®°
Pry £|2 £
pr
(2.1.6.3) J ¥ 1
N s x >

et l'inclusion composée A XP" e X x P* provient de AG—s %

par changement de base,

Théoréme 2.2, Soient X lisse sur un corps k, A un sous-schéma lisse

partout de codimension 1 + r, et £ : X —> X 1'éclatement de X en A, Alors :

(2.2,1) La suite spectrale de Leray

Bl = vz, == PR z)

L

dégénére,
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2.2,2, 1l existe un isomorphisme additif

q.5 ~ q q,% q =
H (x,zzL) <= H (x,zzL) ®H (A,ZQ/ImH (A,zz&)
r

® Hq"Zj(A,zL(-j)) & Hq(X,Z&) .
!

Démonstration, Désignons par

(2.2.3) gt b ———s A
la restriction de £ 2 K , et par

Cor—s X

/,T A
(2.2,4)
i E C;___,‘g

les inclusions, de fagon 3 obtenir le diagramme commutatif

[

(2.2,5)

—
e

VR LL V)
> G 1
a9

Celui-ci induit un homomorphisme des suites spectrales de Leray pour

les morphismes f et g, et le faisceaun Zi sur X et X ’

P,9g (i"“,j*) P, 94
(2,2.6) E. (£) E (g)

D'autre part, £ induisant un isomorphisme de ¥ -F avec X - A , nous

avons, par le théoréme de changament de base pour un morphisme propre,
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'

q o~

(2.2.7) R®E,Z, =
q .
j*Rg*Z& si g >0 s
dlod
(i%, %)

(2.2.8) EP?UE) s EP°9(y) pour q £ 0 .

2 2

Nous allons démontrer par récurrence sur r que

(i%,3%)
(2.2.9) Ei’q(f) e ety Ei’q(g) pour q # 0, r 2 2
et
(2.2,10) dg’q(f) =0 pour r =2 ,

Admettons pour l'instant la formule
(2.2.11) dg’r-l(f) =0 pour v z 2, tout p ,

Commengons par r = 2 , Nous avons un diagramme commutatif

£2»9(£) oL 222 9(g)
(2.2.12) dg’q(f) 0= dg’q(g)
E‘z"“z’q‘l(f) (%, §%) E‘Z’”’q'l(g) )

Pour 9 < 0, on a E§+2’q“1(f) = (, donc dg’q(f) =, Pour g =1, on a
dg’l(f) = 0 par (2,2.11), et pour q > 1, les flaches horizontales dans
(2.2,12) sont des isomorphismes, et on sait que dg’q(g) = 0 par 1,2 et
2.1.4, Ceci domne (2,2,10) pour r = 2, et {2,2,9) pour r = 2 n'est autre

que (2.2.8),
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Supposons connues (2.2.9) et (2.2,10) pour une valeur de r =2 2 .
L'hypothese (2.2,10) implique Ei’q(f) - Egﬁ(f), et pat 1.2 on a

~

Ef_’q(g) = Eg_”_q(g), de sorte qu'on a le diagramme commutatif

1
P,q (1%, 3% P,q
3 £
E_ (£) E. (2)
(2.2.13) § 5,
Ps9q (¥, 3% p,q
Rril(f) ArEril(g) ?

ce qui donmne (2,2.9) pour r+l, compte tenu de (2,2.9) pour r. Pour

déduire (2.2.10) pour r+l, on regarde le diagramme commutatif

P»>q @, 3 Psq
» >
Er+1(f) Er+1(g)
P9 = aPsd
(2.,2.14) i dr+1(f) i 0 dr+1(g)
¥ 3
Ep+r+1,q—r(f) (1%, 5% o Ep—+~r+1,,¢:1--1:
r+1 r+1 (g) ‘

p+r+l,q-r
T+l

on a (2,2.11), et pour q > r les fléches horizontales dans (2,2.14)

Pour ¢ < r-1, on a E (£) = 0, donc dg’q(f) =0, Pour q=r,

sont des isomorphismes, et di;?(g)= 0 par 1.2, d'ol la conclusion voulue,
Il reste 3 vérifier (2,2,11), qui signifie que le "edge homomor-

phisme" composé
(2.2.15) B0 ———s 205 — 2% — ... B2 0
est un isomorphisme, i.e, que

(2.2.16) £% HP(X,ZL) —s WP, z,)
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est injectif, Or, il existe un inverse & gauche, savoir l'homomorghisme

de Gysin (SGA 5 1V}
(2.2.17) £, + HP(X, z,) ——> HP(X,ZL) ,

qui vérifie en effet,

(2.2.18) £,6% = 1d,
comme il résulte de la formule de projection, et du fait que f*(l) =1,
f étant birationnel donc de degré un.

Ceci démontre (2,2.1). Quant & (2.2,2), remarquons que le
diagramme (2.2.5) donne, par passage 2 la cchomologie, un diagramme
commutatif

wEz,) —E e PGz ,)
L L
A

(2.2.19) £ g¥

WX, 2 ) S LI— Wz,

d'olt un morphisme

P A PR
(2.2.20) X,z ) 1+, %) (A ,2Z )

P (X, Z B guP (4, z o) ]

Désignons par Fi les filtrations de H‘(')Z‘,ZZ&) et de H'(E,ZZ%) provenant

des suites spectrales de Leray, de sorte que (2,2,20) se récrit
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P P
(2.2.21) (X2 ,) (4%, %) w52z )

PyP PpP (%
FPH (Sf,zz&) HF (A,ZL)

Or, d'aprés (2.2.9), le gradué associé 2 la flache (2,2,21) est un iso~
morphisme, donc (2,2.20) est un isomorphisme, D'autre part, (2,2.18)

donne une décomposition en somme direct

~ f¥+inclusion
(2.2,22) H’(X,?ZL) - H'(X,ZL) @ Ker £, s

£ (L-£¥E,)

et (1.2.2) nous donne une décomposition en somme directe

(2.2.23) R BZY) ~ B v Hoz
g*H'(A,Z’L)
i<jsr
mettant ensemble 1'isomorphisme (2.2,.20) et les décompositions (2.2.22)

et (2,2.23), on trouve (2,2,2), cqfd,

Remarque 2.2,24, Esquissons une deuxidme démonstration de (2.2,2)

nettement plus simple, valable dans le cas ol X est propre sur k. Plus
généralement, on trouve (sans hypoth2se sur X) le résultat correspondant
(2,2.26) en cohomologie 2 support propre, Nous avons les suites exactes
de"cohomologie 2 supports propres', notéaHé , pour les couples (X,n) et (X,A)

qui forment un diagramme commutatif
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(2.2.25) —> Hi(SZ-"A',z;C) — Hi(i’,%) — Hi('K,Z{L) — Hi+1(§'*z,ZZL)
AN N

§ £* g §

i

(2,2,26) —> B

X-0,2) —> Hi(x,zl) — Hi(A,Z%) — Hi+1(x"3’”7;) )

Or, le quotient du complexe acyclique (2,2,25) par le
sous~complexe acyclique (2,2,26) nous donne le complexe acyclique

iy i~
uc(x,zzt) HC(A,WL)

(2,2,27) == 0 > O ——>

f*Hz(X,ﬂl) g*E (A, 22 )

i.e, on trouve, sans considérer des suites spectrales, que (2,2,20) est
un isomorphisme, D&s lors, les raisonnements qu'on vient de donner

s'appliquent pour donner (2.2,2),

Corollaire 2,3. Posons

- i q - v 114
bq(X) dlmQL H (y,Q£), x{X) = o(-1) bq(X) .
On_a
~ r
(2.3.1) b &) = bq(X) + 351 LI 6y s
(2.3.2) X = @ +r (D .
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3, L'éclatement associé & un pinceau

3.1, Soient X projectif, lisse et irréductible sur un corps k algé-
briquement clos, de dimension u, et D = {HT} - ]Pl un pinceau d'hyper-
surfacesdont l'axe coupe transversalement X, en A . Considérons alors
1'éclatement de X en A, que nous allons décrire explicitement,

En termes d'équations, désignant par (),u) des coordonnés
homongénes de ]Pl, et par F et G deux formes lindaires tels que F = G = 0 dé~

finisse 1'axe du pinceau, le pinceau s'écrit

(3.1.1) AF-ugG .

Le sous-schéma A est par définition 1'intersection de X avec la
sous~-variété linéaire G = F = 0 , D'aprés 2,1.6,

(3.1.2) ¥ = {((x0,w € xxPl|rr-w=0} ;

clest 1'adhérence schématique, dans X x]Pl, du graphe de 1l'application

(3.1.3) X - A ---————---~>IP1

% > (G(x),F(x)) .
La grande vertu de X est d'etre une variété projective
(car plongée dans X xPl) et lisse(car A 1'est) sur k, qui admet un
morphisme p vers }Pl, 4 savoir

I~ 1 _Ph 1
(3.1.4) pi: X —>X XP ~——s PP s

dont les fibres sont les sections hyperplanes de X par les membres de

notre pinceau

-1 déf
p () = xt sewmem X[ .
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3.2, Le degré de la variété duale : méthode topologique,

Supposons en plus que le pinceau de 3,1 soit tel que

. 1
(3.2,1) Xt est lisse pour tout t contenu dans un ouvert non vide de P,

(3.2.2) Si Xt est singulier, elle n'a que des singularités quadratiques
non dégénérées (XVIT 1,1) ;
ces conditions sont vérifiées en particulier pour un pinceau de Lefschetz
(XVII 2.21) si car k # 2 ou si X est de dimension paire,
Soient 1 le point générique de HJ, ﬁ un point géométrique
au~dessus, n la dimension de X, et ¥ la caractéristique d'Euler-Pincaré
a valeurs dans le faisceau Q& . Alors la formule d'BEuler-Poincaré XVI 2.1

appliquée au morphisme S, nous donne

(3.2.3) @ = @b x (xﬁ) + (-7 Z 1 )

pts sing.
des fibres

formule qui, compte temu de (2,2,2), se récrit
nombre total des
(3.2.4) =" = x(X) + x(A) - 2 vGE=)
points singuliers n
On remarquera que la quantité ¥(X) + y(p) - 2¥% (Xﬁ) est indépendanie
du choix particulierdu pinceau, et ne dépend que du plongement de X

dans unIEx, et mBme seulement de la classe de Chern de O (1),
i

cf, [XVII, 5,7.5 et 5.7,6].
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2
3.2.5. Explicitons ceci dans un cas concret, Prenons X =P° , {Hq}
un pinceau de courbes de degré d dans P° qui vérifie (3,1), (3,2.1)

et (3.2.2), On =

xZx) =3 (en vertu de 1.2)
(3.2.6) X(Xa) = -d(d-3) (cf. SGA 5 VII 7.3)
x(Aa) = a? s
d'olt
(3.2.7) le nombre total de points singuliers est 3 (a-1)2

Prenons le cas particulier d = 3, et considérons la famille des
courbes elliptiques (en caractéristique # 3)

(3.2.8) e s Pisuxez

Les quatre fibres singulilres sont au-dessus de u = racine cubique
de 1'unité, et |y = o, et chaque fibre singuliére est l'union de trois

droites comme ceci

(3.2.9) / ,
/ AN

et a exactement trois points singuliers, tous quadratiques non-dégénérés,

Cela fait ensemble douze points singuliers, et vérifie (3,2.7) dans

cet exemple.
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Proposition 3.2,10. Soit X Y plongement de Lefschetz (XVII 2.3),

et supposons que n = dim X soit pair, ou que car, k ¥ 2 . Alors tout

v v
pinceau de Lefschetz, considéré comme droite dans Ex, coupe X en

(3.2.11) DT @ + x(a) -2 x (x}—))]

points, et le coupe transversglement (EGA IV 17.13.7).

Démonstration. Par hypothise, toute singularité d'une fibre du pinceau
de Lefschetz est quadratique non-dégénérée, de sorte que (3.2.4) s'applique
pour donner que le nombre des fibres singuliéres (chacune contenant
exactement un point singulier) dans le pinceau D est le nombre (3,2,11),
Or, la fibre XT est singulidre si et seulement si T € § i D , Pour voir
la transversalité de l'intersection, on remarque que le nombre (3.2.11)
est indépendant du choix particulier du pinceau de Lefschetz, et que,
le pinceau générique étant un pinceau de Lefschetz, ce nombre (3,2,11)
est le degré de § (i.e. son degré comme hypersurface dans}fr, qui est
(par convention) 0 si dim §sr-2). Or, si une droite D coupe une hyper-
surface de degré d > 0 en d points distincts x, (isi=d), l'intersection
est forcément transversale, En effet, la multiplicité d'intersection

Wy = rg(d N ;!xi) de D et ; en un X, est 2 1, donc comme % My = d,

on ay = 1, pour tout i, i.e, D N i est lisse, ce qui, équivaut

3 la transversalité, comme on voit aussit8t,
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Remarque 3,2,12, Pour un pinceau de Lefschetz D dont on suppose
déja qu'il coupe ; transversalement {condition vérifiéeen tous cas
pour D assez générale), le résultat 3.2,10 peut Btre considéré aussi
comme la conjonction de XVII 5.7.2 et du fait que deg ©=1, contenu
dans XVII 3.5, Bien entendu, le fait que tout pinceau de Lefschetz D
coupe ; transvergalement, .établi ici via la formule d'Euler-

Poincaré XvI 2.1 , peut aussi se vérifier directement de fagon

élémentaire, en utilisant le fait que 1'axe de D coupe X tramsversalement,

4, La cohomologie de 1l'éclatement associé 3 un pinceau

4.1, Nous reprenons la situation 3.1, résumée par le diagramme commu-

tatif (cf. 2.1,6.3) :

- i -~ (gp.)
X xp! <«——=fX0p % >R —xt s xE!
(4,1.1)
£
P *{ &
. . v
! QT S S S .

Commengons par préciser (2,2.2) dans ce cas,

Proposition 4.2, Sous les hypothdses de 3.1:

(4.2,1) Les homomorphismes de ZL—-modules
£O(1-£*£,)

~

X,z

) > B2 ) ® Rer(fgr K2 ) > (K,Z )

L
f*+ind

3 17)'
vy ¥,
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sont des isomorphismes, inverses l'un de 1'autre,

(4,2,2) Les homomorphismes de ZL-modules

~ £,8(g,i%) -2
. . . _
H (x,zz&) D — T ¢ (x,zt) @ H (A,ZL( 1))

E¥i g

sont des isomorphismes, inverses 1'un de 1'autre.

(4.2.3) La structure d'algdbre sur H'(X,ZL) D H'-Z(A,Z&(-l)) déduite

par "transport de structure"” par (4,2,2) du cup-produit dans H'(i,ZL),

s'exprime, en termes des éléments

ab €WLZ ) , %,y € H‘_Z(A,Z&(—l) ;

par les formules :

(4,.2,3.1) (0®x) A(o@y) = - j,(xy) & 2xy cl(_QA(l)) s

(4,2.3.2) (a®@O) AN (bDO

ab & 0 R

(4,2,3.3) (a®@0)A(0®Yy)

0 ® i*(a)y s

(4,2,3.48) (W0aex) NGB0 0 @ xj*(b} .

En particulier, pour

2@x €H'(X,Z,) @ H’-Z(A,ZL(—l)

2n-, 2n~2-

boy e ®,zZ)) X (Z, 1)
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on a
(4.2,3.5) (a@x)A(b®y) = ab - j,(xy) .

Autrement dit, la matrice d'intersection totalede H'(g, ZL)
sfécrit :

<3a matrice totale g) (:)

es intersections sur

la matrice totale
- des intersections
sur A /
Démonstration, On a déji démontré (4,2,1) ;(cf. 2,.2,22)). Pour {(4,2,2),

remarquons d'abord que, g : 2 —> A étant un f£ibré projectif de rang un,

la suite

~ 8y -
(4.2,6) 0 —> B (1,2 ) —& w3, z,) —>u 2(&,2&«1)) — 0

est exacte {cf, (1,2,2)), Compte tenu de (2,2,.26), on obtient le diagramme

commutatif de suites exactes

) £ - Bl® o
0 —>H (X’ZL) —— H'(X,ZL) — B (A,ZL(~1)) - 0

(4,2,5) 3 1% “

v \
‘ . 8 .
0 —>H(AZ ) 5, w5,z ,) s 2(&,25-1)) —_— .
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Compte tenu du scindage (4,2,1), ceci donne un isomorphisme
. el ~ . 2
(4.2.6) £, ®g, i* 1 H (X’ZL) e S o1 (x,z&) ®&H (A,ZL(-I)) .

Le transposé de (4.2,5) donne un diagramme commutatif de suites
exactes (aprés le décalage . - 2n-.)

£, " i g* -
0 €— H'(X,ZZL) — H'(X,ZL) — oy Z(A,ZZL(-l)k— 0

A A
(4.2.7)
j* i-}t-

- 4 "~ g -
0 <— 1 Z(A,Z&(—Z)) D Z(A,Z&(-l)) < W 2(A,zzL<-1>)<— 0

et on obtient un isomorphisme ”

fH4i g

. -2 .
(4.2.8) H (X,ZL) R (A,ZL(-I)) ——— | (x,zL) .
I1 reste & démontrer que le composé
£ g £,8(g, i®)

(4.2.9) B'(X,2Z,) & u'“Z(A,ZZJL(-l)) > 1 X, %) —_———%’(X,ZL)@H"Z(A,ZX/(-D)

est l'identité, Or, on a

£, 8% = id sur H'(X,ZZ{) , par (2,2,18)
guli¥f* = 0 par (4.2.5)

fulug® =0 par (4,2,7) s
de sorte qu'il suffit de démontrer

(4.2.10) gai¥*ig¥*(X) = X pour X € }l'(A,ZL(-l)) .
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Pour vérifier (4.2.10), remarquons d'abord que i : % “~=§ étant

1'inclusion d'une sous-variété lisse de codimension un, on a [SGA 5 VII]

(4.2,11) i* (x) = cl(ﬁz/g) %
(4.2,12) 1, )i, (y) = 1i,.(xy cl(_bjz/i«)) .

Ecrivons & = QX(I), %A = Q_A(I) » Bp1 < %1(1), ete ,
En vertu de EGA IX 8.1.7, on a, si 5 est 1'Idéal B dans X
v ~ ~
(4,2.13) MR = B3 =3 ®g}? o5 = 0xA1) ®9—>?‘9'X = _Q-E(l) s
ot B est interprété comme ]1’(8/{32), % étant 1'Tdéal de A dans X , Or
on a un isomorphisme canonique { A étant reprisenté comme intersection

de X avec deux hyperplans donnés dans ]Pv) s
34 o, 2
3y = ‘QA(-l) s

qui donne naissance & 1'isomorphisme
p

Q

T=rqgh = @) = ped) = axp

oty o est l'isomorphisme canonique EGA II 4.1.4. Par loc, cit., cet iso~

morphisme transforme

KD = S ™ = P21 ® = Gh) @ 82 DG & 0,1,

de sorte que (4,2,13) s'écrit
v
(4.2.14) N'E/;{* ha (pf)*(%(l)) ® g*(g&(-l)) s

d'oli en prenant le ¢y des deux membres, le
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Lemme 4,3, On a
cl(ﬁsz) = g*(gA) - (pi)*(%pl) .
Reprenons la démonstration de (4,2.10), D'apres (4.2.11) et (4.3),
il suffit de démontrer
gy (g¥(x)[(pi)* (cl(gml)) - g*(cl(gA)]) = x .

Or, d'apras (4.2,4), g.g* = 0, et, compte tenu de ce que

g X p,
A A".—’ A x]pl .
on a
(4.3.1) gz lg*(x) (pi)*(cl(gnﬂ)) = x
(4.3.2) g, (g#(x) cl(EK/i)) = . g .

Calculons maintenant la structure d'alg2bre sur H'(X,Z&) <) H'_Z(A, ZL(*I)),
déduitedu cup-produit par tramsport de structure via (4.2,2), Soient
a, b des &léments de H'(X,ZL), X,y des éléments de H'-Z(A,ZL(-I)).

Commengons par (4.2.3,1),

0Bx) A(0ByY) = 1617

7= £,((1,8%(x)) (1,8%(y))

[}

£, (i,(g*(xy) o (NK/&'))) par (4,2,12)

Jy8a (¥ (xy) N (NK/Y))

= jul-xy) par (4.3.2) .,
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7' = eg d¥ (i, g*(x) A 1,8%(y))

= -g i ¥ (1, (g*(xy) CI(EZ/;(«))) par (4,3.2)

= - g (g 0y (e (o)D) par (4.3.2)

or,

(e, Qpe? = (g¥e (0, 1)) = ()% (e (8 DN? par (4.3)
= g*((c (8,7 - 2g%(c (80) (pi)¥(e; (€ 1))

C+ Gid* (e, (gD =0)
2 = o 8*(8*(xy)g*(clcgb)2)) + g%(Zg*(xy)g*(cl(gb?(pi)*(c1(§:ml))

7 = 0+ 2xy cl(ga) par (4.2.4) et (4.3.1) ,
ce qui établit (4.2,3.1)., Quant 2 (4,2.3.2) : (a®OA(b&O0) = ab &0,

cecl exprime que f* est un homomorphisme d'algébres,

Prouvons (4.2,3,3), Or, la formule de projection implique

Ker £, N image f* < Ker f de sorte que

* 2
(a@0)A(0Dy) = 087

ol

4,3,3) 7 = - g i®(f*(a) i,8%(y))
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~ g (i¥f¥(a) g#(y) cl(_l\]r&/i)) par (4.3.2)

- gulg*(3*(a)) g¥(y) cl(y_z/g))

j#(a).y

ce qui établit (4.2.3.3). On remarque enfin que (4.2,3.4) se déduit

de (4.2,3.3) par l'anticommutativité du cup-produit,

5. Etude cohomologique du morphisme p : ;('-—-—)IPl associé 4 un pinceau

5.1, L'homomorphisme de restriction H¥(X) —s H*(Y).

Désignons par Y une des fibres lisses de p : f—>]’P1, disons

Y= 9"1(t ) =XH_ . On ale diagramme commutatif
o t

O
! £ X < = >F == 5 xp
£ g L= 1dx{t0}
Sp(k)={t0} k
. v
X 1 >y
m
h
Y
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Proposition 5.1.1, Sous les_hypothéses de (3,1), Y désignant une

fibre lisse :

(5.1.2) L'homomorphisme restriction

k* : H (x,zt> ] H'(Y,Z&')
s'exprime (via (4.2.2)) par

. -2 #*4+h .
B (X,Z )@ H (A,ZL(-l))—-T——*——-> B (Y,Z,) .

(5.1.3) La fléche de Gysin

] e
k, : H (Y,EL(-I)) — (x,z&)

s'exprime par
m, @ (=h¥)

-2 . -2
H (Y,ZJL(—l)) H (x,z&) G H (A,ZL(-l)).

Démonstration., Les sous-schémas lisses A et Y de X se coupent trans-

versalement en A , autrement dit, le carré de schémas lisses

p —E %
(5.1.4) ’l h i

Y '~———T:*~*—> X
est cartésien, ce qui implique la formule [SGA 5., IV i
(5.1.5) hd® = k¥,  Lyh¥* = 1%, .

279



-~ 26 - XVIII

Le composé
-2 £l g% ~ -
H'(X,Z’x) S H (N2 ,(~1)) ——> B K,Z,) ——» H'{(Y,Z )
L A A
est la somme de k¥*f* = m¥ et de k¥ g% = hd¥g¥ par (5.1.5)), et

g.d = idA , ce qui donne (5,1.2).

Le composé

-2 k,, ~ £,8(g, 4%) _2
B (Y,EZ&(_D) — H'(X, zz&) e S (x,zz&) SH (A,z&(»l))
est la somme de f k., = m, et de -g,i%*k, = g L.h* = -h¥* ,

ce qui donne (5.1.3),

Corollaire 5.1.6, Sous les hypothéses de 5.1.1, pour i<n-1, les images de

e BN K,Z ) ——> Hi(Y,ZL)
et de

K Hi&,zz&) —— ' (v,2z))
sont égales.

Démonstration, D'aprés le "théor2me de Lefschetz faible" sur les

sections hyperplanes (5G4 5 VII 7.1 ), pour isn-l la fl2che

(5.1.7) Hi-z(X,ZL(-—l)) S, LA Hi"z(A,ZL(—l))

est un isomorphisme, de sorte que pour isn-1l, l'image de h¥* est égale,

grace 2 (5.1.2), & la somme de celle de m¥* et de celle du composé

Hi-z(x,ﬁ&(-l)) =, ui“z(a,zL(-1>) L Hi(Y,ZL) )
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Or, par 1z formule de projection

Byd* () = by (t(m*(x)) = m*GOh,(1) = § mé(x)

i

m*(x §X) puisque m*(f’;x) = EY s

d'od 1'inclusion Im k¥ C Im ot , cqfd.

5.2, Le "théor2me de Lefschetz vache" (LV)

5,2,1, Soit § projectif de dimension n, sur le corps k (alg, clos)

muni d'un plongement projectif §C% >, Désignons par
2
u €l (S,EL(I))

la "classe de cohomologie d'une section hyperplane " (de sorte que u
s'obtient comme 1'image réciproque par le plongement S&—>1 de la
premi2re classe de Chern de % (1), classe qui se trouve dans

HZGP s Z«L(l))’ et désignons par

. . .2
Lg ¢ H'(8,Q,()) —>H

(S,Q&(jﬂ))
1'opération "multiplication par u",

5.2,2, On dit que S (muni de u) vérifie (LV), (le "théoréme de Lefschetz

vache") si pour tout (ou un)entier j et *out entier i > O, les applica-

tions

i

Lg + K75, (j) — W™

g (S,QL(i+j))

sont des isomorphismes,
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5.2,2,1, On conjecture que cette condition est vérifide si S est lisse,
Clest vrai si k est de caractéristique nulle {67, d'olr on conclut,

gr2ce au "théoréme de spécialisation”, SGA 4 XVI 2,2 qu'il en est de tdme
si 8, avec son plongement projectif, se remonte en caractéristique nulle,
Donc on trouve que c'est vérifié pour S une intersection compldte lisse,
On sait également que c'est vrai pour S lisse de dimension < 2 [27,

et pour S une variété abéliemne (soit "directement" (LIEBERMAN [4] et [27),
soit par le théordme de MUMFORD [5] qui dit qu'une variété abélienne
polarisée se remonte, avec sa polarisation, en caractéristique nullel.
Rappelons que pour une variété S projective, on définit pour i € n la

Ypartie primitive" de la cohomologie :

n-i+l n-i+2

(5.2.2.2) Primi(S,QL(j)) = Ker (L : Hi(s,%(j)) - 1’ (5,0,G+2n 242)
8i S vérifie (LV), on a pour is<n la décomposition :
(5.2.2.3)  H'(5,0,(3) <22 prin'(s,q () @ 1 (5,0, 5-1) .

Proposition 5.2.3. Soit X projectif et lisse, vérifiant (LV), Désignons

par T : Y S—= X 1'inclusion d'une section hyperplane lisse, Alors

(5.2,3.1) Primn(X,QL(j)) = Ker(r¥ : H“(X,%(j)) — u“(y,%(jm .

Démonstration. On a, grice 2 la formule de projection pour m : Y —> X,

le diagramme commutatif
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L Hn+2

n .
H (x,%(g)) (X,QL(;]H))

(5.2.3.2) T Ta
N
n .
H (Y,Q&(])) .

Par dualité et Lefschetz faible,

n+2

Tt (5,0, (§) ————> 17X, q, (5+1)

est la transposée d'une isomorphisme, donc un isomorphisme, d'ol la conclusion.

Lemme 5.2,4. Soient X projectif et lisse, et 7 : Y & X 1'inclusion

d'une section hyperplane lisse, Alors X vérifie (LV) si et seulement si

les deux conditions suivantes sont vérifiées.

5.2.4.1. Y vérifie (LV) ,

5.2.4.2, La restriction du cup-produit thl(Y,QL) au_sous-espace

Im thl(X,Q&) est une forme non-dégénérée,
Démonstration, On a

L, = T

(5.2.4.3)

T,

" {par 4,2,11),

"y
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de sorte que

(5.2.4.4) S L

Dans le diagramme commutatif

i+l
Hn-i-lfx,Q&(j)) ; Hn+1+1(X,Q&(j+i+l))
A
(5.2.4.5) * Ty
\ 1
n-1-i LY

H (¥,@,(3) > u“‘“iw,@&( §41))

on sait que T* est un isomorphisme pour i = 1 par "Lefschetz faible",
et que T, l'est par dualité, Donc X vérifie (LV) si et seulement si

Y vérifie (LV), et la fléche

(5.2.4.6) Ly ¢ Hn'l(X,QL(j)) — gt

(X,QL(j+1))
est un isomorphisme. Pour achever la démonstration, il suffit de voir

1'équivalence de 5.2.4.2 et 5.2.4,6., Pour ceci, soit a, b € Hn_l(X,QL(j)).

Par la dualité de Poincaré sur X, (5,2,4.6) équivaut a:
(5.2.4.7) La forme bilinéaire

BTN, 0, (10)x KV TN, (5)) —> (X, q, (25+2)

(a,b) ¢ » a.LX(b)

est non-dégénérée,
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Mais par (5,2.5) et la formule de projection, on a

a.Ly (b) = a, 1y (r*(b)) = my((a).*(b)),
d'od l'équivalence de (5.2.4.7) et (5.2.4.,2),

Corollaire 5,2,5, Soient X projectif et lisse, de dimension n, et

v : YS—> X 1'inclusion d'une section hyperplan lisse, Supposons que

X satisfait 2 la condition (LV), Alors pour i = n, la fléche
™1 (8,0, (5)) ——> uH(1,,(3)
est surjective,
Démonstration. Par (5,2.4,3), on a, pour i 2 O
L,};ﬂ = ¥ L; Ta >

d'ol le diagramme commutatif

i
L
H“"i(x,%(jﬂ)) X H“‘i(x,éz&<j+i+1))
M
Ty #
!
n-i-2 -t~ n+i
H v,e, (3N > H  (Y,Q, (j+i+1))
1 £

ce qui donne le résultat voulu, cqfd,
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Lemme 5.2,6, Soit f : F -~ B un morphisme propre et lisse, avec

B connexe, Désignons par QF(I) un module relativement ample sur F,

et munissons chaque fibre géométrique Fg du module ample induit par QF(I)‘

Alors, si une des fibres géométriques satisfait la condition (LV), il

en est de m@me pour toutes les autres,

Démonstration. Notons par gF € HZ(F,ZIL(I)) la premi2re classe de
Chern de gy(l). Cette classe, et ses puissances §; € Hil(F,ZZ{fi))

induisent des endomorphismes par cup=produit

(5.2.6.0)  gf : &pTle, () —— &}, (j+0)
* *

ot n désigne la dimension relative des fibres., Par le théoréme de
changement de base pour un morphisme propre [SGA 4 XII 5.27, toutes
les fibres géométriques satisfont 2 la condition (LV) si et seulement
si toutes les flaches (5.2.6.1) sont des isomorphismes. Or, par le
théoréme de spécialisation [SGA 4 XVI 2,27, les faisceaux Rif*Q&(j)
sont constants tordus, de sorte que les flacues (5.2.6,1) sont des
isomorphismes si et seulement ils le sont au-dessus d'un point

géométrique donné, egqfd,

Corollaire 5.2,7, Soit X propective et lisse. Si une section hyperplane

lisse vérifie (LV), il en est de méme pour toute section hyperplane lisse,

Démonstration. En effet, la famille universelle des sections hyperplanes

lisses de X vérifie les hypothéses de 5.2.5.
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5.3, La condition (A).

5.3.1. Soit

la "fibration" associée 2 un pinceau dont 1'axe coupe transversalement X,
et dont la fibre générique est supposée lisse,
Désignons par U un ouvert non-vide de'wl au-dessus duquel p

soit lisse, et par
(5.3.1.1) v i Ue—spt

1'inclusion. Compte tenu de ce que les faisceaux R;*(Q&(j)) sont

constants tordus au-dessus de U, on voit que les faisceaux

i

VevE RS (8,(3))

sont essentiellement indépendants du choix de U, et que les homomorphismes

canoniques "d'adjonction"
i . . ¢ .
(5.3.2) Rp*QL(J) — Vv Rp*(QL(J))
sont aussi indépendants du choix de U,
5.3.3. Remarquons que pour unm pinceau quelconque de sections hyperplanes,

le théoreme de Lefschetz faible implique que pour i<n-2, 1l'immersion

ﬁ'C££592> X)EP1 donne lieu & un isomorphisme de faisceaux suriml

i . ~ i . ,
R p*%(a) <= B (X,Q,(§)) p1 , isn-2
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i.e. Rlp*QL(j) est un faisceau constant pour i<n-2 et, a fortiori,
les flaches (5.3.,2) sont des isomorphismes pour isn-2 .

5.3.4, On sait, par la théorie locale des cycles évanescents et

notamment la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4 ), que, pour un

pinceau de Lefschetz, les homomorphismes 5.3.2 sont des isomorphismes pour

i #n, et sont surjectifs pour i = n,

5.3.5. On dit que p , ou le pinceau dont il provient, vérifie la condition

(4A), si tous les homomorphismes (5.3,2) sont des isomorphismes (ou,

ce qui revient au méme, s'ils le sont pour tout i, et j = 0) .,

On verra plus bas (6.3, 6.4) que cette condition (A) a

une nette tendance 3 &tre vérifiée,

Lemme 5,4, Si une des sections hyperplanes lisses de X (donc toute,

par 5.2,7) vérifie (LV) (p.ex. si X vérifie (LV), cf, {5.2.4)), et

sl p vérifie 1'hypoth2se (A), alors toute fibre (y compris toute

fibre singulidre) vérifie (LV), et les faisceaux gt (Q,(j)) sont
PNy sont

constants pour i # n-1 ,

Démonstration, Désignons par
L: Rip*(Q&(j)) — R”zp*(%qﬂ))

le morphisme multiplication par f*cl(@x(l) € Hz(g,ﬂﬁt(l)); fibre par

fibre, c'est l'opération envisagée dans (5.2.1). Par hypothese, on a
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un isomorphisme au-~dessus de U

*Rn-l-i n-1+1i

(5.4.1) v v Py (@, (3)) === ViR P (Q, (§+1))

pour i > 0, tout j . Appliquant le foncteur v, , on obtient des

isomorphismes

n-l-i n-l+i

(5.4.2) wv®) L v RV, (1)) -2 iR (0, (340,

qui, compte tenu de (A) s'identifient aux morphismes

i n-1-i n-1l+i

(5.4.3) L™ RYTTon, () —> RVTTT0,Q (H)

On conclut par 5,3.3,

5.4,4., Désignons par Y une fibre lisse de ¢ : b4 ———aﬂwl . Par

“Lefschetz faible", la flache de restriction
', g, (3)) s 1" (v,0, (1))

est injectif, et on a vu (5,2.4) que, si X vérifie (LV), le cup-produit
sur Hn_l(Y,QL(j)), restreint & m¥* Hnml(X,Q%(j)), reste non dégénéré.
L'orthogonal de Hn-l(X,QL(j)) dans Hn-l(Y,QL(j)) est donc un sous-espace
complémentaire de Hn—l(X,Q&(j)) dans Hn-l(Y,QL(j)), qu'on appelle,

suivant la terminologie classique, 1l'espace de cchomologie évanescente

de Y . On définit un sous-faisceau correspondant de v*(anlp*QL(j)),

oy : U ---'.>IP1 est un ouvert de lissité # ¢ de p , le "faisceau de

cohomologle &vanescente" Ennlp%QL(j) surjml, par
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o1 . 1'orthogonal dans V*Rn-lp*QL(j) du
(5.4,4,1) E Q%QL(J) =V,

sous-faisceau constant Hn-l(X,Q&(j))U .

Il est clair que ce faisceau est indépendant du choix de U ,

Lemme 5.5. Si X vérifie (LV) et si les flidches(5.3,2) sont des isomor-

phismes pour 1 = n - 1, par ocxemple si p provient d'un pinceau de

Lefschetz (cf, (5,3,4)), on a une décomposition en somme directe

(5.5.1) Rn'lp%az&(j) = H“”l(x,%(j))ml @En-lg*(%(j) .
Démonstration. Par (LV), on a2 unc telle décomposition au-dessus de U :

n_lp*Qﬁ(j),

(5.5.2)  v" o0 () = "hx,q,()), © vk &
i {, ,t U
3 laquelle on applique v .

Théoréme 5.6, Soit X une variété projective, lisse et irréductible

qui vérifie (LV) (5.2.2). Soit { ®_} 1n pinceau d'hyperplans dont
1

1'élément générique et 1'axe coupent transversalement X, en Xn et en A
1

respectivement. Supposons que la projection p : ¥ —> P vérifie la

condition (5.3.2), Alors :
(5.6.1) 1la suite spectrmale de Leray

B = @', v,0) —=E™IE, q))

dégénére, (NB. Ceci reste valable si, au lieu de supposer que X satisfait

la condition (LV), on suppose seculement qu'une section hyperplane lisse

Y ¥ satisfait.)

290



- 37 - XVIII

5.6,2, Désignons par 1 le point générique deiml, par 1| le point

générique géométrique, par xa la fibre générique géométrique de p,

et par 1 le groupe de Galois de k(F)/k(m).

Pour q # n-1, on a des isomorphismes canoniques :

(5.6.2,1) Bgrd (=u°@',R%p,0,)) == Hix, )
(5.6.2.2) By @' R%,0))) = G, @ (1))
(5.6.2.3) D =P @' R%0,0,)) = 0, p#02 .

Pour q = n-1, on a

(5.6.2.4) Eg’“‘1<=n°ﬁpl,an'lp*%)) -~ H“'l(x;‘,%)“

-~ H“‘l(x,ozL) ,

2,n-1,_ 2.1 n-l o -1 !
(5.6.2.5) By’ (AT ® LR p,Q,) BT (47, @, (1))

e n“'l(x,%(-m .

1,n-1

H dans 5,7 ci-dessous),

(On trouvera la valeur manquante E

Démonstration. Le théorzme 1.1 s'applique, par (5.4.3), pour donner
(5.6.1), Quant aux trois premiéres formules (5.6.2), elles résultent
du fait que les qu*QL pour ¢ # n-1 sont constants (5.4) ; pour (5.6,2.3)

il faut utiliser bien slr querP1 est simplement connexe, La premiére
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égalité de (5.6.2.4) résulte de ce que Rn'lp*(% s V*\;*Rn-lp*Q

de sorte qu'on a HOGPl,Rn-lp*QL) == Ho(lLv*Rn-lf*QL), et de ce que
v*Rnnlf*Q& est un faisceau "constant tordu' sur U, donc équivalent au
m-module Hn-l(Xﬁ,QL). La deuxidme &galité de (5.6.2.4) résulte de la
dégénerescence, compte tenu de 5.1.6.

Passons 2 (5,6,2,5), Désignons par F* la filtration définie

sur H’(i QL) par la suite spectrale, Par dégénérescence,

P E,e) = B2, er i 0)) = 5" =0 (5.6.2.3), de

sorte que {cf, 5.1,0)

5.6.3) "= PR, Q) = ker ™ &0 — 1@ 0,0
(par (4)) = KerCie : H™" (%, q,) —> ﬂ““(x;},az&)) .

Par (5,1.,2), k* se récrit

m¥+h

“‘lw,az (-1)) ——s hn+l(X~,Q )

(5.6.4) H““(x,%) oH

et, par (5.2,2,3) se récrit encore

2,
mRLAmMFL hy

(5.6.5) mm“'%x,q&(_n esun'3(x,QL(-2)) Y s (A,Q (-1)) ————— gL

X'ﬁ, (‘({/

Or, la fléche

2
n-3 m¥L o+l
B (X’QL(,z) B e I (X'Q’ QL)

est un isomorphisme, par (LV), car m*L)z{ = L)z(__ « m* (cf,(5.2.4) et (5.2.5)),

i
Donc le noyau de (5,6,8) s'identifie {par pry <] pr3) a
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Prin’™(X,Q, (-1)) @ H™(4,Q,(-1)). Par (W),

L
Hn'l(A,QL(-l)) - Hn-B(A,QL(-Z)) - H“'3(x,qb(~2)), la dernidre

par Lefschetz faible, Par (5,2.2,3), on a donc

2,n~1

(5.6.6) B ~ H“‘l(x,q,v(-w) ,

et 1'autre égalité de (5,6.2,5) se déduit en "tordant” (5.6.2.4).

Remarque 5,6,7. On peut démontrer (5.6.1) sous des hypoth&ses nettement

plus faibles, comme DELIGNE m'a expliqué;

Théoréme 5,6,8., Soient X lisse de dimension n#orun corps k algébriquement

clos, et

1
k

un_morphisme projectif, dont la fibre générique est lisse, Supposons que 1

p: X —————>

(5,6.8.1) 1la fibre générique géométrique, munie de la restriction du

module relativement ample Qx(l), satisfait a la condition (LV);

(5.6.8.2) les fleches (5.3.2) sont des isomorphismes pour i # n, et

sont surjectives pour i = n (condition satisfaite en particulier si p

provient d'un pinceau de Lefschetz (¢f, 5.3.4)), Alors, la suite spectrale

de lLeray

. 1.4
b9 HP( PR px2,) HM(X,QL)

dégénere.

Remarque : Le méme théoréme vaut, avec 1a méme démomstration, pour

1
Py remplacé par une courbe projective lisse irréductible quelconque,
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Démonstration. Nous allons jdentifier ,pour la démonstration, le
faisceau QL(I) a QL (possible car on a pris k algébriquement clos).
On peut évidemment supposer X connexe, et p surjectif, donc plat, &

fibres de dimension n-1, Désignons par

2
& € H (X’QL)

la premiére classe de Chern de Soit

%)y

v u-—-~—-—>IP1

1'inclusion d'un ouvert de lissité de p . Par 5.6,8,1 et.5,2.6, les flaches
de cup~produit

g; : v*Rp-l"lp*QL ey v*Rn'1+lp*QL

sont des isomorphismes, pour i = 1, de sorte que, en appliquant le foncteur

Vg s on trouve des isomorphismes (compte tenu de 5.6.8.2) pour i=2

i -1-i ~ -1+
(5.6.8.3) g ¢ R ' oy —=—> & ' 19*% J
et, pour i = 1, un isomorphisme

. =2 ~ n
(5.6.8.4) By ¢ R TpyQ > vvRRp Q.
Cette dernidre fl2che se factorise en
gx fléche

- d'adjonction

(5.6.8.5  ®Zp0, %0, LBV,
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de sorte qu’on a une décomposition canonique
+ind
(5.6.8.6) K@, <—=—— R"%p.q, @ Local®e,

ol 1'on a posé

n n n
(5.6.8.7) Local @ = Rer(R p,Q —> v v*Rp, Q) .

On remarque que le faisceau LocaanL est concentré aux points deilP1

ot 1a fibre de p n'est pas lisse, de sorte que, compte tenu encore de

(5.6.8.3), on trouve

1 w

5.6.8.8) W', " e) —=— W) sz

Démontrons maintenant la dégénérescence, Compte tenu de ce que
Eg’q = 0 sauf pour p = 0, 1,2, il suffit de prouver que les opérations

{-1

d, : H( IPl,Rip*QL) — w?( P, RY sl )

2

sont nulles, Pour ¢ S n -~ 1, posons

. pPsdy n-q  .p,q p,2n-4
(5.6.8.9) Pr1m(E2 ) Ker(gx : Ez’ e Ez’ ) .

Gréce 2 (5,6.8.3) et (5.6,8,6), impliquant 1'injectivité de

L. HP( ml,xn'zp*%) — HP( 1?1, Rlp*QL), pour 4 £n-~1, ona

2
1+E +E +. 4
(5.6.8.10) E5'¢ <-5‘-'~“§-l(--—- Prim (£)°%) @ Prim(Eg’q-z) ® Pﬁm(gg,q-lr) ]
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Pour voir qu'on a

p,q
4

=0 pour q<n-~-1

remarquons simplement que le diagramme commutatif

% O

. Pt P, 2n~-q
Pmm(E2 ) E 2
Ps9q Ps2n-q
4 4
n-1-(g-1)
gP12,9-1 E52( . Ep+2, 2n-g-1
2 ~ 2

(1a flache du bas étant un isomorphisme grace 2 (5.6.8,8)), entratne
que dg’q tue Prim(Eg’q) pour ¢ £ n - 1, et donc, par (5,6.8.10), que
d2 tue Eg’q pour ¢ s n - 1, Par (5.6,8,3), ceci implique aussi que d

tue Eg’q pour ¢ 2 n + 1, Donc ilreste 2 prouver que l'homomorphisme

XVIIT

2

apm Eg’" —_— Ei’“'l
est nul, ou, ce qui revient au mEme, que
(5.6.8.12) dim 8577 < ggn g2t
Nous avons déja démontré qu'on a
(5.6.8.13) dim Eg’q = dim Eg’q pour {p,q) # (O,n), (2,n-1)

et, pour une ralson de degrés,

(5.6,8.14) Eg’q = EE:Q pour tout couple (p,q)
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Par(5.6.8.14), on a

b, (X) = dim Hi(X,QL) =3 dim z‘;’q
ptq=i
et, compte tenu de (5.6.8,13), on a
(5.6.8.15) b . (X) = dim E&™ ! 4 aim 2 ™2 4 dim2?™3
n-1 2 2 2
et
o qi Ol . I,n . 2,n~1
(5.6,8,16) brﬂ-l(X) dim E2 + dim E?_ + dim E3

Par la dualité de Poincaré, on a

= {
(5.6.8.17) b &) =b & .

Remarquons d'abord que, par (5,6.8.8), on a

I,n dim El,n-z

dim EZ 2

]

3

XVIII

de sorte que (par 5,6.8,17) la démonstration de (5.6.8.12) est terminée

une fois connue

(5.6.8.18) dim Eg’“":}‘ = dim Eg’“ﬂ
(5.6.8.19) dim Eg’““l = dim Eg’““l

Or, ces deux formules résultent de (5,6.8,2) et 1la dualité de Poincaré

pour les fibres lisses de p, compte tenu du lemme suivant, appliqué é]Pl

et aux faisceaux Rn-3p*QL et Rﬂ"lp*QL .
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Lemme 5.6.9. (cf, SGA 51 § 5 et SGA 4 XVIII ). Soit D une courbe

propre, lisse et connexe sur un corps k alegébriquement clos, Désignons

pat 1 : ~—> D 1l'inclusion du point générique, et par F un Q%afaisceau

constructible sur D tel que F ~=—> { i¥F . Alors

1 0,n = 10,51 ,
v
o F Ai*((i%F)\’).

Corollaire 5.6,10, (Utilise Picard-Lefschetz), Soit p : X —u ! la

“"fibration" provenant d'un pinceau de Lefschetz, et supposons que les

fibres lisses satisfont 3 1a condition (LV), Alors

i T o i Loy
(5.6,10,1) H (Xﬂ’QL) = Im (H (X’QL) — H (Xn’QL)) .
Démonstration, Par 5.3.4. (qui utilise la formule de Picard-Lefschetz),
5.6.8 s'applique, et donne
i mo_ i,
H (Xn,Q&) = 1Image H (X,QL) .
I1 reste & voir que Hi(X,Q&} et Hi(ngL) ont la méme image dans HI(XE’Q£)‘

Or, cecl est vrai pour isn-l par 5.1.6, et pour izn par 5,2.5,

Passons maintenant au calcul le plus important :

Théoréme 5.7. Sous les hypothdses de 5.6, posant

En-z(A,Qc(j)) = orthogonal dans Hn-z(A,QL(j)) de 1'image de Hn“Z(X,QL(j))

(partie "évanescente" de la cohomologie de A, c¢f, 5.4.4), on a une

décomposition en somme directe (cf, 4.2)

1,n=l_/ 1.1 -n-l ) -2
(5.7.1) B, i @R 0,0)) €= Prin(X,Q) ©ET(5,Q,(-1)) .
R4, g%
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Démonstration, FPar dégénéres-ence on a

1,n-1 . .l _n. 2.n,
E,’ £~ P H (x,%)/ e .f’(, .

On a par (A) :

5.7.2) ¥ EE,Q) = Ker (v i WEK,Q) —> W09

(par 5.1.2) =+ xom: (W(K,0,) & K72 (a,q,(-1) FHRE> vz q,))

Par (LV), k¥ se récrit encore

ne2 m¥Hm¥L+h,,
(5.7.3)  Prim"(X, e, ) @ 12 (x Q{,(-l)) @ H (A,Q (-1)) ————> 8" (%= ,Q )
et la fléche du milieu

(5.7.4) H“'z(x,c%(-l)) ~L H“(x-ﬁ,%)

est un isomorphisme (cf. 5,2.3 et (5.2.2,3)), de sorte que, désignant par
n PR ¢
(5.7.5) @ 3 (X’QL) > Prim (X,Q&)

la projection sur la partie primitive, on a

(5.7.6) F Hn(i,QL) — oS> Prim(X, Q,) o u?

(8,9,(-1)) .
@ £45(=g,2%)

Par (5.6.2.2) et dégénérescence, on a

2 N ~ pl,n=2 n-2 -
(5.7.7) F°H (X’QL) = E, x ,Q&( -1}) .
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D'autre part, 1'inclusion de FZHN(i',QL) = §o?

n o~
(X'n’QL(-l)) dans H (X’QL)
est par la fldche k, de Gysin, ( En toute riqueur, la fléche de Gysin

n'est définie que comme une fl2che

i.2 i -
H (xn,%)) —>H (xxkk(n),%) .
mais compte tenu de ce qu'on a un isomorphisme canonique (SGA 4 XII 5.4)

pour tout corps Kfk algébriquement clos
wx,e) ——> g Ke) |,
*k £
nous espérons que le lecteur nous permettra de tels abus,) D'apres (5.1,3),

la fléche de Gysin s'exprime per

m,, P(~h%)

n=2,. n n-2
H (Xn,(%&(-l)) — (X,Q&) ®H (A,QL(-I)) .

(5.7.8)

Par Lefschetz faible,

my B2 00, @, (1)) = mymt WO

n-2
" A (X,QL(-I)) = L (X,QL(-I))

est l'orthogonal de la partie primitive, de sorte qu'on a le diagramme

commutatif

20,3 I 1.0,
F°H (X,Q{’) FH (X,Q&)

§

(5.7.9) { Kk, @f*@_g*ie:~

0 @ h* n-2

n-2 N
H (x',a,QL(—l)) Prim(X,Q&)Q H (A,QL(-I);

ce qui donne bien (5,7.1), cqfd.
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Remarque 5,7.10, Dans 5,7, 1'hypothese (A) peut-8tre remplacée par celle,

plus faible, que pour q = n, les fléches

(5.7.11) 1®,q) ——> w°@,z%,0,)
et

9.5 9
(5.7.12) H (x,%) —>H (Xn’QL)

alent méme noyau, comme le montre notre démonstration. En 1'absence

de cette condition, la conclusion peut tomber en défaut, cf, 5.9.

5.8, L'homomorphisme de Griffiths,

5,8.,1, Soit f: T —> § un morphisme de schémas, La suite spectrale

de Leray définit une filtration (F') sur les H'(T,QL(j)). On définit

(5.8.1.1) Prim’(1/5,Q,(§)) = Flﬁ’(T,QL(j)).

€race au fait que la suite spectrale de Leray est contenu dans le

"premier quadrant, on a

(5.8.1.2) g0 5 g0

de sorte que

(5.8.1.3) Prim’(T/5,Q, (}) = Ker (H'(T,Q,(})) —> HO(5,R"£,Q,(§)) .

S’QL

Pour la m@me raison, on a

(5.8.1.4) glee ;-—-)*a;" )
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Le composé

(5.8.1.5) Prin'(1/5,(1)) = Fal(1,0,(1)) —> gr'u'(1,q,(3) = 521
FJ/
1, pi-1 1,i-1
H™(S5,R (1)) =g
Re, QI 2
sera dénoté
i, . log -1 .
(5.8.1,6) U s Prim(T,, @, (3)) ——> H(S,R" T£,Q,(5)) .

5.8.2. Soit maintenant X projective, lisse, et irréductible, D = {H,r]
un pinceau d'hyperplansdont 1'élément générique et 1'axe coupent trans-

1

P v P .
versalement X, Désignons par U =3 1P" un ouvert de lissité non vide

de la projection p : X -—>IP1 et soit i‘U = Xx

el

(5.8.2,1) X 0 plu

IPIU . On a le diagramme

commnutatif

X «—% Ry

H <«
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Le morphisme p{U : E‘U -——3> |} étant propre et lisse, on a, par le

théor2me de la spécialisation de la cchomologie (SGA 4 XVI 2.2)

(5.8.2.2) mm%i}u/u,%(j) =Ker(H'(§‘]U,‘QL(j))QH'(X-;],QL(j))) ,

donc, d'aprés (5,2.3,1), on a

Proposition 5.8.2,3. Sous les hypothdses (5.8.2), pour x € Rn(X,QL(j)),

on a l'équivalence

(5.8.2.4) x € Primn(X,QL(j)) ===> g#f*(x) € Primn()?lU/U,Q&(j)) .

Si de plus p vérifie 1'hypothese (A) de 5.3, on a

(5.8.2.5) = € Prin"(X,Q,(3)) <> £*G0 € Prin”®/ P10, () .

Démonstration,(5.8.2.4) est prouvé, Quant & (5.8,2.5), l'hypothése (&)
p¥F
implique que H°( ]Pl,Rnp*QL( 3 —=—> H°(U,v*R"0,Q,(3)), donc[£*(x)

est primitif rel, é]Pla] =3 g#f#(q) 1'est rel, 2 U ,

Définition 5.8.3. Dans la situation 5.8.2, 1l'homomorphisme composs

(5.8.3.1) Prin”(X,,(§)) — > Prin®(U/0,,(3))
Grif "

HI(U,v*Rn—lp*QL(j))

s'appelle 1'homomorphisme de Griffiths (pour X,relatif au pinceau donné DJ.
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Ajoutons au diasgramme (5.8,2,1) la famille constante au-dessus

de U,de fibre X

fxo|U
L F|U > XxU

¥
f
X p|U
P,
pt

—Y oy

(5.8,3.2)

Théoréme 5.8.4, Supposons que X vérifie (LV) (5,2,2), et que p vérifie

1'bypothese (A) (5.3), Alors pour tout U s ml, ouvert de ligsité # (

de p, 1l'homomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe", qui est, par

définition, le composé

(5.8.4.1) Prin”(%,@, (1) —Grif HI(U,v*Rn-lp*QL(j))
1 ~1
1 B (U,v¥R" p,Q, (3))

Hl(U,E

Py (@, (1)) ==

n-1

(expluymt (0,1 (X, @, (3)p

est injectif,
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Démonstration, Par (5.5.1), on a, au-dessus de'ml R

(5.8.4.2) o0, () = B la,e, (1)) o1 @ BV .0, (1)
B, p*LJ 3 &3 ]Pl p*L s

et au-dessus de U, on a

(5.8.4.3) v lo0 (1) = BTR,R () @ vt log (1),

ce qui permet de récrire (5,8.4,1) comme indiqué :

(5.8.4.4) Prim“(x,%(j)) S22 Hl(U,v*Rn-lp*Q&(j))

v ,e, )
p'aprés (5,7.1), la flache (qui n'est défini que grace i 1'hypothdse (A))
1 n-1

(5.8.4.5) u : Prin(X,Q,(j)) ——> H'@ 1" p,Q,)

est injective. La décomposition (5,8.4.2), compte tenu de ce que‘lP1

est simplement connexe, donne
(5.8.4.6) nel o) = atet e, G0

de sorte qu'on peut compléter (5,8.4.4) en un diagramme commutatif

305



- 52 - XVIII

Prin’(x,q, (1)) Grif B (0, v 0,0, (1))

(5.8,4.7) u

v

o B0, (5)) i w0, v 0,0, ()

I1 suffit maintenant de voir que la fléche en bas est injective,ce
qui résulte du fait

-1 R o -1 .
(5.8.4,8) E" p*QL(J) 2 v*y*En p%QL(J)

par le lemme (bien connu !) suivant :

Lemme 3.5.5. Socient v : A —> B un morphisme de topos, et soit F un

faisceau sur A, Alors la fléche canonique

(5.8,5.1) Hl(B,\)%F) — K,
est injective.

Démonstration. Dans une suite spectrale du premier quadrant, on a

(5.8.5,2) E

Donc pour la suite spectrale de Leray

B’ = wP(,rY,F) = wPa,P)
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on a
(5.8.5.3) 00 = wevn =l =lete,n .
Prenant F = v¥E, E un faisceau sur B, on trouve

(5.8.5.4) 1 (8, v*E) > ula,viE) .

5.8.6. Soit L/k(w) une extension finie du corps des fonctions ration~

nelles sur IPI, et posons

(5,8.6,1) S = le normalisé de P' dans L .

Faisons le changement de base S --—>}Pl dans la situation (5,8,3.2)

(5.8.6.1 bis) ¥ <« S{‘S
/ }
X
]

]Pl i

©

Pour tout ouvert VE—Y—> 5 au-dessus duquel pg soit lisse, ou obtient

apr2s le changement de base V ——-t—> ! dans (5.8.3.2),
04" —~
—
(5.8.6,2) X Xy .
£ XPy
X Sxxv
P Py
A
]pl -—Tu oy s
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et on a encore (cf, (5.8,2.3))

* n , N
(5.8.6.3) (o £)* Prim (x,%(j)) c Prim (/g (i) ,
de sorte qu'on peut parler encore de 1'homomorphisme de Griffiths

Grif 1, .n-1 .
5.8.6.4 Prim" (X,Q, (§)) =——mie———> H (V,R Ggn .
( ) m ( QL j pv%ﬂz& j

Corollaire 5.8.7. Avec les notations précédentes, et sous les hypothéses

de 5,8.4, 1'homomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe", i.e. le

composé
(5.8.7.1)  Prin"(X,Q,(j)) Crif > Hl(V,Rn-lpv Q, (1))
*
1 n=l .
H(V,R g, ()
Py, i)

n-1

wl(v, (n wE pu(Q, (1)) =

(txp)* B (v,B""1(X,Q, (1))

est injectif.

Démonstration, Par le théordme de la spécialisation pour la cohomologie,
on a

m

-1 . _ n-1 .
R pV*QL(3)) = {(mw*R p*Q&(J)
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de sorte que par la décomposition (5.8,4.2), (5.8.7.1) se récrit bien

comme indiqué

Prin’(%,Q, (3)) —EE s v, w0, ()

B (v, (r % B0, (1))
I1 suffit donc de démontrer 1l'injectivité de
Prin’ (%, (§)) —————> K (V¢ ™ 570,90, (5))
pour Vc—-—-p-‘—-é S arbitrairement petit, On est ramené au cas

U -**-—\)——-9 ]]?1 un ouvert de lissité de p
“U
VvV ———————> U le normalisé de U dans L .

Du diagramme commutatif cartésien

C 193 g

= e I
=3
=]
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on conelut que

n-1 . n~-1
whTt E p§Q£(3) = MHV*E O*QL

de sorte que (5.8.7.3) se factorise

Prim’(X,Q, (j)) ——> ut(u,v* E“"lp*%(j))

5
Ty

1 -1
B (V,miv* BT 0,8, (3)) .
Or, il suffit, grace 3 (5.8.4), de vérifier que

mgt ¢ BN, B 0,0, () —> mH,mpve £ 0,0, ()

est injectif, Comme Ty : V —> U est fini et plat, la théorie de

~faisceau F sur U

la trace [8GA 4 XVII 6.2] nous fournit, pour tout Q£

(p.ex, F = y¥ En'lp*QL(j)) une application
er v, ) ——>H1(U,F(j))
Ty
qui vérifie
tr, o ™ = deg(ﬂu).id s

ce qui implique 1l'injectivité de H¥*(U,F) ——> H*(V,ngF), et achdve

la démonstration,

310



« 57 - XVIiI

5,9, Un exemple od 1'hypothése (A) n'est pas vérifiéé,

Soit X une surface quadratique lisse dans'PB. Alors X
vérifie (LV) (5.2.4)., Prenons un pinceau {(de Léfschetz, si 1'on veut)
d*hyperplang dont 1'élément générique et 1'axe coupent transversalement X ,
Alors (comme m'a fait observer Deligne) la projection p : X —pt ne
vérifie pas (A). En effet, Rzp*QL n'est pas constant, car les fibres
singuliéres sont des courbes coniques singulidres, donc sont réductibles,
et pour un pinceau de Lefschetz, sont chacun la réunion de deux droites
qui se coupent en un point {clest la définition d'un pinceau de Lefschetz

dans ce cas simple), Donc
dim ( e (fibre sing., @ i) =2
QL L
bien que
, 2 .
dim H™ (fibre lisse, Q,) )=1 .,
QL 4
De plus, 1a conclusion du théoréme 5.8.4 est ici fausse, Désignons par

E EJ un ouvert de lissité # @ de p . Comme les fibres de p

au~dessus de U sont des courbes lisses de genre zéro, on a
1 =
V¥R p*QL = 0
et donc

gl(n,v*alp*%) =0 ,
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de sorte que 1'homomorphieme de Griffiths

Grif

. 2 1 1
Prim (x,%) H™ (U, V¥R p*QL)

est nul, Mais sur une surface quadratique, on a

dim% ( Primz(X,QL) ) =1 .

On voit de mBme que la conclusion de 5,7 est ici en défaut,

6. Application de la théorie locale des cycles evanescents (Picard~Lefschetz).

Proposition 6,1, Désignons par Z une hypersurface dans 1l'espace projectif

T
Ek » ¥ 2 2, k étant un corps_algébriquement clos. Soit

1'inclusion d'une droite qui ne coupe Z qu'en son ouvert de lissité,

et le coupe transversalement., Choissisons un point géométrique 7 de

DO - Do N Z, et désignons par

mod ~
i (DO-D0 nz, 3

le quotient de nl(Do—Do NZ, 3 qui classifie les rev8tements &tales

de b -~ D N Z gqui sont modérément ramifiés en tout point de D, nz .,

Alors
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6.1,1, L'homomorphisme canonique

(6.1.1.1) im0, N 2,5 —> Mol BTz, )
k3

est surjectif,

6.1.2., Chaque choix d'un point géométrique ;; € Do NZ et d'un

Ychemin" dans Do entre x_ et a détermine un homomorphisme

(6.1.2.1) | Z, (1) ———> n‘{“’d

. (0 -D_ N Z,a)
L#car(k) ¢ 0

dont 1'image est "le" groupe d'inertie en ;0 . Prenant le composé

de ce morphisme et de io , on trouve un homomorphisme
#

(6.1,2.2) [T z (1) ———> ﬂ‘f"d(m‘-z) .
2#car(k)

Si Z est_irrédyctible, tous ces homomorphismes sont conjugués entre eux.

Démonstration, Désignons par T le sous~schéma de la grassmanniene formée

des droites dansIPr qui

(i) passent par a

(ii) ne coupent Z qu'en son ouvert de lissité, et l'y coupent
transverselement, par m son point générique, et par in : DT}-—aﬁWE®kk(n)
la droite correspondante (qui est donc une droite "joingnant 2 su paint générique
de]?; "), Choisissons aussi un point géométrique T su-dessus de 7, et

notons par Dﬁ la droite "géométrique" correspondante, Soit o le point T

correspondant 4 la droite donnée D, .
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D'aprés (SGA 1, XIII 2.8), il existe un homomorphisme de
spécialisation (dépendant d'un chemin entre ﬁ et O dans T, donc défini

a conjugaison prés)

mod - % —> o mod -
(6.1.3) i (Da - Dﬁ Nz, a ————-> U (Do - DoﬂZ,a)

tel que l'on ait :
6.1,4, Les homomorphisme (6,1,2,1) de monodromie locale

TT z.,(1) ——> 1, (D -D 12,2
Ltcar(k) 4 1770 "o

s'obtiennent en prenant le composé de la flache de spécialisation (6,1.3)

avec les homomorphismes de monodromie locale pour Dﬁ N

d —.~ =0 mod -
(6.1.4.1) 'T z ) —s ™90 - 0 Z,a) —> ™D -D NZa) ;
L#car(k) t 1 nom 1 ° o

(6,1,5) le diagramme suivant est commutatif

et -2,
i

T

mod -
m (13n - Dn NZ,a) e
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Admettons ceci, et prouvons d'abord 6,1,1. Or, par la commutativité

de 6,1,5, 41 suffit de démontrer que 1'homomorphisme
i= 1 %0 - - 02,3 —> N2,
T 1L n mo 7 1 ’

est surjectif, et pour ceci il suffit de démontrer que 1'homomorphisme

analogue des mn immodérés
- r -
(6.1.6) iﬂ H ﬂl(Da - Dﬁ Nz,a) —> ﬂi@P - Z,a)

est surjectif, i,e, que pour tout revétement étale E —€>EF-Z, avec E

connexe {et donc irréductible,jwruz étant lisse, donc unibranche

(EGA IV 18.10.3)), son image réciproque B~ =E X (D~ = D~ 1 Z2) au-dessus
Ul ]Pr_uz n n

de Dﬁ - Dﬁ N Z reste géométriquement irréductible. Pour ceci, il suffit

d'utiliser la variante suivante du théoréme de Bertini (EGA V .,,.)

(pour la fléche composé E —> P wZ&~>1P", et s = 1)3

6.1.6,1, Théordme de Bertini : Soit k un corps, P = ;, et £: X —>P°

un morphisme non constant, ol X est un schéma algébrique géométriquement
irréductible, Pour chaque entier s < dim f(X), désignons par L, le
sous-espace linfaire générique de codimension s de ¥ . Alors

X, = f—l(Lt) est géométriquement irréductible,

Etablissons maintenant 6,1,2, D'aprés 6.1.4, et la commutativité de
(6.1.5), il suffit de démontrer que tous les homomorphismes de monodromie

locale (6,1.3) pour Da
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(6.1,7.1) I Z,(1) ———> “‘°d(n— D= N 2,3)
L#car(k) i

deviennent conjugués aprds la composition avec 1'homomorphisme

6.1.7.2) M= - b2 02D —> m

(b_~-D_N2za) .
n o m 7’
Pour prouver ceci, remarquons que pour tout K fini et galoisien sur k(m),

k(m < K< R(®, le schéma

def

Dg == Dy X ¥

est un rev@tement étale de Dﬂ , de sorte que DK - DK 1 Z est un revBtement
modéré de D_ ~ D N Z, d'od on déduit une action de ﬂmOd(D— -p NzZ,a)

il i 1 n il
sur le schéma DK N\ Z , Nous prenons K suffisament grand pour que tous

les points de DK N 2 soient K-rationnels, ceci étant possible car

par hypoth2se le schéma Dn N Z est étale sur kin),

I1 reste 2 dfmontrer que le groupe ﬂ (D ~D Nz,a) agit
de fagon transitive sur les points de DK N Z, pour établir la conjugaison

des homomorphismes composés d'inertie locale

mod

TT Z (1) > 1
L#car(k)

(D_-D_NZzZa
nomo

pour les divers points de Dy N Z, Or, 1'action sur DK NZ de
mod(Dn - Dﬂ i Z,;) se factorise par le quotient canonique

mOd(D -p N z,3) —> m(nm = Gal(/k(m)
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et 1'action de Gal(/k(n)) sur KK N Z est celle qui est compatible

avec 1'inclusion
C.......-......;r
D, N2 Iﬁ Xk K R

ot Gal{(/k{(m)) n'agit sur Ei X, K que via le deuxigme facteur, Ceci posé,
on voit que 1'énoncé voulu équivaut 3 ce que le schéma Dn NZn'aqu'un
point (i.e. que c'est le spectre d'un corps).Or, en termes terre 2 terre,
ceci n'est autre que le fait suivant (du style Bertini) (olt 1'on prend
pour Z une équation affine F = O, et on suppose que le point 2 est

l'origine) :

Feit 6.1,8, Soit k un corps algébriquement clos, r =2 2, et

F(Xl,...,Xr) € k[Xl,...,Xr] un polyndme irréductible, Alors le polynBme

G(T) = F (x1 TyoeusX, T) € k (Xl,...,Xr)[T]

est irréductible {en tant que polynBme en T 2 coefficients dans k(Xl,...,Xr).

Ceci termine la démonstration de 6,1.2, cqfd.

Remarque 6.1.9., Une autre méthode de démonstration de 6.1.2, valable
sous des conditions nettement plus généraleg, consisterait 2 s'assurer
simplement d'une compatibilité générale pour les "homomorphismes de
monodromie”, disant que les homomorphismes composés de 6.1.2 sont
conjugués de 1'homomorphisme de monodromie relatif au point générique

de Z (donc sont conjugués entre eux !),
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Corollaire 6,1,10, Soit X une variété projective, lisse et connexe

de dimension n sur un corps k algébriquement clos k, Supposons que

n = dim X soit pair, ou que card(k) # 2. Soit D un pinceau de Lefschetz

pour X, m son point générique, ﬁ un point géométrique asu~-dessus de 7 .

Alors la représentation naturelle de nl(D -pnN i, ﬁ) sur H“'l(xﬁ,qb)

. mod
se factorise par nlo

v
non triviale, alors DN X # @ et le groupe d'inertie en tout point

v —_
(b -DNX, . Si cette représentation est

w
de D N X agit non trivialement,

Démonstration. Si dim (§) < r-2, alor D N § est vide, et il n'y a rien
a4 prouver, compte tenu que']P1 est simplement connexe, Sinon, ; est

une hypersurface dans TP* (XV1I, 3.1.4), et,par 3,2,10 et XVII 3.5,
6.1.1 s'applique {prenant X pour Z, D pour DO). Le fait que 1'action

de m sur Hn°l(xa s Q&) soit modérée a été vue dans la théorie locale,

avec la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4) , rappelée plus bas,

Compte tenu du fait (nom triviall) que HTOd(D - DN g, ) est engendré

par les groupes d'inertie en les différents points de D X (SGA 1 XIII 2,1C),
on a la conclusion voulue, Nous allons utiliser le résultat précédent

pour étudier maintenant la condition (A) de (5,3.5). Rappelons d!abord

le résultat suivant (XV 3.4) , conséquence facile de la formule de

Picard-Lefschetz :
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Proposition 6.2, Soit X une varlété projective lisse et connexe de

dimension n sur le corps aloébriquement clos k, Désignons par D un

pinceau de Lefschetz, m son point générique, ﬁ un point géométrique

au~dessus de m . Alors le pinceau D satisfait 3 la condition (A}

\I
si et seulement si le groupe d'inertie en tout point de D N\ X agit

non trivialement sur Hnﬁl(xﬁ,QL)q

Théoréme 6.3, Sous les hypothéses de 6.2, on a :

(6,3.1) Si o= dim X est impair, la condition (A) est vérifiée pour

tout pinceau de Lefschetz pour X,

(6.3.2) Supposons que n = dim X soit pair, ou que car(k} £ 2, Alors

les conditions suivantessont équivalentes :

(i) D ne satisfait pas 3 la condition (A) (5.3.5)

- Y
(i1) ﬂl(D-D nx agit trivialement sur H' 1(X—,;-],QL), et DNX # @,

v
(1i1) Il existe un point de D N X dont le groupe d'inertie agit

. ne-1
trivialement sur H (XR,QL)e

v
{iv) Le faisceau Rn'lp*QL est un faisceau constant sur D et D NX

est non vide,

(v) Le faisceau Rnnlp*QL18 est un faisceau congtant sur U

(ol U est un ouvert non vide D au-dessus duquel p soit lisse), et

i mp——————

p n'est pas lisse.
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(6,3.3) Si de plus X satisfait 3 la condition (LV) (5,2.2), ces

conditions (i) -{v) sont aussi équivalentes 2 la condition :

(vi) la flache de restriction

n-1 nel
H (X,QL)—-**“}H (Xﬂ,QL)

est surijective (donc un isomorphisme par "le théordme de Lefschetz faible"),

Démonstration., L'assertion 6.3.1 résulte de XV 3.4,

Passons aux équivalences de 6.3.2 ; (i) <> (iii) par 6.2,
(ii) <= (iii) par 6.1.6, (ii) <=3 (v) par tautologie, et (iv) <=3 (v)
par 5,3,4, Enfin, si X satisfait & la condition (LV), 5.6.10 donne

1'équivalence (ii) <==> (vi), cqfd,

Remarque 6,3.4. On voit que la condition (A) ne dépend pas du choix du

pinceau de Lefschetz D, mais seulement de 1'immersion (de Lefschetz)

1 : X —>P" envisagée, C'est en effet clair par (6.3.1) si dim X

est impair, et si dim X est pair, la condition (A) signifie aussi que
le syste2me local sur P° - X formé des Hn—l(x N He, QL) est constant,
comme il résulte du critdre (ii), et du fait que le syst2me local envi-
sagé est modérément ramifié en le point générique de §

et de la surjectivité (6.1,2).

Corollaire 6.4, Sous les hypoth®ses de 6.2, supposons que n = dim X

est paire, ou que car(k) # 2 et que X satisfait 3 13 condition (LV).

Alors il existe un entier do tel que pour d 2 do’ tout pinceau de
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Lefschetz de sectionsde X par des hypersurfaces de degré d satisfait 3 la

condition (A).

Démonstration, D'aprds 1l'équivalence (1) <> (vi) de (6.3.2), il
suffit de voir que, désignant par Y(d) une section hypersurface lisse

de X de degré d, on a
(6.4.1) dim Hn-l(Y(d),QL) > 0 poOUr d =—3 @ .
En effet, on a le résultat précis suivant :

Lemme 6,4,2, Soit X une variété projective, lisse, et connexe de

dimension n 2 1 sur un corps algébriquement clos k, et désignons par

Y(d) une section hypersurface de degré d. Alors il existe un polynfme

£(T) € Z(T) tel que

(6.4,2.1) £(T) = deg(X) T" + un polyndme de degré s n-1

(6.4.2.2) pour d = 1, £(d) = dim H 1 (¥(d), Q) )

Démonstration. D'aprgs (XVII 5,7,5), désignant par C(X) la classe
de Chern totale de X, et par H la premidre classe de Chern d'un hyperplan,

on a la formule suivante pour la caractéristique d'Euler-Poincaré de Y(d)

d H.C(X) : :
(6.4.2.3)  x(¥(d) = | ———— = ; ortet et .
1+ dd i=1 )
X X
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On a, d'autre part, par dualité de Poincaré et Lefschetz faible
(6.4.2.4) x(¥(@) = (D)™ laim 1" (v(e) Q) + 2 PRI w1t x, ).
izl

Mettant ensemble (6.4,2.3) et (6,.4,2.4) donne le résultat voulu,

6.5, Un rappel sur la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4).

Soient S le spectre d'un anneau de valuation hensélien strict
7 son point générique, a un point géométrique

au-dessus de 1, et s son point fermé, Soit
p s X~~————>S5

un morphisme propre, avec X un schéma régulier connexe de dimension n,
tel que p est lisse en dehors d'un point x, point qui se trouve dans
la fibre spéciale, et qui est une singularité quadratique ordinaire
de la fibre spéciale,
Désignons par I le groupe d'inertie de S en s, On sait
(XV 3.4) que I agit trivialement sur Hi(xﬁ’QL) pour i # n-l,

et que son action sur l-In"1 (XE’Q&) est donnée par les formules suivantes :

6.5.1. 8i n = 2m+l, alors I agit & travers un quotient isomorphe 2

Z /2Z (NB, si car.k # 2, il y a un seul tel guotient). Il existe un

n=1

élément § € H (xﬁ’QL( m )), uniquement déterminé au signe prés, qui

s'appelle le cycle évanescent en le point s, tel qu'on ait
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m 2n-2 ~
(6,5.1.1) 5.5=(~1) 2 dans H (xﬁ,oz&(n-z)) e
(6,5.2.2) 1'élément non trivial o de Z /2Z agit sur Hi(Xﬁ,QL) par
la symétrie

g x= x - (-1)T(x8)8

{1'é1ément x .6 est dans Hzn_z(x-ﬁ,QL( m) Qz(-—m), done le

produit (x,8)% définit un &lément de Bnd(X—ﬁ,QX/)J

6,5.2, 81 n=2m+ 2, alors 1 agit & travers son quotient canonique

n~-1

Eé(l). 11 existe un élément & € H (Xﬁ’QL(m) , élément canoniquement

déterminé au signe prés et qui s'appelle le cycle évamescent en le point s,

tel que 0 € ZL(D agit sur ¥ € Hn-l(X-ﬁ,QL) par la transvection

(6.5.2.1) a(x) = x - (-1)" 0.(x.8)8

2n-2

[Le produit x,, est dans H (XT]’QL(m) = Qz(-—md), done son

produit par o € ZL(I) définit un élément 0,(x.8) € QL('m) , et cet

n-1

élément, multiplié par 5 ¢ H (X?\’QL(m) donne 1'élément

n-1
0.(x.8)8 € H (Xﬁ’%)']

Reprenons le cas global :

Théoréme 6,6. Soit X une variété projective lisse et connexe de dimension

n sur un corps algébriquement clos k, On suppose n pair ou car k # 2,

Soient D un pinceau de Lefschetz pour X, 7 son point générique, 7‘\ un
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v
point géométrique au-dessus de 7, et S15eeesSy les points de D N X,

Choisissons par chaque i un isomorphisme Li entre n et le point

générique géométrique de si = le hensélisé strict de D en s de

i »

s . n-1 . :
sorte que le groupe I, d'inertie de 61 en Si agit sur H (Xn’QL(J))

et définit le cycle évanescent (6.5) en s

1
- 1 5 n inpair
5, € X, q (), m = 2

n . :
- -1 8i n pair .

mod

Vo
On suppose les Li choisis de telle facon que les If: = ﬂi (p-D N X,7)

engendrent topologiquement le groupe ﬂl {ce qui est possible, en vertu

de SGA 1 XIIT 2.10), Ceci posé, on a :

6.6,1, B5i X satisfait 3 la condition (LV), 1l'espace de cohomologie

évanescente En_l(Xﬁ,QL(m) ( i 1'orthogonal de Hnnl(X,QL(m)) dans

Hn~1(Xﬁ,QL(m), cf. 5.4.4) est engendré par les cycles gvanescents
33

y 1%l,...,N

i

6.6.2, Les cycles évanescents 61 sont conjugués, au signe prés, sous

v
le groupe de monodromie globale ﬂi(D - D NX.

Démonstration, Pour prouver 6.6.1, notons que, par la formule de

v
Picard-Lefschetz 6.5, on a, posant 1 = 1, (D - D N X), et grice au

1
fait que les Ii engendrent T ;
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]

(6.6.3) H“'l(x—,q (™ 1'orthogonal dans Hn‘l(x-,Q (m})
L n L
du sous-espace engendré par les 61 .

Par 5,6,10, on a

[

(6.6.4) Hn-l(X;-},Q&(m)YT m(an“l(x,%(i))) ,

de sorte que prenant les orthogonaux des deux membres de (6.6.3), on
trouve 6,6.1,

Pour prouver 6,.,6,2, on remarque simplement que le cycle
évanescent 51 est déterminé au signe prés, par la représentation du

groupe d'inertie en s, , Donc on n'a qu'a appliquer 6,1.,2, qui donne

i

la conjugaison dans od gt

1 - X,m) des homomorphismes d'inertie composés

z (1) —> n (D—an ™

T{mod
1

vy VMo
(¥ -X,mw .
Ceci donne la conjugaison (3 signe prés) des cycles évanescents qu'ils
Vo
déterminent, par des éléments de TT (]P - X, 1), et la démonstration

s'achdve par 6.1.1, qui donne la surjectivité de

mod (

u D-Dﬂx)-—---—->n (IP-X) .
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Corollaire 6.7. Sous les hypothéses de 6.6, supposons que X satisfait

a2 la condition (LV), Alors :

v
6,7.1, La représentation de ﬂi(D - DNX) sur En'l(x??QL) est absolument

irréductible,
V4
6,7.2, B8i n est pair, tout sous-groupe d'indice fini dans ﬂi(D -DNX)

agit de facon absolument irréductible sur En-l(Xﬁ,QL).

Démonstration, On peut évidemment remplacer le module envisagé par le

tordu E = En_l(XE,QL(m). Soit E = E ® ﬁz'et soit  un élément # 0 de E.

Q
L
Pour démontrer 6.7,1, il faut prouver que le sous Q& ~vectoriel de E

engendré par Y et ses conjugués sous T est E tout entier. D'apr2s 6.6.1
et 6.6.2, {1 suffit de prouver que ce sous-module contient un des cycles
évanescents éi . Mais comme ¥ satisfait (LV), la restriction de la

N Hn—l

forme de cup-produit i (X,Q&(m))c;——- Hn-I(Xﬁ,QL(m)) est non

dégénérée, donc aussi la restriction i 1'orthogonal En'l(XE,QL(m)), donc

en vertu de (6.6,1) il existe au moins une valeur de i telle que llon ait :

x.By $#0
Pour cet i, il existe par 6.5 un élément o du groupe d'inertie en 8y
tel que
(6.7.3) 0;{(x) - x = un multiple non nul de 8y »

ce qui ach2ve la démonstration de 6.7.1.
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Quant & 6,7.2, on a n=1 impair, donc 6.8 = 0, et pour toute puissance

k.,iéme de ¢, on a, en itérant 6.5.2,

i
(6.7.4) Ky = X +ko,(x.8,) 6
v i i vi i *

Donc un sous QL—module M de E est stable sous l'action de 11 si et seulement
il 1'est sous un sous~groupe d'indice fini, car les deux conditions

équivalent & la condition

x €M ===>1V tel que le cup-produit ¥.5 # 0, alors &, € M.

Donc on est ramené A 1'énoncé 6.7.1 déja prouvé,
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