
SGA 7 

E X P O S E XXII 

UNE FORMULE DE CONGRUENCE POUR L A FONCTION 

par N. KATZ 

O. Introduction 

Soit X un schema propre sur ~ . Sa fonction z~ta, consid4rSe 
q 

cormme 414ment de ~[[T]], peut-~tre r~duite modulo p ; on veut is calculer 

modulo p. On trouve une expression du type auquel on pouvait s'attendre 

depuis les formules de points fixes du type "Woods Hole", comme produit 

altern4 de polynOmes caract~ristiques d'un "Frobenius ~ convenable agissant 

sur l'un quelconque des trois espaces de cohomologie suivants : 

I) la cohomologie coh4rente Hi(X,Ox ) (3.1.1) 

i i 
2) la cohomologie de De Rham HDR(X) =~ (X,~) (3.1.1) 

3) 18 cohomologie ~tale H~t(X,~/p~) (3.1.2). 

Cette expression doit ~tre vue cormne une amelioration dlun cas special de 

la formule des traces de Woods Hole : celui du faisceau structur61 et de 

lWendomorphisme de Frobenius. Ce cas est, en effet, un corollaire de la 

formule de congruence (cf. 3.2.1). 

La mSthode de cet expos8 est compl~tement naTve ; elle consiste 

se ramener au cas dtune hypersurface, ensuite ~ ~duire modulo p" 

401 



- 2 - XXII 

le calcul de DWORK pour la vraie fonction z~ta d'une hypersurface. En 

"r~duiaant" soigneusement, on trouve l'am~lioratlon 5.0.6 due A AX [I] 

(et ~galement ~ DWORK dans le cas lisse [4, § 7])du th4or~me bien connu 

de WARNING-CHEVALLEY [8]. 

Une autre m~thode, enti~rement cohomologique et dans l'esprit 

de SGA 5p slappliquant ~galement ~ des "coefficient tordus"~ vient dt~tre 

trouv~e par DELIGNE, et devrait figurer dans la r~4dition de SGA 5 ; elle 

repose sur la formule des traces type "Woods Hole", et la"formule de 

K~nneth sym4trique" de DELIGNE (SGA 4 XVII 5.5.21). 

i, Un rappel sur les operations "p-lin~aires" 

I.O. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k de 

caract4ristique p > O. D4signons par q une puissance de p. Una application 

(i.0.I) ~ : V > V 

s~appelle q-lin~aire si elle additive et si elle v~rifie 

(1.0.2) ~0(~v) = kqq0(v) V ~ E k, v 6 V . 

1.0.3. On fera attention au fait que l'it4r4 n'i~me q)n d'un endomorphisme 

q-lin~aire est qn-lin~aire, et que, si k n'est pas parfait, leimage [Q(V) 

d'un endomorphisme q-lin~aire n~est pas n4cessairement un k-sous-espace 

vectoriel. 

1.0.4. Pour chaque extension K/k, un endomorphisme q-lin~aire ~ de V 

donne lieu ~ un unique e~domorphisme q-lin4aire ~K de V K = V~kK, satisfsisant 

la formule 

(1.0.5) ~K(~ ® v) = ~q~(v) pour U E K, v E V. 
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1.0.6. On dit qu'un endomorphisme q-lin~aire ~ de Vest semi-simple 

si son image eng~ndre V conm~ k-voc~oriel, et qu'il ~st nilpotent 

slil admet un it~r@ nul~ 

On d~finit des k-sous-espace stables par 

(1.0.7) V 
SS 

= rh 
nml 

(le k-sous-espace engendr@ par q0n(v)) 

= ~ (le noyau de n : V ) V) 
(i.0.8) Vnilp n m I 

& Vnilp 

Evidermment, ~ restreint & Vss est semi-simple, et ~ restreint 

est nilpotent. S~ k est parfait, on a 

(1.0.9) V = Vss • Vnilp , 

mais, si k n'est pas parfait, (1.0.9) devient inexact, car il y a des 

endomorphismes q-lin~aires qui sont injectifs sans 8ire semi-simples. 

Pour une extension K/k quelconque, on a 

(i.0.I0) (VK)ss = Vss ~k K 

Proposition I.I. S£i t ~ un endomorphisme q-lin~aire d'un espace vectoriel 

V de dimension finie sur un corps s~srablement clos k. S i ~ est. semi-simple 

alors, posant 

V I-¢p = les ~ -vectoriel form~ des points fixes de 
q 

= Ker(l-~), 

on a 

(i.I.i) V < (vl-q°) ®IF k 
q 
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Corollaire 1.1.2. V l-lpn < ~ (VI'KP) ®IF ~qn . 
q 

D4monstration. (LANG, el. [6], p. I19). 

Soit e une k-base de V, et ~crlvons 

(1.1.3) ~(~) = A~ , A E GL(n,k) 

D4signons par 

(1.1.4) F : GL(n,k) > GL(n,k) 

la fl~che "41@vation des coordonn4es ~la q'i~me puissance", Alors pour 

g 6 GL(n,k), g~ est une base de V form4e de points fixes de ~ si et seu- 

lement si 

-i 
(1.1.5) F(g) A g : i 

D~signons par [une cloture alg4brique de k. Le groupe GL(n,~) agit sur 

la varidt~ GL(n,~) par 

(1.1.6) I GL(n,[) X GL(n,~) ...... > GL(n,~) 

(g,A) I > F(g)Ag -I 

Pour A fix4, la fl~che 

-I 
(1.1.7) g l > F(g) A g 

est 4tale comme on voit en calculant son application tangente, donc les 

orbites sont ouverte$.Cormue GL(n,~) est irr4ductible, il nWy a qu'une orbite ; 

autrement dit, la fl~che 

(1.1.8) G!(n,~) > Gl(n,~) 

g > F(g-l).g 
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est surjective. Parce qu'elle est aussi 6tale, il s'ensuit, k 4tant s6para- 

blement clos que la fl&che 

(1.1.9) GL(n,k) .... 9 GL(n,k) 

g > F(g-l).g 

est surjective, ce qui veut dire que V admet une k-base form4e des points 

fixes de ~. II est alors clair, ~ 4tant q-lin4aire, que tout point fixe de 

se trouve dans le ~ -vectoriel engendr4 par une k-base form4e des points 
q 

fixes de ~, ce qui prouve I.I. 

Corollaire I.I.I0. ~oit ~ un endomorphisme q-l in, sire d'un espace vectoriel 

V de dimension finie sur un corps s~parablement clos k. Alors on~a un iso- 

morph.isme eanonique 

(i.i. II) Vss < ~ V I-~ @~ k 
q 

Ii suffit en effet d'sppliquer i.i & V 
SS 

Prooosition 1.2. Soit ~ un endomorDhisme q-lin4aire d'un espace veetoriel 

de dimension finie sur un cords s~arablement clos k. Alors l'applicatio n 

additive 

1 -£0 : V .... >V 

est sur~ective. 

D~monstration. On a une suite exacte de groupes ab~liens 

O > Vss > V > V/Vss > O, 
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sur laquelle agit 1 - ~. Par le "lemme du serpent ~', il suffit de traiter 

Vss , ~vident par i.i en employant une base form4e des points fixes, et 

V/Vss , sur lequel ~ est nilpotente, donc sur lequel i - ~ est inversible. 

2. C ghomolo$ie coh~rente et eohomolo$ie ~tale 

Proposition 2.0. Soit ~ un schema propre sur un corE.s k s4parsblement clos, 

et d~signons par 

(2.0.1) ~ : H'(~,@~X) '> H'(~,~X) 

l'application p-lin~aire induite par 

(~.o.2) ~p : +fx 

D~sisnons par 

> ~XX ' WUp (f) = fp 

Het(~ , 2Z /p 7z) 

les ~rouDes de eohomologie....Jtales ~ coefficients d.ans le faiscesu constant 

/p Z~ Alors on a des is0morEhismes canoniques : 

(2.0.3) Hit(~,~ /pZ8 ) "~ (Hi(~,@~X))I-~ 

D~monstration. On a une suite exacte de faisceaux sur 
et" 

(2.0.4) O > ~ /pZg > ~X !-~ > ~ ...... > O 

qui donne une suite exacte de cohomologie 

i -- F > i -- (2.o.s) ... > Rit(L=/p= ) > Het(X'~ ) 1-~_ Het(X,~xx) > ... 

i ~ i- 
On 8 Her( ,~X ) N H (X,~X) ; c'est un k-vectoriel de dimension finie 

4rant propre. En appliquant 1.2, on trouve des suites exactes 
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(2.0.6) O > P.it(x,~ /D~ ) > Hi(~,~ ) 1-~,p> Hi(~,~X) > C , 

¢qfd. Utilisant i.i. IO, on conclut de (2.0) : 

Corollaire 2.1. Pour ~ propre sur u n corps s~parablement..elos ~ k, 

i -- .~ -- H~t(~,~ /p~ ) % k (2.1.1) H (X,(~V)ss < 
P 

2.2. Soit maintenant f : X > Spec(~q) un scheme propre sur ~q. 

D~signons par k une cloture algdbrique de ~q~ et posons 

(2.2.1) ~ = XXIF k 
q 

Le fsisceau ~tale Rife(2Z /pZg) sur Sp(~q) s~iJentifie 

Hi(~,ZZ /pZg ) , vu cormae Gal(k/ IF ) module. D~signons par 
q 

7 4 
(2.2.2) ~ : H'(X,8 X) % Hi(x,:$X ) ~q 

l'op~ration lin4aire (elle est q-lin~aire, mais on est sur~ I) indui~par 
q 

(2.2.3) 5q : @X >@X ' 5q(f) = fq . 

PKoposition 2.2.4. D~si~nons nar ~q E Gal(k/ ~q) Ir~l~ment de "Frobenius', 

~q(k) = k q et soit i C ~ . On a.~me identit~ de polyn~mes caract~ristiques 

(2.2.4.1) det ~ (l-t~0; I ,.i .~ .i ~et (~,Z~ /p•)) = detlF (l-t ~qlH (X,~x)) 
P q 

-I 
o~ le premier membreest le oolynOIne caract~_ristique de l~l~ment ¢pq d a~s 

171(Sp@Fq)) agissant sur le module galoisien Hi(~,ZZ /p~ .  

En effet, 2.2.4 est un corollaire de la 
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Proposition 2.2.5. Soit X propre sur Spec( • ) 
q 

canoqique 

• II y aun isomorphisme 

(2.2.6) Hi(X,@x)ss%~ k ~ l~elt(~,Zg /p2g) %7 k 
q P 

qui t ransforme l'automorphisme ~q~ k du premier membre en l'automorphism ~ 
q 

~0ql~ k ~u second (qu'on peut aussi interpreter comme l'endomorphisme 

fr~ W ~k, o~ frX : ~ ...... > [est le k-endomorphisme de Frobenius. 
-- q ....... 

P 
cf. SGA 5, XVIII, 2.3.4)• 

D4monstrntion. Compte tenu de ce que 

(2.2.7) H (X,~X) ~ H (X,~ X) ~IF k 
q 

on a, par 1.0.I0~ 

i 
(2.2.8) Hi(~,f~X)ss ~ H (X,@x)ss ~ k , 

q 

de sorte qu'on obtient l'isomorphisme 2.2.6 enc=nposant les isomorphismes 

2.2.8 et 2.1.I. 

Compte tenu de 2.2.7 l'op~rstion q-lin~aire 

i ~ i 
(2.2.9) ~q : H (X,:3 X) > H (X,~ X) 

admet une extension q-lin~aire (cf. 1.O.5)) 

(2.2.10) ~q : Hi(~,~) > Hi(~,~X ) , 

et admet aussi une extension k-iin&aire, not4e encore ~q 

: i -- 
(2.2.11) ~q Hi(g,~X ) > H (X,~) 
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On d~siBne par 

i -- ~ i -- H (x., ~x-) (2.2.12) ~q : H (X,r~X) ~ . 

f~x ~ ~ Les op4rateurs l'op4ration q-lin~aire dont les pointes fixes sont ~ , , X'" 

~q, ~q et ~ moyennant (2.2.7), s'4crivent aussi ~q~ idk, id~q, ~ ® ~k' Uq' 

done commutent entre eux, et on s 

et ils comrautent tous ~ ~p , de sorte que ~q et ~q agissent sur Hi(~,f~x)l-~q 

et sur Ri(X,~X)I-~ p. Or, ~q et ~q sont des inverses l'une g l'~utre %ur 

Hi(~,~x)l-~q, par (2.2.13). Donc l'opdrstion de ~q sur 

Hi(~,~X)ss --~ Hi(~,~x)l-~q ~ k (cf. I.i. II) 
q 

est l'inverse de l'oD~ration de ~q®k sur 

Hi(x,~X)I-~q ~ k 
q 

Ecrivant 

(2.2.14) Hi(~,~x)l-~q ~ ~- ~ 1-% (x,~ X) %~q ' 

I ' automorphisme q)q de H(X/9~) 1-% devient, via 2.2.14, i ' automorphisme 

~0q @]Fq de ~i(X,~X)I-% ~ IFq, de sorte que l'automorphisme ~q~k de 
D 

Hi(~,~X)ss devient, via 2.1.I, l'automorphisme ~0q~k de Hist(X, ZZ /pZ~ )~F ~' 
P 

ce qui ach~ve la d~monstratfon (2.2.5). 
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3. La formu!e de cqq~ruence:4non94s et 4quivalences 414mentaires 

Je tiens ~ remercier Grothendieck et Deligne pour m'avoir expliqu~ les 

variantes (6.1.2), (3.1.1.2) et (3.1.3) de (3.1.1). 

3.0. Soit X un schema de type fini sur IF . On d~finit le degr~ d~un point 
q 

ferm~ y E X com~e le degr4 de son corps r6siduel ~q(y)/~q. On d~ffnit la 

fonction z~ta de X/IF comme 6_14ment de~[[t]], par la formule (cf. aussi 
q 

SGA 5 XIII 3.1) 

(3.0.1) Z(t,X/IFq) = I~ (i - tdeg(y)) -I 

Y 

Par la "fonction z~ta modulo p" on veut dire toujours l'image de 

~,-~q) Z( ~ ":" dans IFq[[t]] par la fl~che de "r~duction modulo p ~. [[t]]" 

~z [[t]] > i~q[[t]] 

Thgorgme 3.1. Soft X un schgma propre sur ]Fq. Alors 

(3.1.I) z(t,X/iFq) ~___ ~ det (1-t ~qIHi(X,~x)) (-l)i+l 
i_>o 

rood p 

o__uu , ce qui est ~quivalent par (2.2.4). 

(3.1.2) 
• (-i) i+i 

Z(t,X//Fq) ------ II det(l-t ~0qll Helt(X, Zg/p~ )) mod p 
ieO 

Corollaire 3.2. Soit X un schema propre sur IF . - -  q 

Alors 

(3.2.1) Z (-I) i trace(~qlHi(X,@x)~X~ ) .  mod P 
i~O q 

o u, ce qui est 4~uiyalent par (2.2.4) 
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(3.2.2) ~ (-l)itr(~zl1~t(~,~/p~ ))--__--~X~q) ~,~o~I p 
leo 

On prend les coefficients de t dans les congruences (3.1.1) 

et (3.1.2). 

_ i ~: Th4orAme 3.3. Soit X u.n.sch~ma ' propre sur ]Fq on d~si$~e p~l- }DR(X/IFq) le__~s 

• q-vectorielslqi(X,%~/lFq), sur lesquels ~q a$it. O1% a 

(_z) i+ I  
(3.3.1) Z(t,X~/Fq)~___ ]~-det (l-t ~ IHDR(X~F )) nod p. 

En effet, utilisant la suite spectrale 

(3.3.2) 
q 

sur laquelle _ ~q agit (via l'endomornhisme ~ ~q = fr x~ d~duit de frX:x >X) en 
p q 

tuant ~P'q pour q # O, on voitqua (3.3.1) 4quivaut ~ (3.!.I). 

Donnons u~i petit compl4ment. 

La formation de is '~partie semi-simple '~ (cf. 1.0.7) 4rant un foneteur exact, 

on d4dult de(3.3.2) une suite spectrale 

(3.3.3) (EIP' q) SS > HPRq (X/JFo) s 

Com~e (E p'q) = O pour q # O, on en d~duit pour tout { un isomorphisme 
1 ss 

(3.3.,O ~(X~-q) ~ > i:i(X,ax)ss 
com~nutant ~ [~q, dSo{i 

(3.3.5) t i -  v IT-:-" (X/~)) = det (l-t ~qlX t~,,@X)) det(l-t ~q,_~DR "-q 
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Th6or~me 3.4. Solt X un s ch4ma s6:~ar4 de t~pe finl s::r Fq. Alors d6signant 

U i la cohomologie 6tale ~ suppor~pro reS(SGA 4 )[VII 5 1.9 (iii)), on a ~a._..Er~ e . . . . .  P 

~I " (-I) i+l 
(3.4.1) Z(t,X/IF )_~ det (l-t IH~(X,~ /p~ )) mod D. 

q i~O 

Commen~ons par d~montrer l'~quivelence de (3.4.1) et (3.1.1). 

Ecrivons, pour le moment 

(3.4.2) 

(3.4.3) 

Z(X) au lieu de Z (t,X/~F) q 

Z'(X) au lieu de I] det(l-t q0qllHc(X,Z~ /pZg )) (-I)I+I 

Len~ne 3.5. S__!i [Ui} est un recouvrement fini de X par des sous%sch~mss ouverts 

on a 

(3.5.1) z'(x) = : [ z'(u. N...nu. ) 
i i. 

.~n o j j~O l£io<...<i j 

(-1) j 

D4monstration. R~sulte facilement de la suite spectrsle de loc81isation 

(SGA 4 XVII 6.2.10) 

E: a'b = ~ Ha(:. r]...~. ,ZZ /pZ~ ) ===>H-a+~:,ZZ /pZZ ). 
io<...<ib c Io Zb c 

On p e u t  a u s s i  l ' o b t e n i r  p a r  r ~ e u r r e n c e  s u r  n ,  e n  a p p l i q u a n t  3 . 6  c i - d e s s o u s .  

Lermne 3.6. S_~i U est un ouvert de X, Y le ferm4 X-U, 

(3.6.1) Z'(X) = Z'(U) Z'(Y) 

D4monstrstion. R~sulte de la suite exacts de cohomologie 

H~(:,m/p~ ) > H:(~,m~ /p= ) ........ > H:(Y,m /pro ) ....... (3.6.2) ---> 
C 

> 
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Lemme 3.7 (Moebius). Soit Bun ensemble fini, {Ai] un recouvrement fini 

par des sous-ensembles. Alors 

(3.7.1) card(B) = Z (-I) J Z card(A, n...PA~ ) 
j~ i <...<i. lo -j 

o j 

D~monstration. On a la suite spectrale de Leray pour la cohomologie 

rationnelle de l'espace discret E et le recouvrement ouvert [Ai} 

E~ 'q = O HP(A. N.°.f~A. ,Q) ~ HP+q(B,~) 
i I 

q o q 

et on calcule la caract~ristique d'Euler-Poincar4 de B. 

Lemme 3.g, S_~i {Ui} est un recouvrement fini de X par des sous-sch4mas, 

alors 

(-i) j (3.6.i) Z(X) = ~ I] Z(U, N...~U. ) 
j~O i <...<i o 

o j 

D4monstration. On a la formule 

(3.8.2) card(X(]F n)) = I r.card[y E Xldeg(y) = r] 
q rl n 

qui entralne 

o (3.o.3j Z(X) = ex< ~ card(X(]F n)) tn ~ 

n~l q n ' 

et on ccnclut par 3.7.1. 

Lemme 3.9. Supposons que la formule (3.4.1) (ou ce qui revient au m~me, 

(3.1.2) ~.!. (3.1.1)) soit vraie pour X une hypersurface projpctive. Alors 

@lleest vraie pour tout X s4par4 de type fini. 
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D~monstration. Par 3.8 et 3.6, (3.4.1) est vraie pour le compl~mentaire 

d'une hypersurface, ]pn-H. Compte tenu de ce que ~(]pn-H.) =]pn . U H. est 
i i l 

e~core le compl~ment dlune hypersurface, le recouvre~ent ouvert 

~pn-Hi} de ]pn _ n H i permet d'appliquer 3.8 et 3.5 pour d~duire (3.1.3) 

pour ]pn _ ~ Hi . Par 3.8 ct 3.6, (3.4.1) est vrai pour N Hi, i.e. pour tout 

X projectif. Une nouvelle application de 3.8 et 3.5 donne 3.1.3 pour tout X 

quasi-projectif, en particulier pour tout X affine. Finalement~ pour X 

s4par~ de type fini, on prend un reeouvrement fini par des ouverts affines, 

et on applique 3.8 et 3.5. 

4. Le caleul de la fonction z~ta d'une hypersurface ~ Is Dwork 

4.0. Soit 

(4.0.1) f(X) = f(X I .... ,Xn+ 2) E ~q[X] homog~ne de degr4 d, 

dont l'annulation d4finit l'hypersurface V c~n+l, et d4signons par V* 
n+2 

l'ouvert de V o~ ~ X. est inversible, V* le c~ne affine de V*. 
i= 1 l aff 

Choisleaoms un caract~re additif non-trivial 

(4.0.2) X : ]~qV ....... > ~p(C), 

C ~tant un corps alg. clos fix4 de car. nulle (p.ex. C = ~), de sorte 

quVon a 

(4.0.3) pour X 6]Fv E X(xY ) = 5qVr si ~< = 0 

q y~Fqv [ 0 si X # 0 

Pou~ x -  (x I . . . .  x~+ 2) 6 ~ v  )n+2 • ,on a donc 
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(4.0.4) i 
Xo6 ]F~v X•o•FqvX(Xof(X)) 

] fqV si f(x)=o 

X(Xof(yO) = = 

L 0 sinon . 

En sommant (4,0.4) sur I 6 (]F~M)r~2 on obtient 

(4.0.5) card V~f f (~q V) = i > )n+2[ I 
q~a x E OFq~ 

et, compte tenu de ce que 

+ ~ X(Xof(X)) } 

o ~ q  - 

(4.0.6) 

(4.0.5) se r~crit 

card V~ff(]Fq~) = (~M-I) card V~(]Fq~) 

i > (4.0.7) (q~-l)cardV~(]Fq~) = (q~-l)n+2 + • -X(xff (x)) ~..)n+3 o " qV qv (Xo,X)C( $, 
Ecrivons explicitement la forme f(X) comme somme de mon6mes 

(4.o.8) f(x) = E a x w , 
w 

o~ 

w = (Wl,...,Wn+ 2) avec Z w i = d, X w dfn~ X~ I ... Xn+2Wn+ 2 

de sorte que (4.0.7) se r~crit 

(4.0.9) (~i) card V*( Fqv)= 
q V + qV (Xo,X) E(]Fq~ +3 w X(awX°xW)" 

4.1. II faut maintenant expliciter notre '~caract&re additif ~ valeurs 

en caraet~ristique z~ro".On a envie de prendre simplement 

tSF (x) 
v/iv(x ) = gp qvlm P (4.1.0) X : x i----~ exD(2~ i tr IFq 

P 
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D~signons par 

(4.1.1) 

(4.1.2) 

la cloture alg~brique de @p 

ord : ~ .......... > Q l'ordinal, normalisfi par ord(p) = I 

(4.1.3) ~p E ~ une racine p-i~me primitive de l'unit4. 

On constate (cf. [2]) qu'il existe 

1 
(4.1.4) ~ E @.p(~ ) , ord(~) = p-i 

n 

rT p 
(4.1.5) tel que E - -  = 0 , 

n 
n2f} p 

(NB. On c o n s t a t e  a u s s i t ~ t  que le  p remier  membre converge dans Qp(.~p).) 

On d4finit l'expenentielle d'Artin-Hasse 

n 

( 4 . 1 . 6 )  E(X) = ex~0 X - - [ ) E  Qp[[X]] 
p 

qui, oh miracle, se trouve dans ~ p[[X]]. On d4finit 

(4.1.7) ®(X) = E(~ X) , 

dont les propri4t~s fondamentales sont r~sum4es dans le lemme suivant : 

Leone 4.2. 

X n B = 1 A I = F ord(B ) ~ ..n (4.2.1) ®(X) = E B n ' o ' n p-I 

(4.2.2) ®(i) = ~p, une racine p'i~me primitive de l'unit4. 

(4.2.3) Soit t E Q , et supposons que, pour un entier a > O donna, 
a 

D 
t = t" ( i . e .  t e s t  un ~'repr~_sentant de TeichmII l le r"  darts N~(1F ) c ~-?). 

a-1 tP j q 
Alors ~ C ~ZD, de' sorte qulon peut d~_finir la s~rie formelle 

j=O 
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a-Iz t pj 

(®(X)) J=O et on s une identit~ de s~ries formelles 
a-i 

a-i 
(4.2.3.1) ~ ® (tPJx) = (®(X)) j~O tj 

j=O 

D~monstration. Compte tenu de ce qui E(X) 6~p[[X]], (4.2.1) se d~duit de 

la d~finition. 0uant ~ (4.2.2), on a 

{4.2.4) log (®(I)) = O par le choix de ~ (4.1.5) 

et 

(4.2.5) ord (®(i) -I) = I ..... par (4.2.1). 

p-I 
n 

Par (4.2.4), il existe un entier n ~ 0 tel que e(1) p = i, (c'est la 

caract~risation du noyau du logarithme) et (4.2.5) entralne que n = I. 

Quant ~ (4.2.3.1), en prenant les logarithmes, il r4sulte d'un calcul 
a-I 

~vident, une fois prouv4 que l'on a bien Z t pj E ZZ . Or on voit aussit~t 
• j=0 P 

que lest p2 (0 -< j ~ a-l) sont les conjugu4s de t E ~I(~F a ) sur Z~ , done 
P q 

a-I tP j 
Z = TrW'--~U~ )/m (t) E 2Z W 

j=O a p P 
q 

En prenant is valeur en X = I des deux membres de (4.2.3.1) nous 

trouvons le 

8 

Corollaire 4.3. Soi t t E ~ v6.rifiant t p = t. D~signons par ~ E IF s 

P 
sa classe r4siduelle. Alors on a 

(7) a-i " tr~F /IF 

(4.3.1) [l ® (t p3) = ~ pa P 

j=O P 
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4.4. Rappelons que le corps r4siduel de l'anneau des entiers de Qp(gp) 

est IF . Soient 
P 

(4.4.0) K = l'extension non-ramifi~e de ~p(gp) ~ corps r~siduel ~q, 

(4.4.1) T E Gal <K/Qp(gp)) le "Frobenius", i.e. l'automorphisme 

se r~duisant suivant l~automorphisme de Frobenius de ~q/IFp, x; > xP~ 

(4.4.2) Soit F(X) = ~ A W X W le relfivement en K[Xl; .... Xn+2] de 

f(X) dont les coefficients v~rifient ~ = ~4 " Mettsnt ensemble (4.3.1) 

et (4,0.9), on trouve (compte tenu de la definition (4.1.0) de X) : 

Qq~l) card V~@F ~ - (q~l)n+2 
q 

q 

(4.4.3) 

qV (Xo,X) 6 QDqM~Q)) n+3 

Dgfinissons 

ord(qV)- I  

®(~PJxPJx pj~) 
W j=0 ~ o 

H(X) = H(X ° ..... Xn+ 2) E K [IX ° ..... Xn+2]] 

par 

(4.4.4) H(x) = II 
W 

® (AwXoX~I k Wn+2" 
" ' "  n+2 ) 

Nous faisons agir Gal(K/@p(gD)) sur K[[Xo,...,Xn+2] ] ~ travers son 

action sur les coefficients ; IIaction composante de C E Gal(K/@p(gp))Sera 

notge 

( 4 . 4 . 5 )  G(X) I > Ga(X) 
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On a en particulier 

HTJ(X) 
TJ 

Compte tenu de ce que A%j 

® (A( j XoX wn+2" 
= ... Xn+ 2 J 

W. 
pJ 

= ~ , (4.4.3) se r~crit alors 

(4.4.6) (qV-l)Card V~CaFqv) = 

ord(q~))-i 
"~''n+2 1 > 
~ q  - ~ ,  + - - ~  , 

qV q (Xo,X)6(glqXa_l(~)) h+-~ j=O 

ti$ J (xP a ) 

4.5. Nous allons maintenant exprimer la somme dans (4.4.6) comme une trace. 

Pour cheque b E ~, on d~finit une K-alg~bre de Banach p-adique 

(4.5.1) L(b) = le sous-anneau de K[[Xo, .... Xn+2] ] form~ des s~ries 

qui st~crivent 

U I xUn+2 
(4.5.2) > BU xU° XI n+2 

O "'" 

d U = E U i 
o iml 

(U = (Uo,...,Un+2)) 

et qui v~rifient 

(4.5.3) inf (ord(B U) - b U o) >- 
U 

C'est une slg~bre de Banach p-adique pour la fonction d'ordinal (l'oppos~ 

du logarithme de la norme) 

(4.5.4) inf (ord (B U) - bO o ) = ord ( E B U X U) 
U 

On v~rifie sur 4.4.4 et (4.2.1) qua l'on a 

tt(X) E L <p_~-~ 
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Introduisons des op~rateurs. 

Pour choque entier k > O, on introduit un op~rateur continu 

d'espaces de Banech sur K 

(4.5.5) 

I ~k : L(b) > L(k b) 

B U Yk (~ BU XU) = ~ kU X 

Pour zhaque couple (b,b'), b' < b, il y a un op~rateur de 

"restri.c.tipn" qui est compl~tement continu (i.e. une limite uniforme des 

op4rateurs de rang fini) 

(4.5,6) Ii 
(b .."restriction" 

B~UI .... 

> L(b') 

Cheque ~l~ment G de l'alg~bre L(b) donne l'endomor~hisme continu 

de la multiplication par G 

G : L(b) " > L(b) 

( 4 . 5 . 7 )  

~ b ...... > ~ G  

Ces op~rateurs sont li~s par le lenmne suivsnt, dont la d~monstration se 

t r o u v e  d a n s  [ 2 ]  ( c f .  a u s s i  [ 4 ] ) .  
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Lermne 4.5.g (ou lermne de la trace (~4ORK)). Soient b E @, b > O, 

k E Zg, k ~ 2, et G E L(b/k). A!ors le compos4 

L(b) ~restricti°n> L(b/k) X G > L(b/k) K > L(b) 

not~ ~k o G, est compl~tement continu, et sa trace [cf. [4]] est donn~e 

par la formule 

(4.5.9) tr(~ k o G) 
(k_l) n+2 

G(X) 

X E ~_i(~)) n+3 

Appliquant ce lermne au c~s 

I 
= q V  

ord(q~))-I 
(x) = 

b I ) = 7  
( 4 . 4 , 6 )  se r~ . c r i t  

H ~j (X p j )  E L < o (p-i)qvfi 

, ~)~ ~n+2 (q_~l)n+3 °rd(q%~)'l J J I ~ 
(4.5.10) (q-l)card V¢(~q.M)=i~-i)qV + qV tr x.(~qj~o.= HT (Xp)IL ~ pl~). 

Soit L°(b) l'id4al des ~16ments de L(b) qui "s'annulent en @'i.e. "sans 

terme constant". II est stabile sous w ~G, et on a 4videmment 

(4.5.11) tr(~kOG) = G(O)+ hr (~k°G IL °) 

Compte tenu de ce que H(O) = I, (4.5.10) se r~crit 

(4.5.12) card V~(]Fq~)) =- (q~-l)n+l+ (q~l)n+2_ / ord(~)-I j j o I 

q x .  q ~=0 
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Consid~rons maintensnt l'op~rateur T-l-lin~aire 

(4.5.13) -i o ~ o H(X) : L(b) > L(b) 
P 

On constate que ses it~r~s sont donn~s par 

a-i a-I 
(5.4.14) (T-lo T oH(X)) a = T-soY oH(X)H~(xP)...H T (X p ) , 

P a 
P 

et on note que, si ord(q) la , on a -a = id . Ceci pos~, on d@finit une 

operation ' r ' l - l in~ aire 

Ii : L° ~ L° 1 

(4.5.15) 

= 1 -1o ~ o M(x) 
P P 

de sorte que (4.5.12) se r~crit 

(4.5.16) card V~(]FqV) = (q~-l) n+t + (q~l)n+2tr((~)°rd(qV)lL° ~ ~-1~- 

D~signons par 

(4.5.17) S = l'ensemble {I, .... n+2} 

Pour tout sous-ensemble A c S, A # ~, on d~finit un sous-espace de L(b) : 

(4.5.18) LA(b) = ensemble des s~ries Z B~ U E L(b) telles que, pour cheque 

mon~me X U avec B U # O, les U. > 0 sont exacte~nt U et les U. , j E A. 
! o j 

On 8 

(4.5.19) L°(b) = ~ LA(b) 
AcE 
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et, pour chaque sous-ensemble 

BcS, B 4 ~  , 

on a 

(4.5.20) ~ LA(b) = L(b) n l'iddg! ( iq X;) K[[X]] 
A~B iEB 

Evidemment chaque sous-espace ~ LA(b) est stable par ~ ; il en r~sulte 
AcT~B 

quail en est de m~me pour q~ LA(b), qui est somme de sous-espaces du type 

precedent. 

On d~finit 

(4.5.21) % 
J 

ADB 

Explicitement, on ~bti~nt ~B par is formule 

-i 
T 

(4.5.22) ~B = 
P 

o~ HB(X) se d~duit de 

i~{C]UB. 

= l~endomorphisme T-l-lin~aire induit par C~ sur 

L B ( ~ .  

HB(X) , operation sous laquelle L Best stable, 
P 

H(X) en y fsisant IB substitution X i = C pour 

R~crivons encore (4.5.16) 

(4.5.2.3) card V*(/FqV)= (q~l) n+l + (q~l) n+2 E 
~S 
A#¢ 

D~finissons, pour A c S, A # ~, l'hypersurfsce 

tr((~A )°rd(qv)) . 

(4.5.24) V A c ]peard(A)-I ~ Ipn+if]{Xi=O Vi ~ A} 

d~finie par fA(X), le polynOme d~duit de f(X) y faisant la substitution 

en X i = 0 pour i ~ A. 
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Compte tenu de la compatibilit~ de Is formation de la s~rie H & partir 

de f(X) & IIop~ration de substitntion de O pour certaines des variables 

(4.5o23) donne, pour chaque A ~ S, A #~ 

(4.5.25) card (VA~FqV))= (q-~l)car(A)'l+(qV-l) card(A) E tr((~B)) °rd(q~)) 

D'autre part, on a 

~) = E card V~(]FqV) (4.5.26) card V(IFq 
A~ 
A#¢ 

Apr&s une sommation facile, (4.5.25) donne alors 

V(card(S)-l) (4.5.27) card V~F ~) = i + q~+ q2v+ ... + q 
q 

+ z 

B#¢ 

Notons que &donc les ~B ~tant T -I lin@aire, les &~rd(q) sont K-lin~aires. 

D~finissons alors les s~ries caract~ristiques 

~(t) E 1 + t K[[t]] 

(4.5.28) 

LBf I ~ ~B(t) = det ~i - t ~rd(q) I ~ p--~jj 

Introduisons des endomorphismes de i + tK[[t]] 

(4.5.29) ~ : g(t) l > g~(t) = g(qt) 

et 

(4.5.30) 6 = i - ~ : g(t)>----> g6(t) = g(t)/g(qt) 
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Compte tenu de ce que 

(4,5.31) 

et 

(4.5.32) 

(4.5.27) se r~crit 

n+l 
(4.5.23) Z(t,V/IFq) 

i=G 

Z(t ,  V/IFq) = exp Q ~ card (V(1F#)) ' tv ) 

det(l-t c~°;d(q)>--exp Q ~ tr((O~) ~°rd q) t~ > - ) 
• >-1 v 

(l_qit) = 
n+2 
[I C I~ ~(t)7 r(~j~n+2 j 

j=l car~B)=j 

4.6. Nous allons ~tudier m~int~nant l'int~gralit~ dcs s@ries &B ' Posons 

(4.6.1) @ = l'anne~u des entiers de K 

et d~finissons une filtration sur 1 + t @[[t]] par 

(4.6.2) 

On a 

(4.6.3) 

(4.6.4) 

(4.6.5) 

Lemme 4.6.6. 

(4.6.7) 

alors on a 

(4.6.8) 

Fi(l + t @lit]I) = 1 + qit ~[[qit]] 

= ~i(l+t @lit]]) 

~(F i ) C F i+l 

6(F i ) C F i 

6 induit l'identit~ sur Fi/F i+l 

~(t) E 1 + t ~;[[t]], et si un entier j v4rlfie 

jd < card(B) 

~(t) E FJ(I + t @lit]I) 
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Bf I ~ ,idu D~monstration. Les espaces de Banach L ~ T J  sont tous type B(1) '~ 

au sens de Serre [7], i.e. ils admettent des "bases orthonormales", 

savoir~ les mon8mes 

U U U I Un+ 2 
(4.6 9) ~ o X o XI 

• o "'" Xn+2 

qui y appartiennent. 0ue c' 

d~finition qu'on a 

U U 
(4.6.10) ord(E C U ~ °X~ o° 

Soit 

une base "orthonormale ~ veut dire par 

U 
X n+2) 

''" n+2 = min ord(C U.) 
U 

R B = le 6~-sous-modnle de L_I\_~__ ~ B /  form~ des ~l@ments (4.6.11) 
p-i j 

d~ordinal e 0. Pour d~montrer le lem~e, il suffit de d~montrer 

(4.6.12) si jd < card(B), alors (O.B)°~d~qj R B c qJR B 

ou~ a fortiori~ de d@montrer 

(4.6.13) si jd < card(B), alors &B(RB) c pJt% 

Or, on a (4.5.22) 

( 4 . 6 . 1 4 )  OL B 

Compte tenu de ce que 

-1 
~7 = 

~p ~ HB(X) 

(4.6.15) H(X) E L p-- '~"j,  ord(H(X))  ~ 0 

on a 

(4.6.16) HB(X) • RB c R~ 

et ~videmment 

(4.6.17) 
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de sorte que (4.6.13) sera consequence de 

(4.6.18) si jd < card(B), alors Yp(R B) c pj÷iR B 

V~rifions (4.6.18) monDme par monOme. On a 

i Y U U Un+2. A sauf si Yi PlU i p(~ o X o... Xn+2 ) = o, 

(4.6.19~et 

i~p (TTPU°x X n+2 ~U ° xPUn+2) (p_l)Uo U ° U ° U 
. ~ X " "" n+~/ "" n+2 - k.~._ o 

6 R B 

Uo xUn+2 6 LB<~_~ ~' 
Or, les conditions pour que l'on air Xo "'" n+2 

(4.6.20) 

d'o~, en particulier, 

i 
du = Z U, , 

i;~l i 

pour i ~ I, on a U i > O ~ i 6 B 

(4.6.21) dU ~ card(B) 
o 

On a donc 

(p-l)U card(B) 
(4.6.22) ord(~ o) = U ~ - - >  j 

o d 

et, comme U 6 ~Z, 
o 

(p-l)U 
(4.6.23) ord(~ o) = U e j + i. 

o 

Mettant eeci ensemble avec (4.6.19), on trouve (4.6.18). 

sont 
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5. Un th~or~me d'AX [i], (ef. aussi [4], section 7). 

Th~or&me 5.0. Soient V une hypersurface dans IP n+l 

d~finie sur ]Fq, et j un entier : si on a 

(5.O.1) j d < n + 2 , 

de desr4 d > O, 

alors 

n+l 
(5.0.2) Z(t,V/IFq) T~- (l-q it) E I + qJt m [[qJt]] 

i=O 
et l'inverse de tout z~ro ou e~e de 

(5.0.3) Z(t,V/ ~q) ]-T~ ( I - qit) 
i=0 

est de la forme qJ. (ull entier alg6briqug). 

Th~or~me 5.O.bis. Soit Vaf f une hypersurface dans~n+2 d~finie par une 

feFme homo$&ne de desr~ d, d~fJ~ie sur F . Si on a 
q 

(5.0.7) j d < n + 2 

slors 

(5.0.5) Z(t, Vaff/ IFq) C I + qJt 2Z [[qJt]] 

En par ticulier, 

card(Vaff(]17 )) ~ O mod qJ , (5.0.6) 
q 

et par suite 

(5.0.6 his) card(V (~F)) 2 £j-I > O 
q q-1 

(ce qu i am~liore le th. de CHEVALLEY-WARNING [8]). 
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D~monstration. L'implication (5.0.5) ~ (5.0.6) est claire, en prenant 

le coefficient de t dans la fonction z~ta. Les assertions (5.0.4) et (5.0.2) 

sont ~quivalentes, eompte tenu de ce que 

(5.0.7) 

d~o~ 

(5.0.8) 

et 

card Vaff(lFqV) = I + (q~-l) card V(]Fq~) 

Z(t, V/ ~ ) 

Z (t, Vaff~F q) = q 
Z(qt,V/ ~q)(l-t) 

(5.0.9) Z(t,V/ ~q) = ~ [(l-qif) Z(qit, Vaff/ ~q)] 
ieO 

Les ~nonc~s (5.0.2) et (5.0.3) sont ~quivalents encore, par le th~or~me de 

FatoU [3], grace & l a rationalit~ de la fonction z@ta. Comme on a 

~.0.I0) Z(t,V/~Fq) E ~[[t]] 

il suffira de d~montrer 

n+l 
(5.O.11) Z(t,V/ ~ ) ~ (l-qit) E FJ(l+t @[It]I) 

q i=O 

Compte tenu de (4.5.33) et (4.6.4) - (4.6.5), il suffit de d~montrer, pour 

B c {I ..... n+2}, B # @, qu'on a 

(5.0.12) AB(t) E F j+card(B)-(n+2) 

Nous pourrons terminer la d~monstration en appliquant le lemme (4.4.6), 

une fois d@montr~l'assertion : 

(5.0.13) si jd < n+2, alors (j+card(B)-(n+2)) d < card (B), 

qui se r~crit 
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(5.0.14) 

Mais 

si jd < n+2, alors (j-(n+2)) d < card(B) (l-d) 

inf 

B c (i ..... n+2] 
card(B) (i-d) = (n+2) (I-d) 

de sorte qu'il suffit de d~montrer 

(5.O.15) si jd < n+2, alors (j-(n+2)) d < (n+2)(~-d) 

ce qui est vrai. 

Remarque 5.1. La condition 

(5.1.1) jd < n+2 

admet une interpretation cohomologique. Soit 

de degr~ d 

~.i.2) 

oN Ea'b(v) 

V uue hypersurface lisse 

et de dimension n. Posons, comme dans XI 2.1~ pour a+b = n 

h~ 'b = dim llb(v, ~)- 6a, b = dim Ea'b(v) 

est la composante de bidegr~ (a,b) de la "cohomologie 

~vanescente de Hodge" (comparer XVII 5.4.4) 

(5.1.3) Ea'B(v) = Coker (HD( ~n+l, ~n+l )~ > Hb(v,_~) 

Alors, par XI, 2.8, 

- a~n-a ] 
(5.1.4) jd < n+2 <------> n O = 0 pour a < jet a > n-j , 

i.e. la condition signifie que le "niveau de Hodge" (XI 2.7) de la 

"cohomologie de Hodge 4vanescente" de V : 
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n 
E;R(V) = Coker (~dg (~n+l) C > HHdg (V)) 

est ~ n-2j, i.e. son co-niveau est e j. Dtautre part, la conclusion 

signifie aussi qua !as valeurs propres du Frobenius ~q operant sur la 

cohomologie ~vanescente 6-adique (6 # p) sont des entiers slg~briques 

(XXI A.2) divlsibles par qJ. Le r~sultat de AX 5.0. vient done ~ l'appui 

de la conjecture suivante, sugg~r~e par le yoga du niveau des motifs, et 

qui met en relations les classiques conjectures de HODGE [5] et de TATE [5] : 

Conjecture 5.2. Soient f : X > S un morphisme propre et lisse, avec 

S int~gre, de type fini sur Spec(~ ) et dominant Spec(~ ), i,j des entiers. 

Supposons que le co-niveau de Hodge du H i de la fibre $~n~rique de f 

soi t m j. Alors pour tout point s C S, le coniveau (Y~ 2.0.6) de Hi(Xs,@£) 

est ~ j, donc (XX 2.2) s i sest. un point ferm~ de S, les valeurs propres 

~g) sont des entiers alg~briques divisibles de Frobenius operant sur H-(Xs, . . . . . . . . . . . . .  

par qJ, o__~I q = card(k(s)). 

6. Fin de la d~monstration de la formule de congruence. 

Compte tenu de (4.6.6) et (4.6.3)-(4.6.4), (4.5.24) donne une 

formula de congruence 

(I) n+l 
(6.O.1) Z(t,V/ ~q)(l-t) ~As(t) - mod I + qt ~[[t]] 

Passons au calcul de Ls(t) modulo ~ ~[[t]]. D~finissons (cf. (4.6.11) : 

(6.0.2) W S = R B ®@Fq , 
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-i 
(6.0.3) ~S : Ws >w S l'op~ration ~ -lin~_aire induite par &S ' 

(6.0.4) R~(t) le sous-module de R S forme des ~l~ments de degr~ i en X 

(6.0.5) Ws(i) = Rs(i) ® @ ~q 

Prop ositign 6.0.6. On a l'inclusion 

aS(R S ) a RS(1) + p R S 

D~monstration. On a la factorisation (4.6.14) 

- 1  .... ~ ~ o ~(x) (6.0.7) &S = T o P P 

On salt (cf. (4.6.15)) 

(6.0.8) 

et ~vidermnen t 

( 6 . 0 . 9 )  

H(X). R S C R S , 

T'I(Rs(1) + p R S) = 

de s.~rte qu'il suffit de v~rifier 

( 6 . 0 . 1 C )  1 ...... Y R~ c Rs(1) + p R s p p ~ 

ce qui est clair par (4.6.19). 

RS(1) + p R s 

Corollaire 6.O.11. On a l'inclusion 

w s c Ws(1) 

432 



- 33 - XXII 

Corollaire 6.0.12. 0 9 a I a $on$ruenee 

~(t) --~_det(l-t(~s)°rd(q)IWs(1)) mod ~ @[It]] . 

Proposition 6.1. L'0p~ration ~l-lin~aire ~ : WS(1) >Ws(1) 

est ~gale &..l'op4ration 

(6.1.i) -Iy o (Xof(x))P-I 
P 

D4monstration. Ecrivons 

(6.1.2) H(X) = I + E H.(X) I 
i>l 

o3 

(6.1.3) H.(X) est de degr~ i en X i o 

D'apr&s (4.6.19) encore, on a 

.... I ~ Rs(i) c p R S si i # p (6.1.4) P P 

Compte tenu de ce que 

(6.1.5) Hi(Z), RS(j) C Rs(i+ j) , 

on a 

-i 
- T y !! (X))(R,,(1)) c p R S (6.1.6) ((~S p p p-i 

On a donc 

F(~ )ord(q) -l~p.Hp_l(X))Ord(q) ] 
_ T RS(1) c p R S ( 6 . 1 . 7 )  h S ( p 

Calculons maintenant Hp_I(X). On a (cf. (4.4.4)) 
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(6.1.8) H(X) ®(57o xw) 
W 

W n~O .pn 
n 

W nL>O p 

w 
H exp (~AwXoX) mod degr~ p 
W 

exp (~ ~ AwXoXW) mod degr~ p 

exp (~ X F(X)) mod degr~ p, 
o 

d'o~ 

(6.1.9) Hp_I(X) _ 

On constate f~cilement que 

~P-IxP-I 
o 

(p-l)l 

F(x)P -I 

@-1 
(6.1.10) -----i mod p 

donc 

-!--i Hp_I(X) ~ (X f(X) p-I mod p (6.1.11) P -- o 

ce qui ach~ve la d~monstration de 6.1. 

Corollaire 6.1.12. L'op4rateur lin~aire 

(~S)°rd(q) : WS(1) >Ws(1) 

n'est autre que ~q~(Xof(X~q'l. 
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D~monstrati0n. D'apr~s (6.1,i) 

(~s)°rd(q) = (~-l~p.(Xof(X))P-l)°rd(q) 

ord(a)-i 

= ~ ~ (X pj f~(xPJ)) 
q j=O o 

ord(q)-I 
= ~ ~ (Xof(~) pJ(p-I) 

q j=O 

= ~q= (Xof(X))q-i 

Mettant ensemble (6.1.12) (6.0.12), et (6.O.i), on trouve, 

p-i 

Corgllaire 6.1.13. On a 15 congruence mod p : 

z(t,V/~ ) ~-~ 
q 

det(l-t ~q(X°f(x))q-ll WS(1)) (-l)n+l 
. . . .  

i - t 

6.2. II reste ~ calculer les groupes de cohomologie de ~V " 

Posons 

(6.2.1) ~q = l'op~ration "~l~vation ~ la puissance q'i~me "dans ~V " 

Nous avons une suite exacte de faisceaux sur ~n+l =~ : 

(6.2.2) 0 ) ~(-d) f >- ~ ...... > % > .~ 

et le diagramme suivant est commutatif 

(6.2.3) 

o ..... > ~ ( - d ) -  f > ~ , ,  > %  ,, , > ,  

fq-l- ~q b 
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Compte tenu de ce que 

(6.2.4) ]pn+l, ~) = 0 

LHi( 1P n+l, ~(-d))= 0 

i # o  

i # O, n+l 

la suite exncte longue de cohomologie associ~ ~ (6.2.2), donne 

(6.2.5) 

IH H°(V' ~V ) -~ Vq 

Hi(v, @V ) = 0 si i # O,n 

n(v ' @V ) ~ Hn+l (]pn+l, ~(-d)) 

Le diagramme commutatif (6.2.3) donne alors 

(6.2.6) det ( I - t ~qlH°(V, ~V )) = i - t 

et 

(6.2.7) det(l-t ~qlHn(V,~v )) = det (l-t(fq-i~q) i Hn+10P n+l, ~(-d)) 

Ii ne reste qu'fi ~tablir 

(6.2.8) det(l-t(fq-l~q) IHn+Iopn+l,~(-d)) = det(l-t(Yq'(Xof(x))q-llWs(1)) 

ce qui est une consequence de la 

Proposition 6.3. II y a un isomorpilisme 

(6.3.1) WS(1) ~ Hom~ (Hn+l( IP n+l. ~(-d), ]Fq) 
q 

par rapport auquel l'op~rateur 

(6.3.2) ~qO (Xof (x)) q-I : Ws(1) > WS(1) 
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est ,le transpos@ de 

(6.3.3) f(x)q-l~q : Hn+l(~ n+l, ~(-d)) >Hn+l(~ n+l, ~(-d)) 

D4monstration. En calculant le groupe Hn+l( ~n+l, ~(-d)) & l'aide du 

recouvrement standard de ~n+l, on trouve 

W I Wn+ 2 
(6.3..4) Hi+I(]P n+l, ~(-d)) = le ~q-Vectoriel de base des monOmes X I ...Xn+ 2 

les W~ E ~v4rifiant Z W~ = -d 

le ~ -sous-vectoriel de base des mon~mes q 

W 1 
X I . X Wn+2 qui v4rifient en plus : 

"" n+2 

Z i tel que W. a 0 . 
1 

D'autre part, WS(1) 

(6.3.5) Rs(i) 

= RS(1) ®@~q, et on a 

= le ~-module libre de base les monOmes 

U I U 
(4 X o) X I . X n+2 v@rifiant Z U. = d, 

"" n+2 I 
U. >0 V.. 
l l 

L'accouplement 

(6.3.6) ( , ) : WS(1) x Hn+l( ~n+l ~(-d)) .... >~q 

d~fini par 
II si U. = -W i pour 

U I U W tout i £ .'n+2 .Wn+2 
(6.3.7) (classe de ~ XoX I XII. ) = • ..Xn+ 2 ~ ..Xn+ 2 

L~ sinon 

est ~vidermnent une dualit~ parfaite de ~ -vectoriels, et on constate q 

facilement que Yq.(Xof(K)) q-I est la transpos~e de f(K)q-l-fq, ce qui 

prouve 6.]. 
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