SGA 7

EXPOSE XXII

UNE FORMULE DE CONGRUENCE POUR LA FONCTION ¢

par N, KATZ

¢, Introduction

Soit X un schéma propre sur Eﬁ . Sa fonction z8ta, considérée
comme élément de Z [[T]], peut~8tre réduite modulo p ; on veut la calculer
modulo p., On trouve une expression du type auquel on pouvait s'attendre
depuis les formules de points fixes du type "Woods Hole", comme produit
alterné de polynBmes caractéristiques d'un "Frobenius™ convenable agissant

sur 1'un quelconque des trois espaces de cohomologie suivants :
1) 1la cohomclogie cohérente Hi(X,@X) (3.1.1)

2) 1la cohomologie de De Rham H;R(X) = EF(X,QQ) (3.1.1)

3) 1la cohomologie &tale Hit(x,Z/pz) (3,1.2).

Cette expression doit Btre vue comme une amélioration d'un cas spécial de
la formule des traces de Woods Hole : celui du faisceau structurgl et de
1'endomorphisme de Frobenius, Ce cas est, en effet, un corollaire de la
formule de congruence (cf. 3,2.1).

La méthode de cet exposé est complétement nafve ; elle consiste

3 se ramener szu cas d'une hypersurface, ensuite 3 "réduire modulc p”
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le calcul de DWORK pour la vraie fonction z8ta d'unc hypersurface. En
"réduisant” soigneusement, on trouve 1'amélioration 5.C.6 due 2 AX (1]
(et également & IWORK dans le cas lisse [4, § 7])du théor2me bien connu

de WARNING-CHEVALLEY [87,

Une autre méthode, entidrement cohomologique et dans l'esprit
de SGA 5, s'appliquant également 3 des "coefficient tordus", vient d'8tre
trouvée par DELIGNE, et devrait figurer dans la réédition de SGA 5 ; elle
repose sur la formule des traces type 'Woods Hole", et la'formule de

KOnneth symétrique" de DELIGNE (SGA 4 XVII 5.5.21),

1, Un rappel sur les opérations "p-linéaires"

1.0. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k de

caractéristique p > O, Désignons par q une puissance de p. Una application
{1.0.1) Qi Ve——>y

s'appelle q-linéaire si elle additive et si elle vérifiec

(1.0,2) o) = xqw(v) YA€k, vev,

1.0.3. On fera attention au fait que 1'itéré n'iéme @u d'un endomorphisme
q-linéaire est qn-linéairo, et que, si k n'est pas parfait, 1'image (V)

d'un endomorphisme qelinéaire n'est pas nécessairement un k-sous-espace

vectoriel,

1.0.4., Pour chaque extension K/k, un endomorphisme gq-linfaire ¢ de V
donne lieu 3 un unique endomorphisme gq-linéaire e de VK = V@kK, satisfaisant
2 la formule

1.0.5) ¢k(p @ v) = uqm(v} pour p € K, v € V.,
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1,0.6. On dit qu'un endomorphisme g-linfaire ¢p de V est semi-simple

si son image engendre V comme k-vectoriel, et qu'il ¢st nilpotent

¢'il admet un itéré nul,

On définit des k~sous~espace stables par ¢

(/‘\ (le k-sous-espace engendré par V)

(1.0.7) Vg =
n=z1l
(1.0,8) v, = &\,} (le noyau de mn 2 Vo—> V)
nilp a1

Evidemment, ¢ restreint 3 Vss est semi-simple, et ¢ restreint

a v . est nilpotent, Si k est parfait, on 2
nilp -

(1.0.9) V.= vV, _ 8V
ss nilp

3

mais, si k n'est pas parfait, (1,0,9) devient inexact, car il y a des

endomorpnismes gq-linéaires qui sont injectifs sans &tre semi-simples.
Pour une extension K/k quelconque, on a

(1.0,10) (VK)Ss = vss®kK .

Proposition 1,1, Soit ¢ un endomorphisme gq-linfaire d'up espace vectoriel

V de dimension finie sur un corps séparablement clos k., Si ¢ est semi-simple

alorg, posant

Vl-m = lesiwq~veccoriel formé des points fixes de o
= Ker(l-e),
on_a
1.1.1) Vs (V9 ®pk .
9
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n
Corollaire 1,1.2, Vl-cp -~ (Vl_q)) ®IF qun .
q

Démonstration, (LANG, cf. [6], p. 119).

Soit ¢ une k-base de V, et écrivons
(1.1.3) ole) = Ae , A€ GL(n,k)
Désignons par
(1.1.4) F : 6L{n,k) ——> GL{n,k)

1a flache "élévation des coordonnées 2la q'idme puissance', Alors pour
g € GL(n,k), ge est une base de V formée de points fixes de ¢ si et seu-
lement si

(1.1.5) Flg) Agl=1

Désignons par k unme cldture algébrique de k. Le groupe GL(n,k) agit sur

la variété 6L(n,k) par
GL(n,k) x GL(n,k) ———3 GL(n,k)
(1.1.6)
(g,A) ey F(g)Ag'1
Pour A fixé, la fléche
-1
(1.1.71 gb———>F(g) A g

est étale comme on voit en calculant son application tamgente, donc les
orbites sont ouvertes,Comme GL{n,k) est irréductible, il n'y s qu'une orbite ;

autrement dit, la fléche

(1.1.8 61(n, k) ————————> Gl(n,k)

g ———————> F(g”l).g
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est surjective, Parce qu'elle est aussi 6tale, il s'ensuit, k étant sépara~

blement clos que la fléche
(1.1.9) GL(n,k) =-m-m————3 GL(n,k)
g ———— F(g-l).g

est surjective, ce qui veut dire que V admet une k-base formée des points
fixes de ¢. I1 est alors clair, ¢ étant g-linfaire, que tout point fixe de
¢ se trouve dans le Eﬁ~vectoriel engendré par une k-base formée des points

fixes de ¢, ce qui prouve 1,1,

Corollaire 1,1,10, S$oit ¢ un endomorphisme q-linéaire d'un espace vectoriel

V de dimension finie sur un corps séparablement clos k, Alors on_a un iso-

morpiisme canonique

(1.1.11) N L
ss Fq

Il suffit en effet d'appliquer 1.1 2 VSS.

Proposition 1.2, Soit ¢ un endomorpnisme gq-linéaire d'un espace vectoriel

de dimension finie sur un corps sénarablement clos k. Alors l'apnlication

additive

est surijective,

Démonstration, On a une suite exacte de groupes abé&liens

Q v v V/V,  ——> 0,
S8 88
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sur laquelle agit 1 - ¢, Par le "lemme du serpent”, il suffit de traiter
Vss’ évident par 1.1 en employant une base formée des points fixes, et

V/Vss’ sur lequel ¢ est nilvotente, donc sur lequel 1 - ¢ est inversible,

2. Cohomologie cohérente et cohomologie €tale

Proposition 2,0, Soit X un schéma propre sur un corps k séparablement clos,

et désignons par

(2.0.1) §‘€p DX, 8p) ———> B (X, 60

1'application p-linéaire induite par

cal
~
h
—r
it
[y
3

(2.0.2) sp : @i“—‘-——>(9§ s
Désignons par

v, &, z/p2z)

les groupes de cohomologie étales & coefficients dans le faisceau constant

Z /p Z, Alors on a des isomorphismes canoniques :

i = - oo 1%
(2.0.3) Het(x,m/pz) = (# (x,\sg}) Ypo,

Démonstration, On & une suite exacte de faisceaux sur X .

et
1-g
(2.0.4) 0 —> Z /pZ o P o o
qui donne une suite exacte de cohomologie
i,z i = 1-g i =
(2.0.5) ... —> B, K,Z/p2) —> 1, &6 —E> v X6 —> ... .
on =» H;t(ﬁ,@§} = Hl(i,Gg) ; c'est un k-vectoriel de dimension finie

X étant proore, En appliquant 1.2, on trouve des suites exactes
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. . 1-3 .
(2.6.6) 0 —> }z;t(x,zz Ioz) —» B (X, —B> &) —>¢C

cqfd, Utilisant 1.1,10, on conclut de (2.0)

Corollaire 2.1, Pour X propre sur un corps séparablement clos k,

s

i ~ R
(2.1.1) H (X’Gi)s e het(X,Z/pZZ)t%Fpk .

2.2. BSoit maintenant f : X ———> Spec( ]Fq) un scphéma propre sur qu.

Désignons par k une cldture algébrique de ]Fq, et posons

(2.2.1) X = XXIFqk .

Le faisceau étale Rif*(z /2Z ) sur Sp( Lﬁq) s'identifie 2

H"X,Z /pZ) , vu comme Cal(k/ ZFq) module, Désignons par

i i
o : u* B e ¢ %
(2.2.2) T 4 (x,@x) 1 (x,sx)

1'opération linéaire (elle est g-linéaire, mais on est sur E?qi) induite par

T B & o = 9
(2.2.3) Bq ° 6 —>8& bq(f) £ .

Proposition 2.2.4, Désignons nar cpq € Gal(k/ IFq) 1'&lément de "I'robenius",

cpq()\) = )\q et soit i € Z, On a une identité de polynBmes caractsristiques

F"‘(X,@X))

-y, i =
.1 - b [ = (1t &%
(2.2.4.1) det Ep(l £ |2, &,z /pZ)) det]Fq\l t g

ot le nremier membre st le polyndme caractéristiqus de 1'élément cp; dans

o

'nl(Sp(]Fq)) agissant sur le module paloisien B (X,Z /pZ).

En effet, 2,2.4 est un corollajire de la
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Proposition 2,2,5. Soit X propre sur Spec( Fq) . Il v a un isomorphisme

cancnique

i e ~ 4tz
2.2.6) H (X’SX)ss%qk z&et(x,zz /p%Z ) Q%nk

qui transforme 1'automorphisme SQ%F k du premier membre en 1'automorpnisme

-1 1. o
®y S& k du second {qu'on peut aussi interpréter comme 1'endomorphisme

% 9 - —
fr§ g&k, ol frﬁ : X ~———3 ¥ est le k-endomorpnisme de Frobenius.
P

cf, SGA 5, XVIIIL, 2.3.4).

Démonstration. Compte tenu de ce que

- i= o~ t'. %
2.2.7 H (X, 6 = nl(X,Sx) %qk R

on a, par 1.0,10,

. i,z ~ i
(2.2.83 H (X’@i)ss H <x,fsx)SS é%qk s

de sorte qu'on obtient l'isomorpnisme 2.2.6 encmmposant les isomorphismes
2.2.8 et 2,1.1,
Compte tenu de 2.2.7 l'opération g-linéeire
i i
L. s BHT(X,% ey } «
(2.2.9) gq H (z(,sx) H (x,sX)

admet une extension g-linéaire (c£, 1.¢.5))

(2.2.10) ‘iiq cE &) —————> 1 X6,
et admet aussi une extension k~iinéaire, notée encore {.
i,z i,
2. ¢k ) ———2> : .
(2,2,11) ﬁq d <X’G§) H (X,Si)
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On désigne par

(2.2.12) gy 1 1 X,00) ———> u' (X, &)

; . . . . i
l'opération g~linéaire dont les pointes fixes sont B {X,8, ). Les onérateurs
S

o et;?'
tq® ¥q ©F tg

donc commutent entre eux, et on a

, moyennant (2,2.7), s'écrivent aussi {5q® idk, id&pq_. "ﬁk 8 @

(2.2.13) " = X = . ,
By =% 3 =Ty = %

e { 1-%
et ils commutent tous & 3, de sorte que ;}q et cpq agissent sur Hl(x,@i) ‘5q
et sur Hl(‘)'(“,Si)l_ﬂp. or, gq at cpq sont des inverses l'ume a 1'autre sur

Hl(:z(',@i)l—:sq, par (2.2,13), Donc l'opération de &q sur

iz ~ iz 1-§
HI(A,@i>SS = X0 ¥g %qk (cf. 1.1.11)

est l'inverse de 1l'opération de c@q@k sur
I B
BX,607 Vg, k .
9
Eerivant

(2.2.14) e = W@e'H g

. .
1'automorphisme ¥q de H]‘(X,G-.‘,\-{-)L 3q devient, via 2,2,14, 1'automorphisme
R P 1 . N )
@y ®]Fq de H (X’Gi) ED ®m,r) ]Fq, de sorte que 1'automorphisme @q@k de
iz . L \ iy i =
H (X,G})-(—)SS devient, via 2,1,1, 1l'automorphisme coq@k de Het(X,Z /pZ )%pk,

ce qui achdve la démonstration (2.2.5).
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3. La formule de congruence:énoncés et équivalences élémentaires

Je tiens & remercier Grothendieck et NDeligne pour m'avoir expliqué les

variantes (6.1.2), (3.1.1.2) et {3.1.3) de (3.1.1),

3.0, Soit X un schéma de type fini sur ]Fq. On définit le degré d'un point
fermé y € X comme le degré de son corps résiduel qu(y)/]Fq. Cn définit la
fonction zeta de X/!Fq comme &lément de Z[[t]]), par la formule (cf. aussi
56A 5 XIII 3.1)

(3.0.1) 2(e,xm) = 1 Q- cdes(y)y-1 )
y

Par la "fonction z8te modulo p" on veut dire toujours 1'imagze de

Z(t,X/}Fq) Fans Fq[[t]] par la fliéche de "réduction modulo p Z [[£]]"
z ([¢)] ————> ¥ [[c]] .

Théordme 2,1, Soit X un sciéma propre sur IFq. Alors

i (-t
det (1-t {‘q{H (X,@X)) mod p

¥

(3.1.1) Z(e X/F ) = 1T
4 26

ou, ce qui est équivalent par (2.2.4),

— 3 -1 (-1t
(3.1.2) e XFO = T dec(l-t @, | » mod p

H‘t(i,z /o%
120 €

Corollaire 3,2, Soit X un schéma propre sur ]Fq.
Alors
(3.2.1) % (-1 trace(y BT (X,8 )==# X& ) mod p
i2G 1 X 4

ou, ce qui est équivalent par (2.2,4)
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(3.2.2) 5 (Dier(etnt &,z oz )= #XET ) wod p .
120 9 et q

On prend les coefficients de t dans les congruences (3,1,1)

et (3.1,2),

Théoréme 3,3, Soit X sci o 1 ~
oréme 3 oi un_sciéma propre sur ﬁh on _désigoe par HDR(XﬂFq) les

}‘—vecLorleLsiﬂ (A,QénFq), sur lesquels 3q apit, On 8
i (-0t
(3.3,1) Z(t, x/m Y= | | det (1-t & lu- xMmE YT mod p.
i a' DR 4

En effet, utilisant la suite spectrale

Psq _ 9y P+q
(3.3.2) BP9 = ndx, 0 ) == why xX/F )
4 #
sur laquelle 8q agit (vie 1'endomorchisme gq = fr};r d8duit de fri:x ~>X) en
tuant El > pour q # 0, on voitque (3.3.1) équivaut a (3,1,1),
Donnons un petii complément,
La formation de la "partie semiw-simple'” (cf, 1,C.7) &tant un foncteur exact,

on déduit de(3.3,2)une suite spectrale

2Psq p+q
(3.3.3) E° D, = Hp (xAFq)Ss .
Comme (E?’q)ah = 0 pour q # G, on en déduit pour tout i un isomorphisme
3.4 o =
(3.3.4) %P(K/ﬂf e T *x, S gs )

commutant & 8q’ dlon

kel 1a — Y h«l &
(3.3.5) der(iot § g RAF D) == der (-t g [H'0,80) .
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1

Tifordue 3.4, Loit X un sciifmag séraré de type finl sur F , Alors désipnant

3

A . . . - sae
var 1 la conomologie étale 3 supportspropres {SGA & XVIY 5.1.9 (iii)), on a

o 1 (-ntt
(3.4.1) Z(t,X/F )==1 det (l-t © |HC(X,Z /pZ)) mod p,
q

iz0

Commengons par démontrer 1'équivalence de (3.4.1) et {3.1.1),
Ecrivons, pour le moment

(3.4,2 Z(X) au lieu de Z (t,XAFq)
i+l
)(-1)

.

(3.4.3) Z'(X) au lieu de Il det(l-t cp;llﬁi(’i,z /pZ)

Lemme 3.5, Si {Ui} est un recouvrement fini de X par des sous~schémas ouverts

on- a
(-1)3
(3.5.1) Z'(x) = 11 I z'(ui ﬂ...ﬂUi) .
j=20 1310<...<1an o 3

Démonstration, Résulte facilement de la suite spectrale de localisation

(SGA 4 XVII 6,2.10)

~a,b

Ey

= @ 40, N...M0, ,z /pz) -————;»a'aﬂli,n/p?Z).
s + < 1 i (o4
1<y o b

On peut aussi 1l'obtenir par récurrence sur n, en appliquent 3.6 ci-dessous,

Lemme 3.6, Si U est un ouvert de X, Y le fermé X-1J,

(3.6.1) Z'(X) = 2'(u) Z'(Y)

Démonstration. Résulte de la suite exacte de cohomologie

(3.6.2) —> Hi(ﬁ,z /pZ ) —> ai(i,z /oZ ) -——>Hi(?,z /pZ) —> .
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Lemme 3.7 (Moebius). Soit B un ensemble fini, {Ai} un recouvrement fini

par des sous-ensembles, Alors

(3.7.1) card(B) = % (-1)7 % cerd(a, N...Ma, ) .
j=C i<, <, o 73
o 3
Démonstration, On a la suite spectrale de Leray pour la cohomologie

rationnelle de l'espace discret B et le recouvrement ouvert {Ai}

E‘i’q = @ H‘~°(Ai N..Ma, @) == uP*(z,0)
q o q

et on calcule la caractéristique d'Ruler-Poincaré de B,

Lemme 3,5, B5i {Ui} est un recouvrement fini de X par des sous-schémas,

alors
. _ - L(-1)-
(3.5.0) z(xy = 1 i z(u, N...No, 7 .
320 1 <, .. <1, o] 73
© 3
Démonstration. On a la formule
(3.8.2) card{X® n)) = © r,card{y € X|deg(y) = r}
4 rin
qui entratne
0
(3.8.3) Z2{x) = exp<; Y card{X{F n)) ~—f>

et on conclut par 3.7.1.

Lemme 3.5. Supposons que la formule (3.4.1) (ou ce qui revient au méme,

(3.1.2) i.e, (3.1.1)) soit vraie pour X une hypersurface projective. Alors

elle est vraie pour tout X séparé de type fini,
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Démonstration, Par 3,8 et 3.6, (3,4,1) est vraie pour le complémentaire
d'une hypersurface,imnuH. Compte tenu de ce que ﬂGPn-Hi) =p" - g Hi est
encore le complément d'une hypersurface, le recouvrement ouvert '

ﬁPn-Hi} de P” - N H, permet d'appliquer 3.8 et 3.5 pour déduire (3.1.3)
pour P - N Hi' Par 3,8 et 3.6, (3.4.1) est vrai pour N H., i.e. pour tout
X projectif, Une nouvelle application de 3.8 et 3.5 donne 3,1.3 pour tout X
quasi-projectif, en particulier pour tout X affine, Finalement, pour X

séparé de type fini, on prend un recouvrement fini par des ouverts affines,

et on applique 3.8 et 3.5,

4, Le calcul de la fonction z&te d'une hypersurface 4 la Dwork

4,0, Soit
= 1 A
(4.0.1) £(X) f(Xl,...,Xn+2) € Fq[X} homog&ne de degré d,
dont 1l'annulation définit 1'nypersurface V CTPn+l, et désignons par V¥
n+2
l'ouvert de V oa I Xi est inversible, V:ff le cdne affine de V¥,
i=1

Cnoisissons un caractére additif non-trivial

(4.0.2) T N — )
X quv up()

C étant un corps alg. clos fixé de car, nulle (p.ex. C = L), de sorte

qu'on a
qY six=o0
(4.0.3) pour %X GIP(‘I\: r xlxy) =

yquV 0 si Y #

[e]

Pour Y = (Xl""’xn+2) € Gngf}¥2,on a donc
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2 Z qV si £(x)=0
{4.0.4) 1 x(x £(x)) = Wy £(x)) =

X € TF* x €F .,
© v ° 9 0 sinon
En sommant (4,0,4) sur x € Gsz)n*% on obtient
L2 2
(4,0.5) card ngfGFq\b = Yy ‘5;—~———f;+2{1 + Xﬁxof(x))}
* 9%
x € (]qu} XOGFQ\)
et, compte tenu de ce que
1y = (gY *
(4,0.6) card vaff( mqv) (g =1) card V (mq\,)
(4.0.5) se récrit
VvV, 042 E
(4.0.7) (q¥1)cardv#( F v) = CL) D PR, n$33d§§ﬁﬂ).
¢ ¥ @ G W)ECTR)
Ecrivons explicitement la forme £(X) comme somme de mondmes
(4.0,8) £f(X) = £ a x° ,
w
ol
dfn W w
- n W 1 n+2
w = (Wi,...,wh+2) avec L w, = d, X —_ X1 v Xn+2 s
de sorte que (4.0.7) se récrit
[V En
(4,0.9) (qYl) card V#( IF y) = Lg=) © + NS e \x X(awaXw).
4 oV ¢ Geyx) €A v '

4,1, 11 faut maintenant expliciter notre "caractére additif & valeurs

en caractéristique zéro",Cn a envie de prendre simplement

o (=)
(4,1.0) Y @ x> exp(21 i tr Iqu/lF‘()X) = gp q\)/Hp
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Désignons par

(4.1,1) ) 1la cldture elgébrique de Qp
(4.1.2) ord : (I ———> @ 1'ordinal, normalisé par ord{p) =1
(4.1.3) € € Q une racine p-i2me primitive de 1'unité,

Cn constate {cf, [2]) qu'il existe

(4,1.4) e Qp(%p) , ord(m) = )
n
ﬂp
(4.1.5) tel que T — =0,
nz0 P

(NB, On constate aussitdt que le premier membre converge dans Qp(@p).)

On définit 1'exponentielle d'Artin-Hasse

n
D
£ ——X‘
(4,1.6) E(X) = exn (ngo K ) € Qp[[X]]
qui, on miraele, se trouve dans Z p[[x]j. On définit
.1.7m ex) = E(mzr) ,

dont les propriétés fondamentales sont résumées dans le lemme suivant :

Lemme 4,2,

(4.2.1) KD "B X" , B =1 A =71, ord(s ) > -2
n n p-1

i
™
w
>

(4.2.2) (1) = §,» une racine p'idme primitive de 1'unité.

(4.2.3) Soit t € 0, et supposons que, pour un entier a > { donné,

a

£ =t° (i.e., t est un "représentsnt de Teichmuller” dans W a) o) N
a-1  j q

Alors T t© ¢ Z!D, de sorte qu'on peut définir la série formelle
Y :
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a-1 i
32 tP
(8(x)) =0 , et on a une identité de séries formelles
a-1 .
a-1 h| Y tJ
(4.2.3.1) nePx = (ex) I .
i=0

Démonstration. Compte tenu de ce qui E(X) EEZE[[X]], (4,2,1) se déduit de

la définition, Quant 2 (4,2,2), on a

(4,2,4) log ( ®{(1)) =0 par le cnoix de 1 (4.1.5)
et
(4.2.5) ord ( @(1) -1) = - par (4.2.1).

p-1

n
Par (4.2.4), il existe un entier n = 0 tel que &(1)7 =1, (c'est 1la

caractérisation du noyau du logaritime) et (4.2.5) entraine que n = 1,

Quant & (4.2.3.1), en prenant les logarithmes, il résulte d'un calcul
a-1

1
évident, une fois prouvé que 1'on a bien T £? < Zip. Cr on voit aussitdt
; 3=0
que les 77 (0 = j = a-1) sont les conjugués de t € W({F a) sur Z , done
a-1 pj 9 )
Lot =7 {(ty ez .
I
§=0 NE iz p

q
En prenant la valeur en X = 1 des deux membres de (4,2,3.1) noas

trouvons le

a
Corollaire 4.3, Soit t € (0 vérifiant tP = t, Désignons par t €T a
p
sa classe résiduelle, Alors on a
a1l 3 2. BAFD(t)
(4.3.1) I 6™ ) = ¢ p .

j=0 P
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4.4, Rappelons que le corps résiduel de 1'anneau des entiers de Qp(%p)

est I . Soient
P
(4.4,0) K = l'extension non-ramifiée de Qb(gp) 3 corps résiduel‘Fq,

(4,4,1) T € Gal (K/Qn(ip)) le “Frobenius”, i.,e, 1'automorphisme

se réduisant suivant 1'automorphisme de Frobenius de }Fq/IFP, b e xp,

W N
(4.4.2) Soit F(X) = ¢ A, X" le relévement en K[XL"‘"XM«Z] de
f(X) dont les coefficients vérifient AS = Aw . Mettant ensemble (4.3.1)

et (4,0.9), on trouve (compte tenu de la définition (4.1.0) de X) :

v ( Yl)n+2
(g-1) card V*GFq\)) ==
\Y
q
(4,4.3) v
> ord{q )-1
B T S
- = T el
V@& LK) € Guy () W j=0 ‘
o} q'=1
Définissons
HOO = 0K e 0X o) € k[IK L% 0]
par
W 124
N _ 1 n+2
(4,b4,45 HX) = 10 @ (waox1 xmz) .

W
Nous faisons agir Gal(K/(\!p(gp)) sur K[[XO,...,XR+2]] a4 travers son
action sur les coefficients ; 1'action composante de O € Gal(K/Qp(gp)) sera

notée

(4.4.5) oX) b 7(x) .
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On & en particulier

W

J 3
CUNCONERS SR XL x Y
- o1

n+2

3 3
Compte tenu de ce que A; = A& , (4.4.3) se récrit alors

(4.4,6) (q¥-1)card V*Gqu> =

v
S lzg.____-._.__ ord{(q )-1 i
Sg-n) 71 { ‘ uT (xP7)

\Y \Y . n+3 o
q q (AO,X)G(qu_l(Q)) i=0

4,5, Nous allons maintenant exprimer la somme dans (4,4,6) comme une trace,

Pour cheque b € @, on définit une K-slg2bre de Banach p-adique

(4.5.1) L{b) = le sous-anneau de K[[XO,...,X 1] formé des séries

r+2

qui s'écrivent

U ou U
4.5.2) Z B xa"x1 ... x 2 = (,...,0

adu =% Ui U 1 n+2
° iz
et qui vérifient
(4.5.3) inf (ord(B,)) -b U) >~
U U o

Clest une slgdbre de Banach p-~adique pour la fonction d'ordinal (1'opposé

du logerithme de la norme)

(4.5.4) inf (ord (B - by ) = ord ( LB xY)
v o) U

On vérifie sur 4,4.4 et (4,2,1) que 1l'on a

)

Hx) € L( 1
p=-1

419
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Introduisons des opérateurs,
Pour cheque entier k > 0, on introduit un opérateur continu

d'espaces de Banach sur K

: e ——
Yk L{(b) L(k b)

(4.5.5)

v eex’ = g X’ .
Pour chaque couple (b,b'), b' < b, il y a un opérateur de
“"restriction” qui est compl2tement continu (i,e, une limite uniforme des
opérateurs de rang fini)

"restriction’

L{b) > L(b')
(4,5.6)

U U

Z BUX L5 z BUX .

Chaque élément G de 1l'algébre L(b) donne 1'endomorphisme continu

de la multiplication par &

¢ : L(b) —eessee——3s [,(b)

(4.5.7)

n k ne .
Ces opérateurs sont 1iés par le lemme suivent, dont la démonstration se

trouve dans [2] {(cf, aussi [4]),
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Lemme 4,5,85 {ou lemme de la trace (DWORK)). Soient b € §, b >C,

k € Z, k22, et 6 € L{b/k}, Alors le composé

1 . . o ¥ .
L(b) —Lestrictiong . iy X6 oy (p/K) —S—> L)

noté ¥, o G, est complétement continu, et sa trace [ef, [47]] est donnée

per la formule

(4.5.9) te(¥, o G} = : sx) .

k
_1y0+2 . n+3
(k-1) X € Gu 00
Apoliquant ce lemme sucas
k = qV
ord(qV)-1  § _j
= ™ (xP (.._.._‘2__.,,\.
G(x) jLCi B (X7 ) €L oDV
= L
b _~)
(4.4,6) se récrit
d(q¥)e .
\ (q\_)l)m-Z (q)_sl)n+3 ord(q™) 11’3 pJ 1N
(4.5.1¢) (g-1)card V*@q,v, T + v tr (\yqjgo 1t xPHL CF-D)

Soit L%(b) 1'idéal des &léments de L(b) qui "s'annulent en O'i.e. "sans

terme constent”. Il est stable sous V oG, et on a évidemment
(4.5.11) (¥, °6) = 6(0)+ ar (¥, G {L°)

Compte tenu de ce que H(0) = 1, (4,5,10) se récrit

v
v, \n+2 ord(g )=l § 3
(4.5.12) card V¥(@F v)= (q\:)-l)n+1+ (g=1) eV s 71 1T (xP )ILC’( 1 >>
4 q k! jﬁo p-l
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Considérons maintenant 1'opérateur T-l-linéaire

(4.5,13) 7"1 ° Yp o H(X) : L(b) —> L(b) .

On constate que ses itérés sont donnés par
~1 a_ ~-a TP ol petl
{(5.4.14) (v c‘fp°B(X)) =7 o‘i‘aoH(X)H (X)...H x ),
p
et on note que, Si ord(q)]a, ona T2=4id , Ceci posé, on définit une
opération T~1-1inéaire
o 1 o _1
: L (——f) —>1L (—
* p=- p-1/
(4,5.15)

o = ——1lev o HE s
P P

de sorte que (4,5,12) se récrit

(4.5.16) card VAQF y)= (@™t 4 (qYl)“’“zcr((a)"rd(qv){L"(;_1_—1) i
Désignons par

(4.5.17) S = l'ensemble {1,...,n+2} .

Pour tout sous-ensemble AC S, A # ¢, on définit un sous-espace de L(b) :

(4.5.18) L™(b) = ensemble des séries I BUXU € L(b) telles que, pour chaque

mondme X° avec BU # 0, lec U, >0 sont exactement UO et les U, , j € A,
L 3

On a

(4.5.19) °® = o A
ACS
A# g

422
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-
P

et, pour chague sous-ensemble
BCS, B#606 ,
on a

(4,5,20) <) LA(b) = L(b) N 1tidsal ( T X;) k[(x]J] .
ADR i€B

Evidemment chaque sous-espace L (b) est stable par o ; il en résulte

iﬁe;

qu’il en est de mgme pour & L (b), qui est somme de sous~espaces du type

A;ﬁ

précédent,

On définit

(4,5.21) 0y = 1'endomorphisme 7 lingaire induit par o sur

- K -1/ @ LAQpl/ = LBQT%&.

Explicitement, on obtient 0, par la formule

B

-1
- T
(4,5,22) ay =

B
Yp HB(X), opération sous laquelle L~ est stable,

ot HB(X) se déduit de H{X) en y faisant la substitution X, =C pour

i¢ {6} UB,
Récrivons encore (4,5.16)

v
(@) "))

ACS
A#Q

Définissons, pour A G S, A # ¢, l'nypersurface

n+l + ( )n+2

(4,5.2.3) card V*Gqu)z (¥1D) 1

(4.5.26) v, c pterdAI-l o poil

A n{x-ovlzz\}

définie par fA(X), le polyndme déduit de £(X) y feisant la substitution

en X, =0 pour i ¢ A,
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Compte tenu de la compatibilité de la formation de la série H 2 partir
de f(X} a l'opération de substitution de ( pour certaines des variables

(4.5.23) donne, pour chaque AC 5, A #4

)
(4.5.25) card (VyE V)= (q21)eer =1 (upyeard® 5 (g ))orla’)y

BCA

D'autre part, on a

(4,5,26) card V@ V) = T card V;FV) .
ACS 4
A#¢

Apres une sommation facile, (4,5,25) donmne alors

SY =
(4,5.27) card VGqu) =1 + q\)+ q2v+ es + qv(card(“’) D

Y
+ 5 (qv_l)card(B)qvcard(S-B)tr < (%>ord(q ) ) )
BCS
B#0
Notons que & donc les aB &tant T-l linéaire, les Qgrqu) sont K-linéaires,

Définissons alors les séries caractéristiques

AB(t) €1+ t kK[[t]]

(4.5.28)

ord(q)| LB(_L__“\\

AB(t)=det<1-taB =), .

Introduisons des endomorphismes de 1 + tR{[t]]

(4.5.29) o : glt) /———> ey = glqt)
et
(4.5.30) B=1-0: glt)—>go(t) = glt)glqr)
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Compte tenu de ce que

7 t\)
{(4,5.31) z(t, VAFq) = exp <.»§1 card \VGFQ))) ”:r{)
et
. v
(4.5.32) det(l-t aogc(q)hexp < - % tr((aB)\’°rd 9 £ >
21

(4.5,27) se réerit

n+l i n+2 \;(—&9¢P+2-j
(4.5.28)  2(e,vF) 0 Q-gio) = 0 (0 A))

1 o (=1 J
* 3 cagg%B)“j

4,6, Nous allons étudier maintcnant 1'intégralité dus sérics by Posons
(4.6.1) G = 1'anneau des euntiers de ¥
et définissons une filtration sur 1 + t 6[[t]] per

(6.6.2) Fr +t6[el]D) =1 +qt 6[[qie]]

L}

ohiee 6[[e1D)

]

On a

(4.6.3) oF) < P

(4.6.4) s(rhy < B

(4,6,5) § induit 1'identité sur Fl/Fl+1

Lemme 4.6.6. AB(t) €1+t 6{[t]], et si un entier j vérifie

(4,6,72 jd < card(B)

alors on a

(4.6.2 p(E) € P+ e ol[ed]) .
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LY

Démonstration. Les espaces de Banach LB<~p ) sont tous "du type B{I)"

au sens de Serre [7], i.e. ils admettent des "bases orthonormales”, a

savoir, les mondmes

g 1] U i
.o o 1 . n+2
(4.6.9) LD SR ST S
qui y appartiennent, Que ¢' une base "orthonormale" veut dire par
définition qu'ion a
Uo Uo UnéZ
L) = mi rd{C
(4,6,10) ord(% CU T % Xn+2 ) m;n ord U) .
Seit
1N
(4,6,11) RB = le 3~sous-module de LB\~~f~') formé des &léments

d'ordinal 2= O, Pour démontrer le lemme, il suffit de démontrer

. ord{q) i
(4.6,12)  si jd < card(B), alors (GB) 4 R, © qJRB
ou, a forfiori, de démontrer
(4.6.13) si jd < card(B), alors QB(RB) CIpJRB .

Or, on a (4,5.22)

-1
3 = X 6 1
(4.6,14) oy Yp ﬁB(x)
2]
Compte tenu de ce que
1 p
(4,6,15) H(X) €L <-—-—— 5 ord{d(X)) =z ¢
p=1 ./
on &
)
(4.6,16) HB(X,. Ry © Ry
et évidemment
Va ‘1[
{(4.6,17) T \RB) = RB s
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de sorte que (4.6,13) sera conséquence de

j+1

R, .

(4,6,18) si jd < card(B), alors \HP(RB) Cp

Vérifions (4,6,18) monBme par mondme. On a

Uo Uo Un+2
3 i i H
YP(TT X oo X 7)) =0, sauf si Vi plji
(4.6.19) et
pU_ pU pU u v g
o, 0 n+2, _ _(p-1)U o, © 2
¥ (m X, ...Xn+2 Y= o LT X e X .
€ Ry
U U ~
. ' . 5 O 2 B< 1
Or, les conditions pour que l'on ait ywes Xn+2 € L _—p-'lj sont
au = L u, ,
° qa

(4.6.20)
pour i = 1, on & U, >Co &> i £ B

d'of, en particulier,

(4.6.21) dUO 2z card(B) .

On a donc

(p-Du
(4.6,225 ord{m %y = U, 2 card(B) >
d
et, comme UO € 7z
(p-l)Uo
(4.6.23) ord(m ) = R 1.

Mettant ceci ensemble avec (4,6,19), on trouve (4,6.18),
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5. Un_tnéoréme d'AX [1], (cf. aussi [4], section 7).

Théoréme 5.0, Soient V une hypersurface dans Pn+1 de degré d >0,

définie sur qu, et j un entier : si on a

(5.0.1) jd<a+2
alors
n+l : . s
(5.0.2) z(c,v/mq) [T (1-¢"t) € 1+ gt Zz[[fe]1 .
i=¢
et 1'inverse de tout zéro ou pOHF de
-+ i
(5.0.3) z(t,v/ qu) 77 (1 -4q0)

i=0

est de 1a forme g7, (un cntier algébrique).

Théoréme 5.0,.bis, Soit Vaff une hypersurface danslép+2 ¢éfinie par une

frrme homogéne de degré d, défimie sur Fq . 8i on a

(5.0.72 jd<mn+2
alors

] b
(5.0.5) z(t, Vaee! mq) €1+ q't Z[[q't]] .

En particulier,

(5.0.6) card(v_.( E‘q)) = 0 mod ¢ ,

et par suite

i
(5.0.6 bis) card(v (F)) = -g:—li— >0

(ce_qui améliore le th, de CHEVALLEY-WARNING (87]).
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Démonstration. L'implication (5.C.5) == (5,0.6) est claire, en prenant
le coefficient de t dans la fonction zéta, Les assertions (5,0.4) et (5.0,2)

sont &quivalentes, compte tenu de ce que

(5.0.7) card VaffGFq\O = 1+ (q°-1) card VGde) s
d'ol

z(t, V/ F )
(5.0.8) 2 (e, V) = 1

et 2(qt,V/ F)(1-)
et
- i i

(5.0.9) (e, W/ ¥) = 1 [Geg'D) z(ale, v S ED)]

i=z0
Les énoncés (5.0.2) et (5.0.3) sont équivelents encore, par le théoréme de

Fatou [3], grace 2 la rationalité de la fonction zéta, Comme on s

(5.0.10) Z(t,V/}Fq) ¢ z[[t]] ,

il suffira de démontrer
n+l . .

(5.0.11) z(c,v/mq) I (1-¢'t) € Fla+t o[[t]D
i=0

Compte tenu de (4.5,33) et (4.,6,4) - (4,6,5), il suffit de démontrer, pour

Bc {1,...,042}, B # @, qu'on a

(5.0.12) A(E) € pitcard(8)-(n+2)

Nous pourrons terminer la démonstration en appliquant le lemme (4.4.6),

une fois démontré 1'assertion :

(5,0.13) si jd < n+2, alors (j+card(B)~(n+2)) d < card (B),

qui se récrit
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(5.0.14) si jd < n+2, alors (j~(n+2)) d < card(B) (1-d) .
Mais
inf card(B) (1-d) = (n+2) (1-d) ,

Bc {1,...,n+2}
B# g

de sorte qu'il suffit de démontuer

(5.0.15) si jd < n+2, alors (j=(n+2)) d < (n+2)(2~-d) ,
ce qui est vrai,

Remarque 5,1, La condition

(5,1.1) jd < n+2

admet une interprétation cohomologique. Secit V uue hypersurface lisse
de degré d et de dimension n. Posons, comme dans XI 2.1, pour a+b = n

La,b b ay _ - 41 a,b, .\
G.1.2) by dim 5(V, Q) esa’b dim E7? 7 (V)
ot EFP(V) est la composante de bidegré (a,b) de la "cohomologie
évanescente de Hodge" (comparer XVII 5.4.4)

b

(5.1.3) ESP(y) = coker (P( PP, Gni) = H (0,00
Alors, par XI, 2.8,

(5,1.4) jd < n+2 <?==?-[ hg,n—a =0 pour a < j et a >~n—jj ,

i.e. la condition signifie que le "niveau de Hodge" (XI 2.7) de la

"cohomologie de Hodge évanescente" de V
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n - n n+l n
Epa(V) = Coker (HHdg (P )C———>Hﬂdg 20

est < n-2j, i,e, son co-niveau est =2 j, D'autre part, la conclusion
signifie aussi que les valeurs propres du Frobenius gq opérant sur la
cohomologie évanescente {-adique (L # p) sont des entiers algébriques
(XX1 A.2) divisibles par qj. Le résultat de AX 5.0. vient donc & 1'appui

de la conjecture suivante, suggérée par le yoga du nivesu des motifs, et

qui met en relations les classiques conjectures de HODGE [5] et de TATE [5] :

Conjecture 5,2, Soient f : X —> S un morphisme propre et lisse, avec

S intdgre, de type fini sur Spec(Z ) et dominant Spec(Z ), i,j des entiers,

Supposons que le co-niveau de Hodge du B de la fibre générique de f

)

soit > j. Alors pour tout point s € S, le coniveasu (XX 2,C.6) de H:L(XS,Q,v

est = j, donc (XX 2.2) si s est un point fermé de 5, les valeurs propres

;
de Frobenius opérant sur H‘(XS,Q&) sont des entiers alpébriques divisibles

par qJ, ot q = card(k(s}).

6., Fin de la démcnstration de la formule de congruence,

Compte tenu de (4.6.6) et (4.6.3)~(4.6.4), (4.5.24) donne une
formule de congruence

(_1)n+l
(6,0.1) Z(t, v/ IFq)(l—t) EAS(t)

mod 1 + qt &{[t]]
Passons au calcul de As(t) modulo 11 9{{t]], Définissons (cf. (4.6,11)

(6.6.2} . = R,Q® F »
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(6.0.3) Q. : Wy —> 1, 1'opération Ttl—linéaire induite par Q.
Ee o

S
(6.c.4) R, (t) le sous-module de R, forme des €léments de degré i en X _,

(6.0.5) wS\U = Rs(l) ®®]Fq

Proposition 6.0.6, On a 1'inclusion

as(x-\s> c Rs(l) + p R

Démonstration. On a la factorisation (4.6.14)

(6.6.7) 0 = Tle -y . EHGD .
S PP
On sait (cf. (4.6,15))
(6.0.8) H(X) . R, © Rg
et évidemment
(6.0,9) T‘I(Rs(l) +p RS) = RS(l) +P R,
de surte qu'il suffit de vérifier
(6.0.1%) —11)— ‘fp R, <R (1) +p R. ,

ce qui est clair par (4.6,19).

Corollaire 6.0,11. On a 1l'inclusion

ws < ws(l) .

e

432



- 33 - XXII

Corollaire 6,0.12, On a la congruence

8 (6) = aee (-t @™V (1)) moa w 6[[€]] .

Proposition 6.1, L'opération Tl-linéaire Eé T W (L) —-—>~W8(1)

est €gale & 1l'opération

(6.1.1) 7Ly

o A p_l
p (Xo£(X)) .

°

Démonstration, Ecrivons

(6,1.2) H(X) = 1+ T Hi(X)
i1
ofy
(6,1.3) Hi(X) est de degré i en X .

D'apres (4.6.1%) encore, on a

(6.1.4) -;—‘Yp R(1) © pRy si L7p

Compte tenu de ce que

(6.1.5) B (). Rs(j) < Rs(i+j) .
o a
L
I's i 1
(6.1.6) (g - — Yp.xp_1<x))(1zs(1)) CpRy .

Cn a donc

617 L@ LIy @ P R e gy .
Ls p ‘p p-l 5 5

Calculons maintenant Hp_l(x). On a (cf. (4,4.4))
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A
(6,1.8) H(X) = g @(AWXOX )
W.p
%)
= [l exp (:E = >
W n=0 P
W.p
S
g e (T
W n20 p
W
= I exp (ﬂAWXOX ) mod degré p
W
W
= exp (m 2 AX X ) mod degré p
= exp (ﬁ'XOF(X)} mod degré p,
dton
ﬂp-lxp—l
[ p-1
(6.1,9) & =2 - FX)
P (p~1)1
On constate facilement que
-1
(6.1.10) __ifi_.__—-sz -1 mod p
P
donc
1 p~1
(6,1.11) ~—H (X)) = X fX) mod p ,
p p-1 - o

ce qui acn@ve la démonstration de 6.1,

Corollaire 6,1.12, L'opérateur linéaire

('&S)Ord(q) P Hg(1) —> W (1)

a'est autre que ch(XOf(X»q‘l.
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Démonstration. D'apreés (6.1,1)

@@ = (ly e g00)Phyord@
S P o]
ord(a)~1 R p-1
=¥, 1 & e Ey)
§=0
ord(g)-1 3
=y o0 (x eP (D
q .
j=0

q-1
Yqo (X £(X))
Mettant ensemble (6.1.12) (6.C.12), et (6.0.1), on trouve,

Corollaire 6,1.13, On a la congruence mod p :

n+l
det(-e ¥ (50w

Z(t ,V/F ) ==
K 1~t¢

6.2, 11 reste a calculer les groupes de cohomologie de @V
Posons
(6.2.1) 3q = 1'opération "élévation & la puissance g'iéme " dans ;V .
1

. . . n+
Nous avons une suite exacte de faisceaux sur PP =1 :

£

(6.2,2) 0 —> gp(-d) %P @V 5 .,
et le diagramme suivant est commutatif
£ .
O o %p("d) g @v G
(6.2.3) £l 5 g 5
q I | q
. v v
C —3 @JP(~d) GIP ’V 5 .
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Compte tenu de ce que
1o ™, §) =T
(6.2.4) B(P™, g) = 0 ifo
wt(p™, g(-a)=0 140, sl

la suite exacte longue de cohomologie associé & (6,2,2), donne

v q
(6.2.5) Hi(V, @V) = 0 si 1i#0,n
n A ~ Sl on+l -
H (v, sv) I3t @, @n,( d)) .

Le diagremme commutatif (6.2.3) donne alors

(6.2.6) det (1 -t gq|H°(v, 6,)) =1-t¢
et
(6.2.7) det{l-t § |H"(V,5.)) = det (1-t(£971x )| e™ @™, Gp(-a))
q v q
Il ne reste qu'a établir
(6.2.8) dec(l-t(fq‘lsq) ™ g -0 = det(l-—t@q—(xef(x))q’l W (1))

ce qui est une conséquence de la

Proposition 6.3. Il y a un isomorphisme

o~ Ao+l oo+l .
(6.3,1) ws(l) Horqu(h (p . (%P(’d)’ n‘q)

par rapport auquel 1'opérateur

(6.3.2) Yoo KoY ¢ W (1) — W (1)
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est le transposé de

(6.3.3) f(x)““‘gq pE O™, g ) — TR, g

Démonstration, En calculent le groupe TR IPn+l, @iP(—d)) 3 1'aide du

n+l
recouvrement standard de P s on trouve

(6.3.4) Hi+1GPn+1 4 (~d)) = le F _-vectoriel de base des mondmes le Xwn+2
3. X : % q 1 ¥

les Wi ¢ Z vérifiant ZW?. = =4

= le Fq—sous-vectoriel de base des mondmes

¥ Va2
X1 "'Xn+2 qui vérifient en plus :

Eitelquewizﬁ.

D'autre part, Ws(l) = RS(l) ®®]Fq, et on a

(6.3.5) Rs(i) = le G-module libre de base les mondmes
Ul Un+2
1 £4 = T
(rr xo) X T X, vérifiant § U, 4, u, >0 Vi .

L'accouplement

. . n+l n+l
(6.3, (,): Hs(l) x B (B, %(-d}) *-%}Fq

défini par
1 si -J1 = -Wi pour

i) Y £ i
U1 2 Al wn+2 , tout i

1+ ¥n0 s 1 X

(6.3.7) (classe de 17 X X
¢ sinon
est évidemment une dualité parfaite de IFq-vectoriels, et on constate

facilement que ‘fq.(}{of(}())q—1 est la transposée de f(x)q-ltfq, ce qui

prouve 6,3,
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