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Dans [10]], Galatius et Venkatesh ont défini, en utilisant les idées et constructions de la thése
de Lurie ([11]), les anneaux de déformations dérivés de représentations d’un groupe profini.
Le but de cette note est de montrer que, si le groupe est est le groupe fondamental d’une courbe
lisse sur un corps fini, ces anneaux sont “formellement quasi-lisses” au sens de ’article [1]
de Arinkin-Gaitsgory (c’est-a-dire localement d’intersection complete au sens dérivé), et de
prouver qu’ils sont discrets (c’est-a-dire non dérivés) dans beaucoup de cas si I’on admet la
conjecture de de Jong. Il s’agit d’une adaptation facile des techniques de I'article [8]] de de
Jong.

1 Foncteurs de déformations dérivés

Cette section contient des rappels de I’article [10] de Galatius et Venkatesh.

1.1 Définitions

Soit k£ on corps. On note Art, la catégorie des anneaux simpliciaux locaux artiniens A
munis d’un isomorphisme du corps résiduel de my(A) avec k (définition 2.2 de [10]) et SEns
la catégorie des ensembles simpliciaux.

On fixe un schéma en groupes G sur Z qui est connexe réductif déployé et un groupe profini
I". Pour tout sous-groupe ouvert distingué A de I', on note Xo = B(['/A), vu comme un
ensemble simplicial (c’est le nerf du groupoide I'/A). Soit X le pro-ensemble simplicial (X )
(indexé par I’ensemble des sous-groupes ouverts distingués A de I', ordonné par I’inclusion).
On fixe aussi un sous-groupe central Z de G, etonnote H = G/Z.



Définition 1.1.1 On définit deux foncteurs Repr o, [Repr o/ H] : Arty — SEns de la maniére
suivante

(a) Repr g est le foncteur ﬁ}%G de la définition 5.4 de [10]. (Moralement, Repr (A) est
“’espace des morphismes continus I' — G(A)”, mais cette définition n’est pas correcte
pour A non discret, cf le début de la section 5.1 de [10]);

(b) [Repr g/ H] est le foncteur Fx g z de la définition 5.8 de [10] (moralement, c’est le
quotient de F E’G par H au sens des champs dérivés, d’ou la notation).

Indiquons brievement la maniere correcte de définir le foncteur Repr ; de (a). On définit
d’abord un foncteur A — BG(A) de la catégorie des anneaux commutatifs simpliciaux dans
celle des ensembles simpliciaux fibrants, voir la section 5.1 de [10] ; si A est discret, BG(A)
est, a une équivalence d’homotopie pres, I’espace classifiant usuel de G(A), ¢’est-a-dire le nerf
de G(A) vu comme un groupoide ayant un seul objet. Ensuite, on considere le pro-ensemble
simplicial BI' = (B(I'/A)), ou A parcourt I’ensemble des sous-groupes ouverts distingués
de I et B(I'/A) est I’espace simplicial classifiant usual du groupe discret I'/A (cf la section
5.2 de [10] et la note de bas de page dans cette section). Tous les (pro)-ensembles simpliciaux
ci-dessus sont munis de points base naturels, et le foncteur Repr. ; envoie A sur I’espace des
morphismes de pro-espaces simpliciaux pointés BI' — BG(A).

Rappelons aussi la définition des foncteurs de déformations dérivés. Ce sont des foncteurs
de Arty, dans la catégorie des ensembles simpliciaux.

Définition 1.1.2 Soitp : I' — G(k) un morphisme continu. On note Repr (, ; et [Repr ¢ 5/ H|
les foncteurs .F E’ﬁ et Fx ¢ z5 définis respectivement dans la définition 5.4 et apres le lemme
5.9de [10].

Plus précisément, Repr ¢, et [Repr 5/ H]| sont les fibres (homotopiques) de Repr ; et
[Repr. ;/ H| au-dessus du k-point donné par p.

Gace aulemme 7.1 de [[10]], les 7y des foncteurs ci-dessus sont les foncteurs de déformations
usuels.

Rappelons le calcul des complexes tangents et les criteres de représentabilité donnés par
Galatius et Venkatesh. Pour tout action continue de I' sur un groupe abélien topologique M,
on note C*(I", M) le complexe des cochaines covariantes continues a valeurs dans M (cf [13]
VIL.3)

On note g = Lie(G) ®z k, et on fixe une représentation continue 5 : I' — G(k). On fait
agir I sur g via p et I’action adjointe de G.

Théoreme 1.1.3 (i) Le complexe tangent trep. o, de Repp 5 est quasi-isomorphe au
complexe (0>1C~*(T', g))[1], out 0> est la troncature béte. En d’autres termes, on a

. [ C*(Tg) sii>0
Reprez=t = 1 sii < 0.



En particulier, on a :

ZYT,g)  sii=0
ﬂ;i(tRepr,G,ﬁ> = H™* (Fvg) sit>1
0 si1 < 0.

(ii) SiHO(T,g) = Lie Z, alors tgpep,. /) est quasi-isomorphe & (1>1C~* (T, g))[1], 0it 7>
est la troncature ordinaire. En particulier

H(T,g) sii>0
W—i(f[Repr,c,z/H]) - { 0 si1 < 0.

Démonstration. Les deux points résultent de I’exemple 4.38 et du lemme 5.5 de [10]. Pour (ii),
voir aussi le lemme 5.10 de loc. cit.

OJ

Si on prend H = G pour définir le foncteur [Repy /H], alors le complexe tangent corres-
pondant est C~*(T", g)[1] (méme référence), et son 7, est donc H(T, g). En particulier, si G
n’est pas semi-simple, ce 7, est toujours non nul et [Repr /H] ne peut pas étre représentable
par un pro-anneau simplicial.

Théoreme 1.1.4 Le foncteur Repr ¢, est pro-représentable au sens de la définition 2.19 de
[10]. Si le centralisateur (schématique) de p(I') dans G, est Z(G )y, le foncteur [Repr ¢ 5/ H|
est aussi pro-représentable.

Si tous les H'(T', g) sont de dimension finie sur k, alors ces foncteurs sont pro-représentables
par un systéme projectif (R, )nen d’ob jets de Arty, tel que R := I&Hn R,, soit Noethérien au
sens de Lurie (définition 2.5.9 de [I[1]), ¢’est-a-dire que my(R) est noethérien et chaque m;( R)
est un mo( R)-module de type fini.

Dans le dernier cas, on peut aussi suivre les conventions de Lurie (dans la section 6 de [[11]])
et remplacer (R,,),cn par sa limite projective.
Sans la condition sur le centralisateur, le foncteur [Repr ;/H] est représentable par un
“champ dérivé formel”.
Démonstration. Cela résulte du critere de représentabilité de Schlessinger dérivé di a Lurie,
voir le corollaire 6.2.14 de [[11] et le théoreme 4.33 de [[10].
OJ

On note RFD et Ry; (8’1l existe) les pro-objets de Art, qui représentent Repp ; et
[Repr.g 5/ H]-

1. Mais c’est un champ dérivé tout a fait sympathique.




1.2 Exemple des anneaux de déformations galoisiens

On suppose maintenant que I' = 7$'(X), ol X est une courbe algébrique lisse
géométriquement irréductible sur un corps [F (avec un point géométrique fixé), et que la ca-
ractéristique ¢ de k ne divise pas la caractéristique p de IF. On suppose que le nombre premier
¢ est tres bon pour (G, au sens rappelé au-dessous du théoreme 3.8 de [7]]. C’est une condition
plus faible que la condition que ¢ ne divise pas 1’ordre du groupe de Weyl absolu de G, et si G
est de type A,,_1 (par exemple G = GL,, ou SL,,), cela veut dire que ¢ ne divise pas n.

On dit que 5 : T' — G/(k) est absolument irréductible si le morphisme I' % G(k) ¢ G(k)
est irréductible au sens de la section 3.2.1 de I’exposé Bourbaki [14] de Serre (c’est-a-dire
si I'image de ce morphisme n’est contenue dans aucun sous-groupe parabolique de (7). Ceci
implique que H°(T', Lie G) = Lie Z, ol Z est le centre de G, voir le lemme 5.1 de Darticle [7]
de Boeckle-Harris-Khare-Thorne. (Ce résultat utilise la condition que ¢ est tres bon pour G'.)

Corollaire 1.2.1 Dans ce corollaire, on suppose que G est semi-simple.

(a) (Cf. le lemme 3.11 de l’article [8|] de de Jong.) On suppose que F est algébriquement
clos et que p est absolument irréductible. alors les complexes tangents tgep,. . et
tRepy. ., ,/H] Sont concentrés en degré 0, donc RE et Ry 5 sont homotopiquement dis-
crets (définition 7.4 de [10]) et leurs 7 sont formellement lisses.

(b) SiIF est de dimension cohomologique 1 (par exemple si F est fini) et si (p, X7) vérifie
les conditions de (a), alors les les complexes tangents tRepn oy €l t[RepF’ o/ H] SOnt
concentrés en degré —1 et 0.

D’apres (b), les foncteurs Repr ; et [Repr 5/ H] méritent d’étre appelés “formellement
quasi-lisses” (cf la section 2.1.3 de I’article [[1]] de Arinkin et Gaitsgory).

Démonstration.

(a) 11 s’agit de prouver que H'(T', g) = 0 pour 7 > 2. On raisonne comme dans la preuve du
lemme 3.11 de [8]. Soit .Z le k-systéme local sur X correspondant a la représentation
g de m;(X). Comme X est une courbe, on a H'(T', g) = H (X,.Z), et ce groupe est
nul si 2 > 3. Si X est affine, la conclusion résulte donc des résultats sur la dimension
cohomologique des schémas affines. Si X est projective, on peut utiliser la dualité de
Poincaré pour calculer HZ (X, .Z). D’apres I’hypothese que ¢ est trés bon pour G et le
(1) du théoreme A de I’article [?] de Garibaldi, le G-module g est autodual, donc on
obtient :

Hegt<X7$) = (Hgt(X7 g))\/’
et ce dernier groupe est nul car p est absolument irréductible (et on a vu ci-dessus que
ceci impliquait que H(T', g) = Lie Z, ou Z est le centre de G).
Noter que si X est affine, on n’a pas utilisé la condition que ¢ est trés bon pour prouver
(a).

(b) La suite spectrale de Hochschild-Serre appliquée a la suite exacte

1 — m(Xg) = m(X) — Gal(F/F) — 1



donne une suite spectrale :
E3® = H*(Gal(F/F), H'(m1(X5), 9)) = H*""(m(X), g).
D’apres I’hypothese sur la dimension cohomologique de [F et de 1a conclusion de (a), on
aB$*=0sia+b>3. Donc H(m (X),g) =0sii> 3.
O

2 Classicité des foncteurs de déformation

Le but de cette section est de montrer que dans certains cas, les anneaux de déformations
de la section|1.2|sont discrets, et d’en déduire qu’ils sont d’intersection complete. La stratégie
est la méme que celle de de Jong dans [§]].

Soient I' et G' et p comme dans la section Z un sous-groupe central de G et H = G/Z.
On fixe aussi un sous-groupe fermé IV de I', et on lui associe un pro-ensemble simplicial X’
comme au début de la section On a un morphisme évident de pro-ensemble simpliciaux
X' — X (induit par I’inclusion I'" C I).

On dispose donc d’un diagramme commutatif de foncteurs Art;, — SEns :

RepF,G —— [RepF,G/ H ]

| |

RepF/,G —— [Repr,vG/H]

ou les fleches verticales sont induites par la restriction le long de X' — X.

2.1 Comparaison des foncteurs de déformations pour I' et I

On suppose que I'/T" ~ Z, et on choisit un élément ® € T tel que ¢ - [ soit un générateur
topologique de I'/I"”". On suppose aussi que Z est le centre de G.

La conjugaison par ® définit alors un automorphisme de X', d’ou des automorphismes des
foncteurs Repr. ;; et [Repr. o/ H|, qu’on note tous les deux 7.

Soit p un morphisme continu I' — G(k). On note p' = pjp. A partir de maintenant, on
suppose que les groupes de cohomologie et H (I, g) sont tous de dimension finie sur k:,
et que le centralisateur schématique de I’image 7’ dans Gy est Z(G);. On dispose donc des
pro-anneaux simpliciaux R%], Rup. R%ll et Ry, qu’on peut aussi voir comme des anneaux
simpliciaux noethériens, et de morphismes canoniques R% — R% et Ruy — Rpup. Les
automorphismes 7' ci-dessus donnent des automorphismes 7 de RE, et Rpy.

2. Tlen est donc de méme des H'(T', g), grice a la suite spectrale de Hochschild-Serre.



Proposition 2.1.1 Le morphisme Ry y — Rpuyp identifie Ry, au coégalisateur (homoto-
id
pique) du diagramme Ry —= Rup -
Plus généralement, le morphisme [Repr ;/H] — [Repp /H] identifie [Repr o/H]| a

I’égalisateur du diagramme [Repr o/ H| % [Repr o/ H] .

Démonstration. On prouve la deuxiéme assertion (qui implique la premiere). Soit %
I’égalisateur du diagramme en question, on a un morphisme canonique [Repp /H] — %
induit par [Repr. ¢/ H] = [Repp ¢/ H.[]

D’abord, on voit que le complexe tangent tgep,. /1] 8’identifie a I’égalisateur du diagramme

id
tRepp o/ H) —= tRepr o/H] » d’apres le calcul de ces complexes tangents dans le théoreme
E) T* El

, la suite spectrale de Hochschild-Serre pour la suite exacte 1 — I — ' — Z—1,1e
calcul de la cohomologie continue de Z, et le fait que H(T', g) = H%(I", g) = Lie Z.

Donc le morphisme [Repr o/ H] — .7 est étale, et, grace au corollaire 3.2.17 de [ll]ﬂil
suffit de montrer que c’est un isomorphisme sur les k-points, ce qui est clair.

O

2.2 Classicité de [Repy ;;/H]

On reprend les notations et hypotheses de la section 2.1} et on note ¢ la caractéristique de k.
On a donc fixé une représentation 5 : I' — G(k) telle que pp ait pour centralisateur Z(G);, et
que les H (T, g) soient tous de dimension finie.

Théoreme 2.2.1 On suppose de plus que k est fini, que G est semi-simple, que
HY(T",LieG ® k) = 0 pour i > 2 et que, pour toute extension de corps k C L et tout
morphisme continu p : I' — G(L[[t]]) dont la réduction modulo t est p, p(T') est fini.

On suppose de plus que ¢ > dim Lie G + 3. (En particulier, { est trés bon pour G.)

Alors les anneaux Ry 5 et Ry 5 sont homologiquement discrets, wo(Ry ) est formellement
lisse sur W (k) et mo(Rp 5) est d’intersection complete, fini et plat sur W (k).

Démonstration. Les assertions sur Ry z résultent du (a) corollaire le fait que Ry 5 est
1-tronqué, c’est-a-dire que m;(Ry5) = 0 pour i ¢ {0,1}, résulte soit du (b) de ce méme

3. On utilise ici le fait que les morphismes [Repr o/H] — [Repr o/H] 9 [Reprr o/ H] et

[Repr ¢/H] — [Repr ¢/H] EN [Repr /H] sont homotopes, ce qui n’aurait pas été vrai si I’on avait
considéré les foncteurs Repr ¢ et Repr/ -
4. Ou a la proposition 4.3 de [10].



corollaire et de la proposition 4.3(iii) de [[10], soit de la proposition [2.1.1] (qui dit que Ry 5 est
id
le coégalisateur (homotopique) du diagramme Ry 1:; Ruz ).
T
On note A, = Ry, vu comme un anneau simplicial noethérien. Pour montrer que A,
est discret et plat sur W (k), il suffit de montrer que B, := A, ®w k) k est discret. Cela
résulte directement du lemme 3.7.4 de [11], puisqu’un module plat sur un anneau discret est
automatiquement discret, mais on peut aussi le prouver a la main de la maniere suivante : On
a une suite spectrale (homologique)

Eopg = Tofgv(k) (mp(As), k) = mp14(Bs).

Comme A, est 1-tronqué, E;,, = 0sip ¢ {0,1}. D’autre part, k est de dimension projec-
tive 1 sur W (k), donc E,,, = 0siq ¢ {0,1}. En particulier, la suite spectrale dégénere
en E,. Si I'on sait que B, est discret alors on obtient 7y(B,) = Tor, (k)(ﬂ'o(A.>, k), et
Torgv(k)(ﬁl(A),k:) = Tor‘l/v(k)(wo(A),k) = Tor?/(k)(m(A),k) = 0. En particulier, 7 (A,)
est plat et de torsion sur W (k), donc nul, donc A, est homotopiquement discret, et 7mo(A,) est
plat sur W (k).

De plus, si A, est discret, il est automatiquement d’intersection compléte sur W (k) (car le
complexe tangent de [Repr. ;; 5/ H| est concentré en degrés —1 et 0, et on peut donc appliquer
le lemme 7.5 de [10]]). Si de plus on sait prouver que B, est une k-algebre finie, alors on
obtient que A, est fini sur W (k).

I suffit donc de prouver que B, est homotopiquement discret et fini sur £. On remarque
que B, représente le foncteur [Repr ¢ ;/ H] restreint a la sous-catégorie pleine Art;, de Arty
dont les objets sont les R tels que le morphisme évident R — k ait une section. On note

F = [Reprg,/H ]I avt, €8 F' = [Repp g»/H ]‘ Avtl” Alors T' se restreint en un automor-

id
phisme 7" de %', et .# est I’égalisateur du diagramme %' — = .7’ . Donc t#[1] est le cone
T

du morphisme 1 — 7" : tz» — tz. Comme Ry est homotopiquement discret et plat sur
W (k), tg est concentré en degré 0, et donc :

Ker(1 -T) sii=1
m_i(tg) =< Coker(1—-T) sii=0
0 sinon.

En particulier, my(t#) et 7 (t+) ont la méme dimension.

De plus, grace a (7.10) et (7.11) dans [10] (qui expriment le fait que, si on complete
Be — mo(B.) en un tringle distingué Cy — B, — my(Ba,), alors m;(Cs) = 0 pour i € {0, 1}),
le morphisme 7;(tp,) — 7;(tzy(5,)) est un isomorphisme si ¢ = 0 et injectif si i = —1. Notons
g = dim(mo(try(B,))) et r = dim(7_1 (try(p,))) ; d’apres le fait rappelé ci-dessus, ona r < g.
Il est bien connu (voir par exemple le théoreme 2.4 de I’article [4] de Bockle) que 1’on a une
présentation my(B,) = k[[ X1, ..., X,]]/J, ou le nombre minimum de générateurs de .J est au
plus 7. Si on prouve que 7(B,) est une k-algebre finie, on en déduira que » = g donc que
m_1(tg,) = T_1(tr,(p.)) est un isomorphisme, que my (3, ) est une intersection complete donc



que 7;(tro(s,)) = 0 pour i € {0, —1}, et donc que tp, — t;(p,) st un quasi-isomorphisme,
ce qui implique que B, — my(B,) est étale, et par conséquent que ¢’est un isomorphisme.

Il suffit donc que prouver que 7y(B,) est une k-algebre finie. Or 7y(B,) est ’anneau de
déformations classique de 1" en égales caractéristiques. Pour montrer qu’il est fini, on suppose
qu’il ne I’est pas et on procede comme dans 3.14 de [8|] pour obtenir une extension finie
L de k et un morphism my(B,) — L[[t]] d’image infinite. Ce morphisme correspond a une
représentation continue p : I' — G(L[[t]]) dont la réduction modulo ¢ est conjuguée a p
par G(k). Par hypothése, I'image de p est finie, et on peut donc appliquer le lemme
ci-dessous pour montrer que I’image de p dans .% (L[[t]]) est égale a celle du morphisme

r-o G(k) C G(L) — G(L((t))). Mais alors le morphisme 7y(B,) — L[[t]] se factorise par
Iinclusion & C L][t]], contradiction.

O

Lemme 2.2.2 Soient k un corps de caractéristique ¢, I un groupe fini et G un groupe réductif
connexe déployé sur 7. Soient p,p' : T' — G(k|[[t]]) deux morphismes. On suppose que
( = 0oul > dimLieG + 3 et que les morphismes 5 : T 5 G(k[[t]]) — G(k) et
7T 5 G[[t]) — G(k) sont égaux et absolument irréductibles. Alors p et o' ont la
méme image dans [Repr ¢/ H|(K[[t]]).

Démonstration. On peut supposer que o’ est le morphisme I' % G(k) c G(k[[t]]). Quitte
a remplacer I" par I'/ Ker p, on peut supposer que p est injectif. Comme G est déployé, il
a les mémes sous-groupes paraboliques standard sur tous les corps, donc le fait que p soit
absolument irréductible implique que p est absolument irréductible. D’apres la proposition
4.1 de I’exposé [14] de Serre au séminaire Bourbaki (et avec la notation de cette proposition),

ona R, (') = {1}.f]

Il suffit de montrer que, pour tout N € N* les images de p et p dans
[Repr o/ H](K[[t]/(t")) sont égales.

On note LG le groupe pro-algébrique sur Z dont I’ensemble des A-points, pour toute
Z-algebre A, est G(A[[t]]) (ie le groupe des lacets de G), et U = Ker(LG — G),
ou LG — G est le morphisme évident (donné par la réduction modulo ¢). Pour tout
N € N*, on note Uy le groupe pro-algébrique sur Z dont I’ensemble des A-points est
Ker(G(A[[t]) — G(A[[t]]/(tY)). Alors U = Uy, les Uy sont des sous-groupes distingués
deU,onalU = @N U/Un, et Uy/Unyq ~ Lie G pour tout N > 1. (En particulier, U est
pro-unipotent.) L’inclusion Z C Z[[t]] induit une section de LG — G, qui permet d’identifier
LG aU x G. Laction de G sur chaque quotient Uy /Uy 1 est alors ’action adjointe de G sur
LieG.

5. R,(T) est le radical unipotent de I vu comme groupe algébrique sur k, et il est aussi égal au ¢-coeur de T’
sil > 0.



On fait agir I" sur U (k) en utilisant p : I' — G(k) et ’action de G sur U. L’hypothese sur p
et p' signifie qu’il existe une application ¢ : I' — U(k) telle que p(y) = u(~y)p(7), pour tout
~ € I'. On voit facilement que u est un 1-cocycle.

D’apres I’hypothese sur ¢ et le théoreme 4.5 de [14], pour tout morphisme I' — GL,, (k)
avec m < dimLieG + 1, I'image de I' dans GL,,(k) est un sous-groupe completement
réductible (au sens de la section 3.2 de [14]). Autrement dit, toute représentation de I' sur
un k-espace vectoriel de dimension < dim Lie G 4 1 est compleétement réductible. En parti-
culier, H'(T', Lie G ® k) = 0.

Soit N > 1. Par le calcul ci-dessus et un dévissage évident, HY(T',U/Uy) = 0.
Donc le 1-cocycle ¢ mod Uy est un 1-cobord, c’est-a-dire qu’il existe g € (U/Uy)(k)
tel que u(y)Ux(k) = g(p(7)gp(y)~')~* dans (U/Uxy)(k), pour tout v € I'. On a alors
p(v) = gp(v)g~! dans (LG /Uy)(k) pour tout v € T, ce qui implique que p et p ont la
méme image dans [Repr o/ H|(k[[t]]/(tY)).

0

Remarque 2.2.3 Si G = GL,, (ou SL,), alors le lemme ci-dessus résulte du lemme 3.15 de
[8]]. La condition supplémentaire sur ¢ n’est pas nécessaire dans ce cas.

Corollaire 2.2.4 On suppose que k est fini de caractéristique { > dimy Lie G + 3, que la
conjecture de de Jong (conjecture 2.3 de [8|]) est vraie et que le groupe GG est semi-simple.

Soit X une courbe lisse sur un corps fini F dont la caractéristique est différente de (. Alors
le théoréeme précédent s’applique a I' = m1(X).

En effet, comme G est semi-simple, il existe un morphisme injectif de groupes algébriques
G — SLy, avec N € N. La conjecture de de Jong implique alors que, pour tout extension
finie L de k, ’image de tout morphisme continu I' — G/(L((t))) est finie (cf le lemme 2.7 de

[8D.

Remarque 2.3 La conjecture de de Jong dit que, si & est un corps fini de charactéristique
p et { # p, pour tout schéma normal de type fini X sur k, pour tout g > 1 et pour toute
représentation continue p : m(X) — GL4(E), ot E est une extension finie de F,((¢)),
I’image du groupe fondgmental géométrique 7, (X7) par p est finie.

Dans son article [8]], de Jong a réduit cette conjecture au cas ou X est une courbe projective
lisse géométriquement connexe, p est de déterminant 1 et pir, (x,) est absolument irréductible.
Il a aussi prouvé sa conjecture dans le cas d = 2 en généralisant aux coefficients £’ la construc-
tion par Drinfeld du faisceau automorphe correspondant a p comme ci-dessus.

Gaistgory a étendu dans [9] la preuve de de Jong au cas ou d est quelconque et ¢ > 2,
modulo deux résultats : la théorie des faisceaux €tales a coeffiecients dans £ et I’isomorphisme
de Satake géométrique pour la Grassmannienne affine sur £ et les coefficients de ¢-torsion (le
cas de la Grassmannienne affine sur C est trait€ dans 1’article [12]] de Mirkovic et Vilonen, voir
aussi les notes [2] de Baumann et Riche). Le premier résultat est maintenant connu grace a la



théorie du site pro-étale de Bhatt et Scholze (voir [3]), le deuxieéme résultat n’existe toujours
pas dans la littérature.

Signalons aussi que Bockle et Khare ont prouvé dans [S] et [6] certains cas de la conjecture
de de Jong pour d > 2 et sans restriction sur ¢ en utilisant la méthode de Taylor-Wiles (donc
avec des conditions sur I’image de p).
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