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PRÉFACE

par LUC Illusie

il montre notamment. que, si la fibre générique de f

Il s'agit d'un cours consacré aux sommes exponentielles provenant

variét.és sur les corps finis. On sait que la formule des t.races en

5

est un entier naturel. Katz donne, en termes de f t des bornes expli-

w(p) = lim sup Is (p)!l!n
n~ co n

ces sommes. Dans (SGA 4 ~), Deligne a exposé le principe de la mét.hode

et donné plusieurs applications (sommes de Gauss et de Jacobi, so~~es

de Kloost.erman généralisées). L'objet de.ce cours est. double, d'une

part, introduire à ces technique~ le lecteur néophyte, d'autre part,

en donner de nouvelles applications.

Celles-ci sont de deux types, aSsez différents. Un premier ensemble

de résultats concerne des sommes exponentielles très générales, dans la

situation suivante. On considère un schéma v de type fini sur Z et

un morphisme f de V dans la droite affine ~. Pour chaque nombre

premier p, on peut former la somme exponentielle

S (p) = C (:llTi
n xEV(F) exp p

pn

Dfaprès Deligne, le nombre réel

cohomologie e-adique et les résultats fondamentaux de Deligne sur

conjectures de weil fournissent un outil puissant pour l'étude de

cites pour w(p)

est. de dimension (N ou géométriquement irréductible de dimension N,

alors On a w(p) ~ 2N pour tout nombre premier p assez grand. Sous

ces hypothèses, c'est d'ailleurs la meilleure majoration possible,

comme an le voit aisément. Katz établit. en fait un résultat plus précis

(cf. 2.3'.1.), à savoir qu'il existe une constante A> 0 , ne dépendant.

sorites.

4.5.

4.6.

4.7.
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admettent la majoration

associées auxL

sur l'organisation du cours. Les résul-

on définit les Zonctions

2.

probable que cette idée est appelée à servir dans

étudier à l'aide de la suite spectrale de Leray du mor-

je viens de résumer brièvement occupent les deux derniers

. Les trois prernders constituent une introduction au forma~

PRÉFACE
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V dans la droite affine défini par la fonction f sur V

situations •

quelques exemples classiqUes (sommes de

sommes de Kloosterman simples ou multiples. sommes de résidus

Ce propos les problèmes fondamentaux de la

cohomologique qui est au coeUr du sujet. Le chapitre 1# consacré

tte méthode, Katz exploite une idée géométrique très simple. mais

s exponentielles et l'on résume le~rs principales propriétés. Le

.utile, qui oonsiste à analyser les groupes de cohomologie de V

tre 3 contient une introductio~ à la théorie du groupe fondamental

les variétés algébriques et au formalisme de la cohomologie

,adique, et développe l'interprétation cohomologique des fonctions L

La rédaction de Laumon suit de près les exposés oraux de Katz et

assez bien, je pense, le caractère vivant et spontané. De

mbreux exemples, exercices (en général résolus), et problèmes Ouverts

ichissent ce texte, qui devrait intêresser un large pUblic d'arithmé

"ticiens et géomètres algébristes de divers niveaux et horizons.

assez

h=O

p

s = 0 ; on considère sur

est un polynÔme homogène

et tout nombre premiern

exp(2 ff i Tr~ /~ f(x»p ~ /~cl P

L" ILLUSIE

tel que l'h~èrsurface d'équationp

Katz montre qu'alors les sommes exponentielles

C
xEV(F n

q

par un hyperplan d'équation

définie par h/sd
• où hf

premier àd

f , telle que, pour tout

Is 1 ~ A{I{q)nm ,
n

est un entier calculable explicitement à l'aide des classes de

la fonction

où A

soit transverse à L

de degré

v

un corps fini F q
d" " m plongée dans un espaceX , géométriquement connexeJ de ~mens10n ,

II?N/~ , et la variété affine V. complément dans X d'uneprojectif ~ q

section lisse L

fin du cours.

Ces deux types de théorèmes sont démontrés par voie cohomologique,

suivant la méthode exposée par Deligne dans (SGA 4~). Dans l'application

d L (cf. 5.1.1). Ce résultat contientChern de X et de la classe e

comme cas particulier la majoration établie par Deligne à la fin de

son article "La conjecture de Weil lU (Pub. Math. IHES nO 48), et

d'autres obtenues.antérieurement par Katz et exposées par Laumon àans

le Séminaire Douady-verdier 1978-79 (à paraitre). Dans la situation

envisagée. la majoration des Sn indiquée ci-dessus est la meilleure

possible. Certaines variantes et généralisations sont traitées à la

grand, on aii:.

percée intéressante dans des questions que DeligneIl s'agit là d'une

(S~A 4~). Le second ensemble de résultatsn'avait pas abordées dans ~ ~

de sommes exponentielles associées àest constitué par des majorations

• " t" p fixée vérifiantcertaines situations géométriques de caracter~s ~que

condit'ons de régularité. On considère par exemple, surd 1 assez fortes .......

de caractéristique p. une variété projective lisse

que de



fini de solutions, on peut se demander combien, et comment

exacte, soit asymptotique, pout' le nombre de solution

de N. Par exemple, si n est.E:!!1.!:, n = 2k , ces questions

grandeurs.

ce même f, on peut, pour chaque entier N, poser les mêmes

pout' l'équation

Une motivation générale.

Etant donné un polynôme fCXl , ....Xn ) E 2llXl " ... xnJ , Un problème

théorie des nombres est de IIdécrireu 1 r ense."I1ble

2 2
f(~) = Xl +•••+ X2k

f(~} = ~ +•••+ ~

ra des "générateurs" dans un sens convenable (e.g. dans le style

Si le nombre de solutions est fini pour tout N, on peut demander

amènent, avec Jacobi, Glaishe'r, H.a.S. Smith, Rarnanujan et Siegel,

théorie des fonctions thèta et des formes modulaires.

De même, si nous considérons

solutions entières de l'équation f = 0 • D'abord, on se demande si

ensemble est fini ou infini. S'il est infini, on peut essayer de

faces cubiques), on peut essayer de comprendre combien de solutions

y a dont laWgrandeurtest ~ h i en fonction de h # etc. s'il n1y a

- INTRODUCTION

"Mordell-Weil pour les courbes elliptiques, ou de Manin pour les



le nombre

p et tout entier d) l

(xl'" ""nl E (lFpd)n de

INTRODUCTION

dans les corps finis et sommes trigonométriques.

11

1 •

f un polynôme à n variables à coefficients dans 7

est l'estimation triviale

répondre aux questions suivantes.

Corrment Varie !if(p,fl en fonction de l'? A-t-on une estimation

C' (nI du type

pour tous l', d et t • Dans ce cours on va chercher à amé

très nettement cette estimation. Plus précisément, on Va cher-

généralement, pour tout t E F d ' on notera
p

(Xl' """nl E (Fpd)n de l'équation

f(x1, ... ,xnl t

renseignement que l'on a sur les nombres !if(pd,f) et

xl, ••• ,xnl. Pour tout nombre premier

N(pd,f) le nombre de solutions

valable pour tout nombre premier p ou pour presque tout nombre pre

p (c et C' ne dépendant que de fl? Ce problème est lié à

l'étude des fonctions zêta de Hasse-Weil.

!ifpour tout entier

n
E

i=l
entiers non-négatifs

1) On a

doit avoir une solution en

suffisamment grand dans P si et s~u1~ment si les deux conditions

suivantes sont satisfaites

n
E l/k.) l

i=l 1

10

admet une solution entière.

2) il n'y a pas d'obstruction de type congruence, dans le sens que,

pour~ entier !if E l' et pour tout entier M)/ 2 , la congruence

k.
E x." E N modulo M

:L

ait une solution en entiers non-négatifs pour tout entier N suffi

samrr~nt grand. L'étude de G(k) a conduit Hardy et Littlewood à
<3évelopper leur cél~èbre "méthode du cer~lell,.

De façon un peu plus générale, considérons l'équation

n k i
E Xi !if

i=l
où les expOsants k i sont des entiers ), 1 , pas forcément égaux. Soit

P une progression arithmétique. D'après une conjecture "standard" mais

pour le moment inaccessible, l'équation

(Cette conjecture est compatible, par exemple, avec ce qu'on sait sur

lessommes de carrés, on sait en effet que tout entier qui n'est pas

de la forme 4a .(80+7) s'écrit co~s somme de trois carrés, et que

~ +...+ ~ = N

tout entier sfécrit comme somme de quatre carrés}~

Pour se flprêparer u pour ces questions difficiles, on conuuencera

N.M, KATZ

par examiner des questions plus faciles.

nous retrouvons le problème de Waring, résolu par Hilbert , Hilbert

t t , k'>' 1'1 existe un entier G G(k)a montré que, pour tou en 1er 4 ~

tel que l'équation



3/4 2/3P 1 P , ... ,

21Ti (x+!':)
e P x

Cf +;
a a

sommes trigonométriques
211'ia
p-TrF IF (f(x»

pd p
e

Z
xEF"

P

1... 1 = VPa

Kloos(p,a)

IK1.oos(p;a)! 42VP

Kloos(p;a}

N(pd.f,t) a l' {xE V{IF a) 1f{x) a tl
p

13

INTRODUCTION

Pour tout nombre premier p et tout a E 'li t premier

,
archimédiennes On a donc la majoration

tel gue

a E lE' on considère l.es
p

d ~·ll.

CI E <lJ
a

On avait d'abord obtenu des majorations en

.2. Exemple: sommes de Kloosterman à une variable~

pour toute 11

puis. en 1934, Hasse a montré l'équivalence de ce théorème et de

,. .

2lTiaf(x1,· "'''n)
pe

li' ... iC
P
t ... N(p, f;t)

;;; N(p.f;t)e
tEIFp

S{p,f;a)

soit V un schéma de type fini sur 'li et soit

tion sur V . Pour tout nombre premier p . tout

tE F d . on pose
p

lE' .., iC
P
a'" S(p,f;a)

seignements sur cèS fonctions L.

12

ces questions 5· étendent. naturellement à l.a ·'situation suivante :

f , V ... ~ une fonc

entier d} 1 et tout

N.M. KATZ

les corps finis. D'après Hasse, Weil et Deligne, on a beaUCOUP de ren-

sommes exponentielles

quand d varie est relié à l'étude des fonctions L des variétés sur

fixé d'autre part an cherche à connaître la distribution de ces sommes

quand p varie (a E:lI" étant fixé ou non). l?our p fixé, l'étude des

donc lèS S(p,f;a) sont des sommes exponentielles. On cherche alors

d'une part des majorations de ces sommes exponentielles quand pest

On a

de la fonction

1.1.3. On fixe toujours p et on considère la transformée de Fourier

1.1.2. Si l'on fixe le nombre premier p, comment varie N'(pd,f) en

fonction de d? Ce problème est lié à l'étude des fonctions z@ta des

variétés sur les corps finis.



ft
EI= 2: •

1TT
pEp

a

est symétrique pàr rapport à

INTRODUCTION

• Mais même des conséquences faibles de

se demander s'il existe une mesure sur

(9p ,a)pEP
a

est équidistribuée.

Si on est très optimiste. on peut considérer le

pour conséquence que, asymptotiquement, il y a autant

tels que Kloos(Pla» a que de pE Pa tels que

(0 (on rappelle que Kloos(p,al E R-{ O}).

l
Hm i1"{iIT
N"+:O a

soit nE",. c'est-à-dire de vérifier que. pour tout nE",.

15

TT
pEp

a

assertion sont loin dfêtre démontrées~

E
pEp

a
p{N

IN) ~# {pEp ip<N}
a a

ION (1.2.5.1) (pE P !Kloos(p;a) >a} a-t-il une densité '1 Si oui.
a

qu'il converge dans un demi-plan. On voudrait que ce pro

eulérien soit la transformée de Mellin d'une forme modulaire

lequel on ne sait pas grand-chose.

Comment peut-on espérer aborder ces questions ?

-holomorphe" de poids 2 sur SL2 (!iI'J oU peut-litre sur un sous

upe de congruence de niveau une puissance de 2 •

Si l'on savait comment aborde;- cette question. on pourrait avoir

renseignements sur le produit eulérien

P '1avec

puisque

est une mesure

(x
n

) de points de X

f E Cl (X;le) (fonction -

[O,ff] •

e E [a.lT1 tel que
p.a

Kloos(p;a) = cos(s )2VP p.a

e
p.a

trop difficile. cependant on peut se demander

a sont distribués dans
p.a

±i9
fP.e p.a) , comment varient les angles

1.2.5. pour tout a E:if , la suite (ep.a)pEP
a
. où P ~CONJECTURE a

l'ensemble des nombres oremiers gUi ne divisent pas a , est éguidis-

2 sin2S .dS
tribuée dans [0.11) pour la mesure de Sato....Tate, \l. ~ if .
COMME~"TAlRES. Comme les polynômes trigonométriques sont denses dans

C(lO.11]I~) • il suffit de vérifier (1.2.4.1) pour fIe) = cosna •

« ) il suffit de vérifier (1.2.4. 1 ) pour Une partieREMARQUES 1.2.4.2 •

dense de C(XIC) pour la topologie de la convergenoe uniforme

(ii) pour une suite (x
n

) donnée. si ~ existe. ~ est unique

(iii) d'après Polya-Szego et Serre. la suite (xn ) où x n = Log n

(mod 1). n'est équidistribuée pour aUcune meSure dans [0.1].

N.M. KATZ

14

positive sur X 1 de masse totale 1 1 une suite

est dite équidistribuèe pour ~ si, pour toute

continue sur X à valeurs complexes). on a

lim !( ~ f(x)) = S f.&
N-++>O N n=l n X

RAPPELS 1.2.4. si X est un espace compact et si

comment les

il existe un angle unique

(alors "'a

Cette question est

courbes.

Ce théorème nous conduit à la question suivante

-1 1 Kloos(p,a) , 1
~ 21{P ,

l'hypothèse de Riemann pour la courbe d'équation

Th_T ~ x+~
x

dél1lOnt~~ l'hypothèse de Riemann pour lesEnfin, Weil a .~



x

u= 1

Ufl

si

si-1
{

p-l

17

Ig ('I' ,xli

caractère additif non trivial et si

1icatif non trivial, alors

l::
xEF

P

INTRODUCTION

x = ! l:: g('l'.xl.1:'
Py

• *IF
p

.. ~ sont deux caractères multiplica-

I: 'f(y(u-l))
yEIF*

P

Xl*x2 (x) = I: Xl (ulx2 (x-ul ) •
uE!?

P
Si X

1
X

2
n1est pas trivial alors pour tout CaraC-

g('I',x).ij"(Y;iO I: 1:'(x-ylx(x/yl
x,yEIF*

p

la somme de Jacobi

est le proguit de convolution défini par

résulte simplement du fait que

on pose u = x/y , on a

uidistribution des ommes

aEIF* on d.éfinit
p

2171-(x
1

+...+x J
e p il

et tout

n-l

lKlOosn(p;aJ\ ~ n.p~

•et tout a ES Fp •

Pour tout entier

'0(0 '*soit X: IF
p

.. il: un caractère multiplicatif prolongé à IFp par
•

x(o) = 0 • pour tout caractère additif Y: Fp ... il: • on définit la

somme de Gauss

(1.3.2.1) g('l',X) = I: 'l'(xlx(x)
xEF

p

Alors la transformée de Fourier

Comme on l'a déjà vu. le cas n = 2 avait déjà été prouvé pal'

Y'" g(Y.X)

i.e ..

xcn = 9('I',X)

N. M. KATZ

pour tout caractère additif 'l'. donc par inversion de Fourier. on a

16

de X coIncide aVeC la fonction

1.3.2. Rappels sur les sommes de Gauss et de Jacobi.

Hasse et Weil.

Mur tout entier n'} 2

majoration

THÉoRÈME 1.3.1. Les sommes de Kloosterman multiples admettent la

multiples. Deligne a démontré (SGA 4~) (cf. aussi 2.4.4)

et on appelle ces sommes trigonométriques. les sommes de Kloosterman

de Gauss.

1.3. Sommes
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Xl· .. ··xn;'l

xl - ....... xn :;:: 1

si

Ig('I' x}12p' ,

Hl

n-l

IKen(pll 4. n.pT

INTRODUCTION

l::

Xl'"" ,x EFn p
x

1
", .. .,,,·x

n
;:::.1

n).l,onapour tout

donc

1 ( )n+l

(p
_2)pn/2 (l:: (g{Y

p
')() ln) = -1 + (p-llKe(pl

X;<'l (p-2)pn/2

vers 0 quand p tend vers l' infini. Pour n" -1 , on a

X non trivial

ramené ainsi au cas n). l ..

comme

En effet, on a

enon triviaux

p •

points sur le cercle

g{'f ,x) n
=lim...!.-l::( p)

F'""'" 12-2 x#l 'JP
pEp

caractère multiplicatif non trivial} •

(1.3.3.2) est triviale.

..!. S21T
21T 0

et considérons'1'
P

l LE (g('f,)(»nJ. ... 0
(p_2lp

nn X;<'l

p .. OQ .. Or on a le lemme suivant

_1 S21T·S 1f{e1 ldS = lim ---2
21T 0 F'+:X> 12-

pEp
50mme est étendue aUX caractères multi

Pour n=O

quand

puisque les polynômes en z sont denses dans C(SI ,<e).

où l

(1.3.3.2)

Plus précisément, pour toute fonction continue

LE!'IME 1. 3 .3 .3. POUt tout pEp et tout n E tt !?!:1-A

Pour n ~ 1 , on doit vérifier que

PREUVE. Il suffit de montrer que pour tout n E 'if , on al' égalité

N. M. KATZ
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unité, i.e. p-2 angles.

Pour chaque pEp, on dispose ainsi de p-2

THÉO~~ 1.3.3.1.~ 12 tend vers l'infini, ~ 12-2 angles

deviennent é uidistribués sur le

trivial

\g('f,x) 12 = 12- E X(u)
EF*u p

1.3.3. Eguidistribution des sommes de Gauss.

Pour tout nombre premier p, fixons un caractère additif non

donc



si d impair

si d- pair

'1

INTRODUCTION

C !...Ii'l
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C un revêtement de FI de degré 2 , ramifié en d ou

29 = d - 2 + eoo - l ;

d et "",,-1 sont de même parité, donc

""" = {
l si d est pair

2 si d est impair

,,-~ ("l t ou 2 si d est pair

1 si d est impair

{ d-2 si ci est pair
2g

d-l si d est impair

l' hypothèse de Riemanq pour les courbes donne la majoration

2g-2 = 2.(-2) + E (e -1)
xEp l x

2 oU 1 suivant que & est ramifié ou non dans C • Par

suivant que 11 est non ramifié ou ramifié au-dessus du

de Al • Conune p;i 2 , la ramification de ce rev~te

modérée et la formule d'Hurwitz donne le genre g de C:

U un rev~ternent de Al de degré 2 , ramifié en d points

f). Ce morphisme se prolonge en un morphisme

•F
P

p #- 2 1 on s l intéresse à la somme trigo-

l'hypothèse de Riemann pour les courbes à un pro-

est le caractère de Legendre t i.e. l'unique caractère roulti-

20

Le morphisme

jectiv9 t non singulière et connexe, définie sur Fp et U est un

ouvert dense de C

S(p.f) = - p + l:
xEIF

p

S(p, fl '" '" U(lF l - p •p

S(p.f) = E
xEF

p

Par hypothèse U est géométriquement irréductible et non singu

lière : soit C le modèle non singulier de U, c'est une courbe pro-

N, M. KATZ

donc, si U est la courbe affine, définie sur IFp ' d'équation

y2 f(x)

PREUVE. On a

et, pour tout

on a

THÉORÈME 1.4.1.1. Supposons fE zl:xJ unitaire. sans facteur multiple

dans dx] et pEl? pt 2 , tel que la réduction modulo p de f

soit sans facteur multiple dans Fp[X] , alors

iS(p,fl! ~ ~deg(f)-l)Vï?

1.4.1. Soit f un polynôme à une variable, à coefficients dans ~.

où (::!'l
P

plicatif non trivial de degré 2 dé

Pour tout nombre premier p

nométrique



sinon

si

(1.2.... ,r)

(2,3, ..•• r+l)

(1,2, ••• ,p-l)

N(Pl «l' ••• ,e r )
p-r

14 (1 point) '"

INTP,ODUCTION

fixé. Le résultat précis. dû à Davenport et

(p-r,p-r+l, ••.• p-l)

nombre premier p)} r f on a p-r sous-suites de

23

p ~ ~ t es~-ce que les p-r points ainsi puisés dans

entiers consécutifs :

~\P~(€l, •.. ter) le nombre des sous-suites

où o.{ a (p-r qui s'envoient sur ("l'· ... • r) € X , on

équidistribués pour la mesure de Haar sur X?

r

lim
p"+co
pEp

{'l"""rJ Ex

(~) à chacune de ces sous-suites on obtient p-r

X distincts ou non.

le suivant;

r}2 un entier fixé, soit «l""'"r) EX

f alors pour tout. pE P t p> r t on a

f j on obtient en fait

d pair

d impair

si

si

(i ~ l, .... r) .

(a+l ••••• a+r)

J { (d-2)\!P + 1
1# U(F )-pl "

p (d-l}\!P

par suite

d'où la conclusion.

(a+l,a+2, ••• ,a+r)

REMARQUE. S'il y a des facteurs multiples dans

Plus généralement. soit

N.M. KATZ

On va poser ce problème en terme dlêquidis~ributiondes suites
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(1,2, •• .,p-l)

une majoration encore meilleure, mais on ne se servira pas de ce

résultat.

1.4.2. Distribution des résidus qUadraticrues (d'après Davenport (1931)

et Hopf). Fixons un entier r >t 2 , pour un nombre premier p l>r, on

cherche dans la suite

des sous-suites

existe-t-il des suites

(.l'· .... r) pour lesquelles il existe aE{O,l, ... ,p-r-I} tel que

(~l ~ "1.' (\/i 1 .... ,r)p

dans l'espace X ~ {±l}r de toutes les suites (.l ••••••r). Pour cela

considérons la mesure de Haar u sur X. de sorte que

(où 0 .{ a .{ p-r-l ) telles que

(aH)
p

(où O~a{p-r-l) de rentiers co,:sécutifs qui soient tous des rési

dus quadratiques modulo p • Existe-t-il de telles suites ?



INTRODUCTION

f : V{F
p

) ~ G(F
p

)

pour tout entier n ~ 1 , une application

Pour tout nombre premier P t f induit une application

f , V·. G

25

f 1 V(F ri" G(F n)
p p

N(p;(·l'·····r l )
p-r

soit G un groupe ~lgébrique commutatif sur ~

N(p;(.l' n.,· Il
lim r
P"'''' p r
pEp

(·1'·····r)Ex.

c'est l'idée des Itmomentsll de Davenport, oubliée après Weil,

pratique q:;a

• La définition générale des sommes trigonométriques qui englobe

exemples déjà traités est la suivante : soit V un schéma de

uE G(F
pn

) , on note

N(pn. fru } = # (xE V(F n11f(x) = ul
, p

Alors la transformée de Fourier de la fonction

t la fonction

r
2:

r
(# S-1) 4 E (r-1)C~

k=1

donc on al pour le premier terme, ltestimation suivante:

1 Pi? TI (1 + <. (a+i))
- 2r a=p-r i=1 . ~ P

or

N.M. KATZ

d'où le théorème.
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TT (X+s) E :(xJ
sES

alors on peut appliquer 1.4.1.1 à f S ' de sorte que

lalF
p

( Ys :a+
s
»)! { (Ii S-1}yp

Quant au premier terme, il peut encore s'écrire

1.. E fI + E (Tl <s)'(Ils :a+s})J
2 r "EF ~ s={ 1 ..... d sES

p 5/%

Pour tout sc {1 •• n.rl , s;# ~ • soit

p-1 r .... 1 p-1 1
1 E TT (1 + •. (!iL:..!» 4, E 2

r
-

2r a=p-r i-1 ~ P 2
r a"'p-r

car. pour p-r ~ a {, p-1 • un des facteurs

1 + •. (,,+i)
,. P

vaut 1 (celui pour lequel a+i=p) et les autres sont majorés par 2.

On a, pour le second termè t llestimation suivante

donc



N .. on voudrait

'l' sont tous non tri
q

ne divisant pasp
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sont tous triviaux. Les "bonnes estimations Il qUe

, On suppose que, soit les

maintenant un entier N et pour tout nombre premier

tout caractère 'l' XX

tout nombre premier

Pour tout nombre premier p. pour toute puissance q

de

les

'1'"1 (mod N)

lim sup IS(qn,fxg;'l' XX 11 1/n • (\fëï)w(q)
rr++<o q q

ls{qn,fxg;'l' xx )1
lim sup9 9 = A(q)

rr'+<o (\fëï)nw(q)

exigence est en général trop forte).

INTRODUCTION

de constantes A(q)}O et ",(q)}O telles que

IS(qn,fX91'i'qXXq)! ~ A(q)(\fëï)nw(q)

n} l • avec, dans le cas OÙ les 'l'q sont tous non triviaux.

Ces eonstantes avec le choix du caractère additif

un schéma de type fini sur 71, soit

*de IF XIF .onaq q

S(q.fxg;'l'XX) = E 'l'(f(x»X(g(x»
xEV{F

q
)

généralement, pour tout entier n). 1 , on pose

trivial

ne divisant pas N. on se fixe une puissance q de p telle

voudrait sont alors :

caractère multiplicatif Xq de IF; d'ordre exactement N. De

donnons-nous. pour chaque p ne divisant pas N, un caractère

et si

est un

g(Y. X)

et si

f, Gm'" Ill
a

est l'inclusion et

p = YOTr", nit?
p p

y est un caractère additif de Pp

V=Gm

tout entier).

S{p,fxg;'fxx)

o à

G = <Il x IG • si P = 'l' XX oÙ 'i' est un caractère additif et
a m

En particulier, si

un caractère multiplicatif de Pp

(iii) si

g: G
m

"" G
m

est l'identité

S{p, fl< 91'!' Xx)

morphisme, alors

1.5.2. Dans le cadre de l'exemple (iii) ci-dessus, on va préciser ce

G~)" C

P ... S(l'P, flP)

que l'on entend par ubonnes est;rnations H des sonunes trigonométriques ..

26
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X

plicatifs par

EXEMPLES (i) Si G = Ga ' si

et dans le cas V = Al • on retrouve les soll1llles trigonométriques envi
l

sagées en 1.4 (en fait. pour V • il faUdrait prendre l'ouvert de A

où fi 0 • mais cela importe peu car on prolonge les caractères multi-

(somme de Gauss).

on retrouve les sommes trigonométriques de 1.1.3.

(H) Si G=lllm' si p est le caractère de Legendre de Pp (p;,l2l,

alors

OÙ
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les conjectures de Weil (prouvées par Deligne} nous

reviendrons plus loin sur ces questions (cf. 2.3).

d'affirmer que le meilleur w(q) possible est un entier.

'r (1.5.2.2), Bornbieri a montré que l'on peut choisir A(q)

p • mais on ne sait rien sur w(q).

lim sup
p-.ioo

28

(I(q)w

pour presque tout P

N. M.KATZ

S(q,fXg :'l' XX )
q q

R de C t de type fini sur ru, et regarder les point.s fermés de

REMARQUES (i) Dans le cas particulier des sommes de Gauss, on sait

cubiques. mais on ne sait pas plus. 110 ans après la conjecture de

(1.5.2.2) On voudrait de plus que w(q) ne dépende pas de p, pour

presque tout p, et que A(q) puisse être choisi indépendant de p

de sorte que l'on aurait une estimation du type

(1.5.2.3) On voudrait alors connaitre

IS(q.fxg:'l' XX )1
q q

Spec(R) ; on peut alors poser les mêmes questions.

Kummér 1

(1.5.2.4) Plus précisément, on voudrait savoir comment sont distribués

1.5.3. Qu'est-ce gue l'on sait? Nous oublierons (1.5.2.3) et (1.5.2.4)

pour lesquels on ne sait rien sauf dans les CaS évidents· (même pour les

SOmméS de Kloosterman on ne connait pas la réponse).

Pour (1.5.2.1), quand p est fixé. il résulte de la rationalité

des fonctions L (Grothendieck, Dwork) qu'il existe des constantes

w(q) et A(q) qui font marcher l'estimation

répondre aux questions (1.5.2.1). (1.5.2.2) et (1.5.2.3). De plus

(1.5.2.4) vient d'~tre résolu par Patterson dans le cadre des sommes

(ii) On peut regarder aussi une situation définie sur un sous-anneau



f , V .+. Il:
a

un caractère additif non trivial de F
q

(cf. 2.1.4, 2.2.3).

situation la suite dé sommes trigonométriques

et soit 'l:'

L

pour tout ce numéro et les deux suivants, un nombre prémier

fini F
q

de caractéristique p, ainsi qu'une clôture algé-

plus loin (3.5.4), des théorèmes fondamentaux de Dwork-

l'on dégage les propriétés de ces fonctions qui découlent, comme

L ASSOCIÉES AUX SOMMES TRIGONOMÉTRIQUES ET CONJECTURES
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iF de F . Pour tout e~tier n~l , on notera F l'unique
q q n

il. n f.'
q

q éléments contenu dans
q

V un schéma de fype fini Sur F soit
q

définit ici les fonctions L attachées aux sommes trigonométri-

2.1.1. Pour toute F -algèbre R, on noteq

V(R) H0'"F (Spec(R), V)
q

des points de V à valeurs dans R.

'" Sn
L(T) L(V,f,'f;T) = exp! E Tn ).

n=l n
Ill(O , ,p = 1 , le corps cyclotomique où 'f prend ses '"alours,

L(T) est naturellement une série fonnelle à coefficients dans

n énonce en 2~3 l'un des résultats principaux du cours concernant

estions d'indépendance en p de w(p), et l'on explique en 2.4

pour les sommes de Kloostennan multiples l' estimation 1. 3 J..

série formelle

On a, en particulier,

VIF )
q



correspondant,

L(T) est le

n 10 deg(x) • on obtient

n
5' :L)

n n

l'élément de V(F n}
q

33
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SI:: S
n n

f est l'application constante de valeur 0 ou si

étant tous non nuls, tels gue

'1'= 0 d'une fraction rationnelle. Il existe

I:
xElvl

deg(x) ln

xE !vl tel que deg(x) 1 n et peur tout plongement

S'
n

L1 (T} sous la forme

'" m T"'deg(x)
Ll(T) = exP(xElvl 10:1 '!'(Trk(X)!Fq(f(X))) m)

exp ( E
n=l

fait le changement de variable

r tout entier n ) 1 ,

le caractère trivial,

Ll('1') ce produit infini. il est clair

('l'lE 1+T.II['1[[T)) et il s'agit de montrer que L(T) = Ll(T).

,de l'identité formelle

~ = exp(;' am ~)
l-a.'1' 10=1

est

clest-à-

de x

n ,

dont le degré

k(x)

L deg(x)
xElv l

deg(x) ln

( deg(x) ( ( »»-1I-T .f(Trk(x)/F f x
Cl

Spec(k(x» .. vi. EH~ (k[x}.F )}
q q

la flèche canonique).

xE Ivl , le corps résiduel

32

L(T) TI
xElvl

L(T) E l+T.z[Ç][[T]]

v[iF ) • Si
q

{SpeC(Fq )

Spec(k(x» -> V est

D'autre part, il est clair que VIF nl est stable par
q

est réunion des orbite5 de l 1 action de

(où

orbite dans

"1. M. KATZ

et Gal (1Î)\!lF
q

) opère naturellement sur V(Fq ) (si \1"EG a l(F</Fq )

et xE V(F ) • \1".X est le morphisme composé
q

LEMME. Il ya une bijection naturelle entre l'ensemble Ivi
fermés de V et l'ensemble des orbites pour l'action de Gal (F</Fq )

!œ.J:. V(Fq) •

PREUVE. Disons simplement comment on peut attacher à xE !vl une

Gal (F</lFq ) et que V(F n)
q

Gal [F</F
q

) sur V(FqJ dont le nombre d'éléments divise

dire des orbites correspondants aUX points fermés de V

un corps fini contenant Fq • de degré. noté deg(x) , sur Fq • Ce

corps fini admet alors deg(x) plongement dans Fq • tous

ments étant conjugués sous Gal (F</Fq ) 1 donc à xE Ivi , on associe

l'orbite à deg(x) éléments

divise n. En particulier

et par suite,

produit infini

PROPOSITION 2.1.2. La série formelle L(T) admet le développement en



E a, .b~
iEI ~ ~

lim sup 18 Il / n = max (lb. 1) .
n~.;.o n iEI ~
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p = min (l/lb.l) = l/max {lb.l)
iEI ;il iEI l.

bito

Isnl {<#{"'i} +#{~j})(V<i)nw

lim sup 1Sn ll/n '" <V<i)w
n ...';'O

w

Soit l un ensemble fini d';ndices et soient (ai)iEI

l . Q.u

œ suivant (que l'on dégage pour référence ultérieure) ,

Avec les notations de 2.1, Q!!.....l!.

ai nOn nuls et les b i deux à deux distincts. si l'on

nEN ,

la valeur absolue ordinaire de ~ ~

un plongement 0, qj'" te et posons

effectivement un pôle sur la frontière de ce disque, donc le

La partie (i) résulte aussitôt de 2.1.5. La partie (ii) résulte

convergence de son développement en série entière à l'origine

exactement P • Or ce développement s'écrit

la fonction méromorphe sur œ, f(z) , définie par

a.
f(z) '" E __l._.

iEI 1-bi z

e est holomorphe dans le disque ouvert centré en 0 et de rayon

de

III ('l(T} •
P

Pour chaque plongement

pIT)
O\TT

TT( 1-". Tl. ~
~

TT(l-~ .T)
j J

TT(l-«.TI
i ~

Tf(l-~ .Tl
j J

Tf(l-cr(<<. )T)
1 ~

TT(l-<T(~ .lT)
j J

L(V,f,'f:Tl

(P(T),Q(T)) =1 dans

L(V.f, 'f:Tl

à valeurs dans les entiers

sont élans <l: et, pour tout automorphisme 0-

aux deux membres de l'égalité

et les

5 '" S (V,f,'f) '" I: (P.)n_E (<Y.l
n

n n jJ il.

Pour prouver ce corollaire, il suffit d'appliquer l'opérateur

de i dans œ, on dispose donc dlune valeur absolue Il sur 0

2.2. Estimation des valeurs absolues des 5 et conjectures de 11eil.
n

Fixons une clôture algébrique ijl de III de telle sorte que 'if

soit à valeurs dans iil On prendra les Ct. . ~ . dans il . Si 0 est.
~ J

N.M. KATZ
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un plongement de iil dans ~,on notera enCOre Il l'application

composée de 0 et du module ordinaire sur œ

et

avec

COROLLAIRE 2.1. 5. Pour tout entier n>t i ,

de ~ 1 on peut former

REMARQUES 2.1.5 (il Si l'on considère 'l' à valeurs dans ~,alors

les OIi

(1i) Si l'on voit 'l'

(,p", 1) , on a



FONCTIONS L

('l'i)iEI est une famille de nombres cpmplexes de

deux distincts. et si (ailiEr est une famille de

rbitraires a ant même ensemble d1indices ue la

37

(iii) on a aussi le résultat de minoration suivant

IBnl
lim sup --- Ha
rr>+» (\Iq)nw

An i~j ai âj(~i·zjl < _s < 0

i, JEI

n> N • Alors, pour tout pEIN, On a

tel que

de nEN tel que f(n) =,1 • d'où la conclusion dans ce CaS.

n'est pas discret. ~ est adhérent à la suite (f(n)nEN"'

est aussi proche que l'on veut de card(I) et le lemme

En élevant l'inégalité à démontrer aU carré, on est ramené à

que

s' = E z~
n iEII .A.

suppeser que 1zi 1 = l , pour tout i El. Alors. si

et si f, 71-+ 1'1 est défini par n'" (z~l iEI • f

homomorphisme de groupes, donc f(:r) est un sous-groupe de

f(71l est discret, alors f(:r) est fini et il existe une

désigne toujours le nombre des "i et des ~j de .-poids w.

'~ésultat résulte du lemme ci-dessous.

Is' \n

zr:
:1.

lim sup
rr>_

lim sup 15 \
n->+» n

{i E lllzi l =Ü , on a clairement

lim sup 1S Il/n l!P
n..... im n

lB 1
lim sup __n_ <B

rr'-J"o ('(ëj)UW

B = # {il". de L-poids wl + # {jl~. de .-peids wl
:1. J

Boit
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où on a posé, pour tout nE N 1

lOS\Iq( 1al) = w

N.M. KATZ

et on a même égalité s'il n'y a pas de "i de L-poids w Ou s'il

n'y a pas de. ~j de .-poids w. Cela résulte, en effet du lemme

suivant ::

FREINE. Si l'

REMARQUES 2.2.2 (i) A priori, w dépend fortement du choix du plonge

ment L, ii .. C

(H) Pour tout w tE R , un "E ai tel que

LEMME 2.2.2.1. ~ (Zi)iEI est une famille finie de nombres cgmplexes

tels gye \ zi l "1 et si on pose, pour tout n tE N ,

d'où le lemme.

relativement à un plongement L, ii" C , sera dit de L-poids w •

Bi, peur tout L, fi" OC • "' est de L-peids w, '" sera dit pur de

alors

donc



'1' nOn

[resp. ord (a.) ~ dim vl.
P J

FONCTIONS L

q ri p • il n 'y a pas de raison de cette nature

soient encore indéperAants du choix du caractérew.
J

pour toute constante positive N, une majoration

(Vtf) fixé, mais y caractère additif non trivial

Wi ,wj sont indépendants du plongement

aussi indépendants du choix: du caractère

majoration

(i) La majoration triviale

borne explicite pour le nombre

W ~ 2 dim V •

39

additifs non triviaux de Fp se déduisent d'un

fixé de la façon suiVante ,si 'l'est

non trivial fixé de Fp ' tous les autres sont de la

oÙ a E IF* • Or 'l'taxI = 'l'O"(x) pour un <TE Gal(iY'll)p

les

partie (al du théoréme 2.2.3, on déduit que pour un plonge

.: ii" ii ,on a pour tout i (resp. tout jlp

Par contre, si

les

variable, W dépend à priori de 'l'. Cependant. si q = p ,

est la valuation p-adique normalisée par ord
p

('Il ~ 1).

résultat de De4igne et la méthode p-adique de

(resp. a.), un entier
J

E

iilj
LjEI

wi (resp. wjl compris entre 0 et

soit pur de poids Wi (resp. wjl (2.2 (iill.

# {a.} + # {s.i = 1
~ J

a E Iii est de "-poidsoù W 1 soit S ;: _O'n où
n

'-poids w (cf. Katz, Crystalline Cohornology, Dieudonné
Jacobi Suros, Lemma 1.2, pour Une démonstration).

S =~n
n

donc, soit

aEijj est de
Modules, and

alors on a

D'autre part, pour tout z E <r: ,avec 1z 1 = l et z il1 , on a

1

N+1 nl_l zN(l-l!PI I.( 2
E z - l-z 1 l1-zl

n=N+l

1
N+p 1E An ) p'

n=N+1
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d'où une contradiction pour p aSsez grand.

REMARQUE 2.2.2 (ivl Si, pour tout nE IN* , on a

IS 1 = {'{q)nw
'n

donc

un entier compris entre 0 ~ 2 dim V

W = logVëï(max li "'i 1.laj 1 )
q i,j

où Il est la valeur absolue sur ~ induite par un plongement

z.. :; i c.., œ , ne dépend pas du choix du plongement t ; de ulus, 'vi est

Si l'on applique à L(T) le résultat fondamental de Deligne

(Weil II) (cf. 3.5.4) on obtient le théorème :

THÉoRÈME 2.2.3. Pour tout i (resp. toyt j)

d' V
(a) qdim V/t'i (resp. q = /8;) est,~ "'i

algébrigue ;

(bl il existe un ent'er

tel que ~i (resp. ajl

En Rarticulier,



de caracté

A telle gue, pour tout

<l'I(T) • Vii = VX 1 Spec(iITT)}
1A'if

est un nombre transcendant
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A' telle gue. pour tout nombre premier p et

assez grand, pour tout corps finip

additif non trivial

lE'q

et pour tout caractère addItif TIan trivial

est une clôture algébrique de

1 E 'i!(f(x» 1 ~ A' .pM = A'. ('{p}2N
X€V(Fp )

peut voir Vii de façon algébrique , si ~ = Spec(:lI( T) }

est de degré l • Comme

N.~,

p

f

FONCTIONS L

Cependant, on sait donner des bornes explicites pour w(p) •

endantes de p. Ainsi, nous établirons en 4.3.2:1e théorème

1
Il '!'{f(x}) 1 i A.qN = A. (vq)2N

xEV(1F )
q

particulier. w(p) <2N pOU~__tout nombre premier p ~

, pour tout Y DOn trivial.

N = suP [dim(V(G:) n f- 1p.) Jan)
HG:

v~ la fibre de f en Un point géométrique g4nérigue de

"",,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,-.\g,,u,",,,e dim(V1y) <N ou gue V", est irréductible et de

Soient V un schéma de type fini sur :?l t' soit

soit f~n, V{G:}an ~ Al(~)an e € l'applica

'-"""'",",""''''''''''-...>L",-*--'''-E,",-""d",é",d"u"i""t •~

,
façon analytique ,si ),. E le

.. ) an -1"'e,".... , V;; = (fG:) (:l.).

OUES EXE/1PLES 2.3.3 (i) Si V = ~ = Spec(2{x]) ,alors f n'est

polynôme, f E z(X] ,et Vii est irréductible si et seule-

w{p} ~ p.

non trt-vial et neIFq

f : V .... ~ ,il existe une borne
q

en termes du nombre et du degré des/1 {cd + fi {JI .}
:l Jexplicite pour

fait pas intervenir q dans son expression.

borne est valable pour tout caractère

THÉORÈME 2.2.5. Etant donné V/Fq et

équations et des pOlyn8mes gui servent à définir V et f ~ Cette

Plus pr~ci$émentt Bombieri démontre, dans un article aux Inven

tiones math. (1978), le théorème suivant,
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2.3. Retour aux sommes trigonométriques, dépendance de

N. M. KATZ

Reprenons la situation générale : soit v/~ un schéma de type

finI et soit f' V .. ~ un morphisme. Pour tout nombre premier p •

définissons un nombre réel w(p) par la formule

où

y étant un caractère additif non trivial quelconque de Fp ' D'après

2.2.3 {Deligne}, w(p} est un entier et l'on a

ISl! e 1 l:: 'l'(f(x»1 ~ (II ("i} + II (~j})('{p)w(p)
XEV(F

p
)

de plus. d'après 2.2.5 (Bombieri). on a

où A est une constante indépendante de 'l' et de p •

Il reste cependant à étudier la dépendance de w(p) en fonction

de p. On aimerait que w(p) soit indépendant de p. pour p

grand, mais cela suppose que l'on fasse des hypothèses très fortes sur

la "géométrie" du morphisme f: V ... ~ • hypothèses que l'on ne cerne

pas bien pour llinstant.



est

de

FONCTIONS L

1 I: 'f(f(x,y))1 ,(A.q
x,yElF

q

':fI f(x»

'l'(f(x» '" E
, uEIF

P

p et pour tout caractère additif non trivial '1'

premier assez grand, pour tout corps fini

E
xEV(F )

q

majoration p05sible ll
,.

1 la situation restera quand même Utrès jolie". Or 1 ce

hypothèses du théorème, la méthode de Lang-Weil donne,

u E li' ,l'estimation
q

estimation en

modifie la somme trigonométrique

qN E 'l'lu) = ol •
uEFq
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montre que, sous les hypothèses du théorème, w(p) ~ 2N

2.3.4 (a) Partons d'une situation (V,f)/:li' "très jolie",

V de dimension N+l

remplacer V par V- f-l(O) et f par sa restriction

E
xEV(lF )

p

f-1 (O)(IFpl = O(pN).

On peut aussi remplaoer V par l'éclaté de V en un point Xo

f-1(O} ; oela revient à rajouter un pM à V, donc à modifier

trigonométrique en O(pN).

n'est pas irréduc-v1)

-1

est indépendant de Y, alorsf(X,Y)Si
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Or

'l'(f(x,y)) = p. 1: Y(f(x,O».
xEF

p

vial '1' de Fp '

tible (sauf dans le CaS degx ( f) = 1 qui n'est pas très intéressant

comme on l'a déjà vu} et on a, pour tout caractère additif non tri-

(Hl Si V ~ (lm ~ Spec( Z'\:x,~]) , alors f n1est autre qu'un polynôme,

fE :;r[x,~1 et V- est irréductible si et seulement si f(X) ~+b
1)

ou f(X) ~ aX+b (pour a,b E 7). Comme

N.M. KATZ

théorème donne la majoration

E 'l'(f(x,y» = 0(1'3/2)
x,yEF

p

ce qui montre la nécessité de l'hypothèse d'irréductibilité de la fibre

v~ si l'on veut avoir une majoration en O(p)

Par contre, si f(X,Y) dépend de X et Y et si V~ est irré

ductible, i.e. si f(X,Y)-T est irréductible dans ~(T)[x,yl , le

E 'l'lx) 0
xEp

p

pour tout caractère additif non trivial de Fp ' on n'obtient rien de

très intéressant~

1: 'l'(f(x,O)) = 0(p1/2)
xEIF

l'
(conjecture de Weil pour les courbes), donc

I: 'l'lx)
EF"x l'

pour tout caractère additif non trivial de Fp ' le théorème ne fournit

pas de résultat intéressant.

(iii) Si V ~ A~= Spec(:i[x,y]), alors f n'est autre qu'un polynômË~



des SOIl1lllOSrappelle la définition

pour tout a E IF"
q

si x est non trivial
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-1 •

Fourier llune de l'autre .. Plus précisément f

g('f,l}

\g(Y,x)1 '" '(q

élémentaire~

multiples d'ordre n

"F ... 4:-l:
q

a ... Kloosn(q,a)

FONCTIOUS L

g(f,X} =, 1:: 'f(x) xIx)
xEF*

q

p* -+ œ
q

X H (g(y.X»n

IF
q

un corps fini ot soit y un caractère additif non

de Fq • Pour tout caractère multiplicatif X de IF;

1 on dispose dlune somme de Gauss

2.4.1.1. Soit nE N* fixé. Les fonctions

Retour aux sommes de Kloosterman mUltiples ..

Va voir, sur l'exemple des sommes de Kloasterwan multiples,

une estimation élémentaire, plus des renseignements précis

p-adigue, Deligne en e-adique) sur la fonction L, plus

les ~i' ~j sont de poids entiers (théorème de Doligoe),

la bonne majoration d1une somme trigonométrique*

Pour tout entier nE I"t fixé, on

Kloosn(q,a} "" l:: Y(xl+...+xn ) •
x1 ...... ··xn=a
Xl'" ..xnEFq

Le lien entre les sommes de Gauss et les sommes de Kloosterrnan

d'après Lang-

O(p)1Kloosa(p:a) 1

N. M. KATZ

w(p) <2N+1 •

(C)' D'après Deligne, on sait gue w(p) est un entier

Weil, on a

l E Y{f(X»)1 = O(qN+e)
xEV(lFq )

avec • <1/2 , alors, c'est que l'on a déjà en fait la majoration

une majorat;.ion

si l'on sait prouver "élémentairementU
, pour toute puissance q de

Par suite (cf. J.-P. Serre, Majorations de sommes exponentielles,

Journées arithmétigues de Caen 1976. Astérisque 41-42 (1977),
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pour toute puissance q de p, que

l E Y(f(x)1 = O(qN)
xEV(F )

q

i.e. w(p) ~ 2N • Par exemple, Carlitz (Pacifie Journal 1965) a montré,

donc nécessairement

(ce gui est bien entendu conforme au résultat général de Deligne

n-l

1
2'"

1Kloosn(p: a) ~ n.p )

va en voir quelques exemples mais l'énoncé général est encore à

(d) Pour V de dimension N+l, f: V ... ~ à fibres de dimension N,

le résultat "idéal" de majoration serait

N+l
E Y(f(x» = O(q2)

xEV(F
q

)

i.e. w(p) ~ N+l , mais on ne sait pas dire quelles hypothèses (les

plus générales possibles) feraient marcher une telle estimation. On

trouver ........



IF et, pour tout
q

de F Pour tout
q

(i=l,. .. ,n) •

cependant on a le résultat plus

TI tl-Of .Tl
i=l a, ~

n 1 gui s'écrit

FONCTIONS L
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w .
{V'<il a,J.

XI - .......x
n

=a

xl,···,xnEF
qr

a E p* , la fonction L
q

sur la fonction L

1'" ,1a,J.

L (Tl (-lln
a

La(T) = exp( j:
rel

tout

{Sperber par voie l'-adique, Deligne par voie

a EF; , la série formelle

F une clôture algébrique de
q

le sous-corps à qr éléments

aElF* , soit
q

clôture al ébri ue ~ de W contenant 'p' (et on a

{n-l)n
q--Z-,.

~.i.\E~i.!!...kD!!!e~ldi,-"gl!nlê.e, il existe, pour tout a E F* 1 des entiers
q

o tels que, pour tout plongement complexe .: Qi 4 <J: ,

si

sio

-1:...
1

(1+(q-2)qn ,
q-

46

{
q-1

E
xl" .... ,x EF*

• n q
xEIF*

q

on a

Kloosn{q;a)

xEîi'*,onaq --

, '2
~ IKIoosn{q;al l

EF'a q

pour tout

N. M. KATZ

et~ pour tout

la reprend cependant ici. Par inversion de Fourier, il suffit de mon-

~ xIa) (g('!',x) ln
xEÊ'''

q

PREUVE. La formule de Plancherel s'écrit ici

donc

E IKloos (q;al \2 c qn _ (qn-l+qn-2+...Hl
aEF~ n

et., à fortiori, pour tout a E F~ 1 la maioration

IKIoosn{q;a)\ ( qn/2

COROLLAIRE 2.4.1.2 (Carlitz). Pour tout nE N* , on a l'égalité

PREUVE. La démonstration a déjà pratiquement été donnée en 1.3.3.3, on

trer la première formule

d'où la conclusion.

d'où

or



et

(Yl< E K)

(Vi E Il. Il nous reste à
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r ~ l , l' hypothèse se réécri t

de tél1e sorte que

r E N" tel que

(2.2.1.11 que

lim sup 1 E .,.711/r = max( 1.,.. 1)
ri«> iEI J. iEI J.

Il+(:~)r +••• + (::f' ( 1 •

pour tout r € N* ,

Pour tout

l'hypothèse, on a

FONCTIONS L

1 E
iEI

1.,., 1 <R • pour tout i El.
J.

numéroter les

{iEI!I"il =R} est vide. Or (2.2.2.1)

1~ .,.rl
. iEI i

hm sup # {i E 1 Il.,.il = RI
rioo Rr

l'hypothèse, {i El Il.,..1 = R} est soit vide soit réduit
J.

seul élément. Dans ce dernier cas, raisonnons par l'absurde: on

aura gagné si l'on montre que, pour toute famille finie {Yk)kEK

complexes tels que 0 ( Iykl (1 (\lk E K) • il existe

tel que

il existe r E "," tel que

r suite, il existe

{a,liEI}
J.

rE N* f

1 on a

aEF" et pour tout
q

w ./2
1... \ = q ad.

a.J.

Kloosn(q,a)
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(cf. 2.4.3), on aura gagné si l'on montre que
/

la .1 ( qn/2
a.J.

2.4.4. La bonne estimation

THioRÈME 2.4.4.1. Poyr tout

l '/ (n-ll/2Kloosn (q:all " n.q •

et donc

(on a même égalité si Iton tient compte de la relation
(n-lln

if Ci • = q---r:-)
i=l a,l.

n
1 ~
i=1

N. M. KATZ

PREUVE. La seconde partie du théorème résulte aussitôt de la première

partie puisque (cf. 2.4.2.1)

KIoosn(q!ja 1

et on sait que (qf. 2.4.1.1)

IKIOosn(qr,a)! ( (qr)n/2

Plus généralement, pour tout

donc

Comme

avec

Par suite le ~héorème résulte du lemme

LEMME 2.4.4.2. Etant donnés une partie finie

R> 0 , si l'on a, pçur tout



et pour toutde

est une racine p-ièweoù

n
S .'L)

n n

00

exp( E
n=1
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L(V@F ,f@ i~ ,'fIT)
q q

L(T)

L(T)

E
xEV(F n)

q

est à valeurs dans ~(,)*

on a

, on stintéresse à la somme trigonométrique

Si

Enoncê dl un théorème dl uni tom!'; té en p

Alors, pour tout nombre premier P. pour toute puissance q de

Reprenons notre situation générale : V est un schéma de type

sur :li' et f: V .. ~ est Un morphisme (une "fonction" sur V).

,tout nombre premier p , fixons une clôture algébrique iF dup

fini IF et notons, pour toute puissance q de p. IF le
p q

..corps fini à q éléments de F
p

pour tout caractère additif non trivial

:rNTERPRÉTATION COHOMOLOGIQUE DES SOMMES TRIGONOMÉTRIQUES

La donnée des Sn' pour tout nE fit , est équivalente à la donnée

e la série formelle

Re( E 'Y~) ) 0
kEK

50

N. M. KATZ

Comme E l'l'kl r) 0 , on a nécessairement
kEK

d'où la contradiction cherchée.



est .la sérieXiI"q

hi par voie cohomologique , un nombrew

n
exp( E (# X(Fqn).Tn )

h~l

d , la fonction zêta de

i
y de Fq ' hw

Hi H* étant la cohomologie €-adique qui€-adique' €-adique
situation .. L'objet de ce numéro est de llrappeler" ce qu1est

de dimension

53

INTERPRETATION COHOMOLOGIQUE

X/F
q

est Une variété projective. lisse, géométriquement

la

le

prouvera ltexistence des

Comme

Soit F un corps fini, soit. F une clôture algébrique de Fqq q
* fini de iF à n

nEN . soit li' n le sous-corps q q
q

COhomologie €-adigue, foncticns z~ta et conjectures de Weil.

le nombre total des zéros et des pôles réciproqUéS de poids w

1/ {zéros réciproques de poids w} - 1/ {pôles réciproques de poids w}

situation.

cohomologie €-adique et de "rappeler" la façon dont elle "contr8le"

E deg(x)
xElxl

deg{xl 1n

pour tout nE 1'1* , la fonction z~ta admet un développement en produit

infini

soit le développementL(T)

est un polynôme de degré

TT
i,wEN

(i,w), P. ('1')
J.,w

gg FCi ' la série formelle

grand, pour toute puissance q de p

nOn trivial

on va démontrer un théorèllle "d'uniformité en p" pour la distribution

Choisissons une clôture algébrique ~ de ~ contenant ~(,) ,

rationnelle.

mais le théorème de rationalité de Dwork et Grothendieck montre que

L(T) est le développement en série entière à l'origine d'une fraction

THÉoRÈME 3.1.1. Il existe une famille d-entiers positifs, presque tous

(h~)i.wEN ' telle gue, pour tout nombre premier p

des poids avant simplification des fonctions L ci-dessus. Plus

et, même,

On a, à priori,

N.M. KATZ
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précisément, on démontrera (4.3.2) le théorème suivant,

en série entière à l'origine dfune fraction rationnelle gui s'écrit

çoefficients dans il' de terme constant l, se factorisant comme suit;
hi

w
P. ('1')" TT (l-"'i,w, jT)
~,w j=l

cr. • E Iii est pur de poids w.
11'W,J

OÙ, pour tout couple

où chague

COROLLAIRE 3.1.2. Pour tout p aSsez grand. pour tgute puissance q

de p et pour tout caractère additif non trivial Y de F
q

Hl le nombre total des zéros et des RÔles réciproques (comptés avec

leur multiplicité) de la fraction rationnelle L(T) est maioré par



(i=0,1,2 •••• ,2d)

i -PX' agissant sur H (X'~lFq,\lle) • prises

~e de Ille sont en fait dans la clôture

2 1+1ff P. (T) (-1) E ~ (T)
1=0 3.,e e

INTERPR1lTATION COHOMOLOGIQUE

~ dans ~€ • ce sont m~me des entiers algébricrues

~ dans i) et pour tout plongement de i dans

de

nombre premier e;#p , les Pi(T) VUs comme polynômes à

dans !Ile ne sont aut.res que les Pi,e(T) Plus prêci-

tout nombre premier 2;#p , on a dans <lie [ T] les égalités

valeurs propres de

clôture algébrique

théorème de Deligne, Weil I).
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que

vu comme élément de llle[[T]] est le développement de

la fraction rationnelle

Si on conjugue (i) et (ii) au fait que Z(X:T} est une série

dim", Hi(X®F .4le) = deg(P. e(T» = Bi
'Wi~ q l ~I

indépendants de € f P •

chacune de ces valeurs propres ~ est de module

il coefficients dans .'l!. de terme constant 1 , indépendante

e • on obtient que les Pi ,€ sont en fait dans z(Tlc qja(T] et

de e;# p • A fortiori. les "nombres de Betti".

ést le théorème de rationalité de Grothendieck)

Malgré ce résultat profond, notre compréhension de la cohomologie

'Le-adique est encore insuf~i~ante, comme le montre le prcb1ème ouvert
"·suivant ;:

'PROBLÈME (3.2.2). Si X/Fq et Y/Fq sont deux variétés projectives

lisses.r géométriquement connexes et si f: X'" Y est un morphisme

se factorise en

(\Ii E N)

X/IF"q

P1 (T) ••.•••••P2d_
1

(T)

Po(T) P
2d

(T)

TT 1
"Elxl I_Tdeg(x)

N, M. KATZ

Z(X;T)

2d i+lTT P (T)(-l)
i=o 1

dont tous les conjuguéb complexes sont de module....
3.)

Weil avait conjecturé et Deligne a démontré (Weil I) que la

Z(X;T) est le développement de Taylor à l'origine d'une fraction

rationnelle qui stécrit de manière unique, sous la forme

Z(X;T} El + T ••l'lIT]] .

où, pour chaque i E {O,l, 2, ••• , 2d}

et, sur une clôture algébrique ~ de ~,Pi(T)

B

P. (T) = Tt
3. j=O

avec des

i.e. des "'ij purs de poids i

Les polynômes Fi(T) sont caractérisés, en terme de la série

Z(X,T), par ces conditions. En dépit de cela. leur définition est de

nature cohomologique. Pour tout nombre premier e , Grothendieck

SGA 5) a défini des ~e-espaces vectoriels de dimension finie
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FX = "Frobenius de

!f(X(!lI IF
q

,Q;le)

nuls pour 1 >2d , sur lesquels

agit comme automorphisme. Posons



sur

'1'= 0 , de

lf.-l(U'llli? ,9iel
c q

.. lf.(U0F .Ill.)
c q 0..

soient de valeurO'i,j,,€

Pi,e(T) son,t à coefficients dans 'if!

efp (on ne sait. pas caractériser, en

l?i.e(T) , comme on sait le faire dans

X/lFq et y/IF sont deux variétés
q

*i-l .
~ H:L-l(X®F

q
,llle)

*i .
...!...- H:L(X0 Fq'~e)
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dans œ de

si les

t.els que

PROBLÈME 3.2.2. Si

lisses, géornétriquemetnt connexes, si f:: X"';' Y est une

et si U=y-X, pour tout. e ip , on a la suite

Hi - 1 (y,g, li? Ill)
q' e

lf.(Y0 Fq'~e}

INTERPRJ1TATION COHOMOLOGIQUE

~e[[T]) , est le développement de Taylor. en

rationnelle

l\,e(T) det(1-TFX.H~(X0Fq,(le)1

prouvé (Weil II) que. si on factorise les Pi.e(T)

algébrique ~e de ~e '

li' .('1') = TI, (1-0'_ . eT)
i,~ j 1,J,

sont en fait des entiers algébriques et il existet'.ti,j,€

i) 2d • sur lesquels Fx agit.

que. pour tout e;ip. la série Z(XiT) • vue comme

de la fonction zêta, les

project.if et lisse).

s'ils sont indépendants de

(",i E H)

N. M. KATZ

Fq , pour tout e;i p • On dispose par fonctorialité de

2) On ne sait pas prouver que les polynômes

idet(l-TFX,Ker (f'~e»

det(l-TFx·cokeri(f·~e»

nulle) •

Keri(f'~e) et COkeri(f'~e)

(noyau et conoyau de f*i) sont des ~e-espaces vectoriels sUr

lesquels FX agit.

1) On ne sait pas prouver que les dimensions de ces ~e-vectorie

sont indépendantes de e 'i p (sauÎ si f se relève en caractéristiqu

(3.2.3)

qui commutent à l'action de Frobenius. donc

POur tout nombre premier e, Grothendieck a défini (SGA 4, SGA 51
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sont à coeff:'.C7ients dans 7. indépendants de e i p (même si f Se

relève en caractéristique nulle).

Bien sûr, (2) implique (1) en prenant les degrés.

Plus généralement. si X/Fq n'est plus projective. on dispose

encore d'une fonction zêta

les espaces de cohomologie e-adique à SUpports propres r ce sont

des ~e-espaces vectoriels de dimension finie

i -H (x@ I? ,~, 1c q.

qui est encOre le développement de Taylor d'une fraction rationnelle

en T. mais on ne connait pas d'écriture canonique de cette fraction

rationnelle comme dans le caS projectif et lisse.



que l'on ait une représentation

det( 1-:l.p(gl 1 pour tous g,h E G , donc l'expression

est un E-espace vectoriel de dimension finie, E étant un corps

on peut définir une série de Dirichlet formelle à coefficients
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X
L(!lG LAutE(M};sl

y

INTERPRÉTATION COHOMOLOGIQUE

= card(k) , on noté Frob
k

l'action de cet automorphisme sur

Si on choisit., maintenant, un point xE Xy {kJ 1 il existe un

9 E G tel que

-1
est la classe de conjugaison de g, Fy celle de 9 par défi-

(ces classes ne dépendent pas des choix faits : ni de celui de

de celui du point lt; par exemple, si x' = hx , pour hE G , on a

E associée à la situation

g~ est une classe de conjugaison à un sens}. Cette série de

richlet formelle est la fonction L de la situation au senS de

othendieck. La fonction L d'Artin est définie par

LArt(tlG ..p..,;. AutE(Ml ;el TI .:::1_-;::-__
y yElyl det(l-(Ny)-$P(~y})

lien- entre les deux est

G • A

i-l , donc

et sont indépendants

soit défini (en gros,

G un groupe

est de poidset

et

i

P~, ~ (Tl € ;r( T] et est indlipendant de ~;é p •

est de poids

donc, avec des notations évidentes~

les deux énoncés suivants sont équivalents

Or

3.3. Fonctions L et revêtements étales.

Soit X/z un schéma de type fini, soit

sur X Sans points fixes et tel que y = X/G

(2l Pour tout i

de t;é p

(1) Pour tout i

X est un G-torseur sur Yl.

On notera G~ l'ensemble des classes de conjugaison de

fibre du morphisme canonique

X" Y=X/G

dloù des suites exactes courtes
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On ne sait pas démontrer ces énoncés.

tout point ferme' y € IY'I . don aSSOC1e eux classes de conjugaison ~

F € G!; < yy appel~es respectivement Frobenius arithmétique et Frobenius

géométrique, et liées par la r~lat'on F - -1 Pl'~ ~ y - <Py • our ce a, cho~sissons

une clôture algébrique k du corps résiduel k de y; si Xy

en y, Xy(kl est muni d'une action de G et c'est en fait un

G-torseur. D'autre part Xy(kl est muni d'Une action de Gal(k!k}.

Comme k est un corps fini, Gal (k!k} est topologiquement engendré par

l'automorphisme de Frobenius de k



.!S! f, y ... ,,;. ) , si on prend
q

INTfiQPRÉTATION COHOMOLOGIQUE

~~-,!",",!."--"'''''''~''-Jp",r;.;e",m"~,,,·e",r", e;l p ( on a une formule des traces

f(yl

p
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'p est une racine primitive p-ième de l'unité,~

~1~4~ Dans le cas particulier d'un revêtement d'Artin-Schreier

défini par une équation d'Artin-Schreier

.!t!;i!ll;..J;ml.l'!L1P2,l!,Ja!!c~e!Lf..~!:;·n~1,,'e" À ~ E au-dessus d f un nombre premier

L(T} est le développement de Taylor à l'origine de la

ction rationnelle, à coefficients dans le complété EÀ '

i _ G (_1)i+1
TIdet(l-(F 8>idlT,(H (X®F F ,illel8> (M@EEÀll l
i X c q q

~....9~~lilJ~1!al.l" cette formule vaut aussi pour les endomorphismes

L('l'l

et

pars

et on noteFqde

Tn
-.S )n n

F
q

'"exp( I:
n=l

Fq • on remplace la variable

L(T)

n> 1 on Il posé

sur X(Fql et Y(Fq ) respectivement. On notera

de Grothendieck de la situation.

est donné surSi

est la représentation contragrédiente de P (~(gl '" tp(g-l».

f'Gy

'1''''q-S et on pose

3.3.1. EXERCICES. Dans les quatre exercices ci-dessous, on est sur le
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corps de base Fq r on a donc une situation

X
l)G ..E....,. AutE<Ml
y

i
Spec(1F )

q

on a choisi une clôture algébrique

l'action du Frobenius

de gal(F~Fql

la fonction L

3.3.1.1. On a, dans. EU TJ J • l'identité "en haut"

OÙ, pour tout entier

3.3.1.2. §! 9 est un automcrphisme de X/F
q

d'ordre N, il existe

Yn Fq-sché~a X' de type fini et. un isomorphisme

tel que le carré



tel que

x (F )
y q

X (F ) <: X( F )},
y q q

sur

(x' = <T(x) J

F -schémaq

deg(y)i n • Par suite les deux ensembles

(rog = 9o<T

_ F b _-1 ~ Fde9(X)
vO ro k Ov X

F~o9(X'} = x'

Fn/de~(y) = gl,
y

qu'il existe x' E x (i!' )y q

Xli!' ) ... Y(F 1q q

63

Frobn/deg(y} (x)
k

INTERPRÉTATION COHOMOLOGIQUE

k-schéma. donc à fortiori un

si C"':k""" F
q

est un Fq-isomorphisme, on a

nFy • donc que

core, tel que,

Chaque yE Iyl définit une o:bite sous GaHi!'/Fq ) dans Y(Fq }

cette orbite à deg(y} éléments. La réunion de ces orbites pour Y

l'ensemble ci-dessus n'est autre que l'image par l'application

ons que cette dernière condition implique automatiquement que Y est

L(T} •àd
or dT Log

(À, (t,y» H (t~,y) , 2ll..-il.' pour tout

deg(y}.Tr(p(Fn/deg(y})}
y

k •

E deg(y). E Tm.deg(y) Tr(p(F
y
m)}

yE\Y\ mh

E
yElyl

deg(y)\n

T ~ Log(det(l-fT}-l) = E iffi.Tr(fm)
m~l

'"E Tn E deg(y).Tr(p(pn/dcg(Y}n
n=1 yElyl y

deg(y) 1n

de montrer pour tout nE ft la relation

f E End
E

(M). si' On applique l'opérateur

agissant sut' X

de corps résiduel

d
T dT Log L(T}

L(T}

(b ) 2ll..-il.

yE1J..\ I_Tdeg (yl;;; tTr (f(y»))
o k/IF<Io

ll. pour toute place À de E. au-dessus de e;J. p • 2ll..-il.

• "li (_1)i+1
L(T) ~ -Vdet(l-(Fx~id)or. (H~(X®FqFq .'1le) l'J'1l

t
E:\) o}

(al F<Io

yt Iyl
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qat un caractère non trivial, alors
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3.3.2. Solutions des exercices.

d
or dT Log L(T)

3.3.2.1. Partons de l'identité formelle

pour tout

on obtient alors

d'où

Il suffit donc

Fixons un élément 9 de G et un entier n} 1.• Pour un y E 1Yi tel

que deg(yJ\n, dire que

Fn/deg(y} = g9
y

c'est dire ql,l;lil existe x€Xy(k) ; OÙ k est une clôture algébrique,

du corps résiduel k de y, tel que



soit possible, il faut et il suffit queIFq

v = X @F IF N
q q

(F 09) S idF est tel que
X N

q

INTERPRÉTATION COHOMOLOGIQUE
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F

est un isomorphisme.

forme

est d'ordre N. Mais9

allons utiliser le résultat suivant : pour que la descente du

première relation.

base de If N
q

noUS suffit de vérifier que pour

t slécrire

Pour la seconde, on remarque qp-e:

est un isomorphisme.

Four la première relation. comme 9 est défini sur Fq , on a

est l'identité sur les espaces topologiques sous-jacents et

c'est trouver unIF "q

F
N

FV'

f, W @F F N .:::". V
q q

W0 11' N Lv
Fq q

Fw'8>i,\- 1 iFqN

W'8>F li' 1'1 Lv
q q

et un F N-isomorphisme
q

F: V" V

d'où la conclusion.
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Fn.g
de X(F

q
) x

Comme X(Fq ) est un G-torseur sur Y(Fq ) , le nombre d'éléman

de cette image est

N.M. KATZ

3.3.2.2. Commençons par rappeler le résultat de descente du corps de

base suivant (Serre, Groupes algébriques et corps de classes, ch.

nO 2) ,soit V un IF N-schéma, soit F
V

le Frobenius de V (FVq

l'identité sur l'espace topologique sous-jacent au schéma V et l'

vation à la puissance qN- ièrne sur l~ faisceau structural &v) et

un IF N-morphisme tel que
q

alors lldescendre de corps de base de F N à
q

F -schéma W
q

tel que le carré

commute (Fw est l'élévation à la puissance q-ième sur ~W)'

Soit vq le schéma ayant m~me espace topologique sous-jacent que

V , mais ayant pour faisceau structural le faisceau ~~. Soit

llv ' V .. vq le morphisme qui est l'identité sur les espaces topologiques

sous-jacents et ltinclusion 3~~ GV pour les faisceaux structuraux.



qdeg(y)
(t ,y)

INTERPRÉTATION COHOMOLOGIQUE

(t<!o_t) qdeg (y) /<io +...+ (t<!o_t)qo + (tqo-tl

q
Tr

k
/

F
(t O_,t)

qo

L et faisceaux ~-adigues.

sous G·. On a alors; pour tout nE N* ,

Y?

deg(y)
t.q -t

S
n

conclusion s'en déduit par la méthode habituelle.

x (t,y) E Xy(k) où k est une clôture algébrique du

résiduel k de y, on a

67

revêtement fini étale galoisien de groupe G de y, on sait aSSO

à chaque yE Iyl des Frobenius arit.hmétique et géométrique. <r>y et

• Mais pourquoi se restreindre à un seul revêtement finiT étale,

sur le lT 1 .

Soit y un schéma localement noethérien. normal et connexe, pour

F
y

= -<r>y = -Trk / IF (f(y) l
"l:o

On a prouvé (a) : (b) résulte de (a) et des exercices précédents.

If l (y) = Hm G
XiY

Plus précisément, si K est le corps des fractions de y, i.e.

K est le corps résiduel du point générique ~ de Y. si K est

Si l'on considère "tous" les revêtements finis étales galoisiens,
, leurs groupes G forment un "système projectif" et il est naturel

.de considérer le groupe profin!

F N
q

66

est définie sur F
q

,

et. induit. un endomorphisme sur l'espacG

x

sur les faisceaux structuraux. Donc

et, cc- l'action de G sur

F~@id commuté à l'action de

(F og)01t1
X T Nq

N. M. KATZ

étant le morphisme composé

or

La descente du corps de base est donc possible.

,.3.2.l'.Compta-tenu de 3.3.1.2, la formule 3.3.1.2' découle de la for
raule des trace$ -de Lefschetz pour 11 endomorphisme de Frobenius

II! a, SGA 4ll (Rapport), voir aussi 3.5.1).

3.3.2.3, Si on combine 3.3.1.1 et. 3.3.1.2', On obtient. pour tout

nEN' • la relation

. ln'
5 dHl1 rer E Tr«FX·g)0p(gl.H~(X@F i? .~.) 0 (M0

E
E,».

n i 1v 1 <;lEG C q q. \1l~ "

d'où la décompoôi tian

et un triangle COllll1lutat1f

or, on a un isomorphisme

et



(resp. ~y)' ~ y parcou

Plus précisément, pour tout

remplissent tout

sont donc des él~~nts de

sont tous canoniquement isomorphl

y • De plus. on a le résultat de

Representations and Elliptic

et

(yE lyl)F E G'"
Y

INTERPRllTATION COHOMOLOGIQUE

de ces images, Fy

Un E.\.-faisceau lisse sur Y est "par définition U une

continue

y variable, .les

lisse sur Y, on définit

L(Y, &; s) TT ..=1'-- _
yElyl det(l-(Ny)-sp{Fy»)

est, en fait. un schéma de type fini sUr Fq , on considére

l est un point géométrique quelconque de y et si y est

y , on a dans 1I'1(Y';)P deux classes de conjugaison

69

L (y, &; T) TI --,,:,l=r.c:;-_-
yE!yl det(l-Tdeg(Y)P(F »

y

:J = E). , on retrouve Z(Y;T) (3.2.3) ) •

Définition des EÀ -faiscea.1!l!:'

~ un nombre premier et soit Ex une extension finie de ~e

~ un point géométrique générique de Y.

Si Y est Un schéma de type fini sur ~ et si & est un

~y canoniquement attachées à

suivant (Serre, Abelian e-Adic

Benjamin 1968).
, ,v

REME DE DENSITE DE CEBOTAREV. Les Fy

'""denses" dans ~ 1. (y, f) .

si y

i!&:!l!!Ul:t.....9.!<l:\l~~:t fini, étale, galoisien de groupe G, ~ y, ~

p , Il" l (y,i'j) ... Aut
Ex

(H)

M est un Ex -espace M est appelé

~~~~d~uy ~-faisceau & au point géométrique i'j et est noté ~i'j'

y)

Spec(k) • on a

la clôture de

~y respectivement les classeset

Gallk/k)

f : X ... y et pour tout

on note

est le corps résiduel deIF
q

trique x de X, on dispose d'un homomorphisme de groupe

f*: 11
1

(X,i) ... 11' l{y,f(x»)

EXEMPLE (i) si k est un corps et k une clôture algébrique de k

Gal (R/K) '" lim Gal (L/K)
""'L

où L parcourt les extensions finies de K contenues dans R

11' 1. (y,ij) est le quotient correspondant aux L, KC Le: K , (L:KJ <

tels que le normalisé de y dans L soit fini étale sur Y.

Plus généralement. pour tout point géométrique y de Y,

définir un groupe profini 1I'1{Y'Y)' Pour y variable, les 1I'1(Y'Y)

isomorphes entre eux, mais par des isomorphismes

qu'à automorphismes intérieurs près.

uné clôture algébrique fixée de K, définissant un point géométrique

~ de y localisé en ~ , on définit ~l(Y'~) comme quotient de

N.:M. KATZ

fonctorialité. Pour tout morphisme

définissant ~ point géométrique s de S

{où

En particulier, si k=Fq 1f l (S,s) contient deux Frobenius: le

Frobenius arithmétique 'Il , tel que '" (À) = Àq , pour tout À E iF ,et
q

le Frobenius géométrique p", ",-1 •

Iii) si y est Un schéma de type fini sur ~,si y est un point

géométrique de Y loca1.isé en un point fermé y de y, par foncto

rialité on a un homomorphisme

et on peut considérer les images de

par cet homomorphisme



et si

IF ~ On alq

Tn
S (y,3»)

n n

i - )GH (X01F li' .M041e
C q q

71

d. E
yE1YI

deg(y)=d

x '
L( I)G ..E....,. AutE (M; ;s) = MY,d,s)

y À

tian dJun revêtement ét e fini. si y est un schéma

est en fait un schéma de type fini sur

L(Y.~;T; = exp( E
n=l

INTERPRÉTATION COHOMOLOGIQUE

p , G .. Aut
E

(Ml
À

xxG M .. Y comme "espace étalé" sur Yl. On a alors

Si y

(exercice). Si Y est de type fini sur Fq

EÀ~faisceau constructible sur y 1 on a

plutôt

même, si y est en fait un schéma de type fini sur Fq , on

sur 'li, si X!y est un rev~tement fini étale galoisien de

G et si p: G -> Aut
E

(M) est une représentation dé G dans un
).

vectoriel de dimension finie M, on peut associer à cette

un EÀ-faisceau lisse :l' sur y, il' provient du G-torseur

par extension du groupe structural par

Uest ll

21
Y

'li • si y est

soit lisse sur z",

sont des sous-schémas constr

N. M. KATZ

généralise la notion de EÀ-faisceau

a les propriétés suivantes :

(y correspondant à Une clôture algébrique F
q

70

L(Y,;;,s) = TT 1=-."...-__

yElyl det(l-(Nyl-SF ,:l'_)
y y

*f d constructible sur X de telle sorte que, si

est de nouveau un schéma de type fini surSi Y

(i) pour Un morphisme f, X ... y de schémas noethériens et pour un

EÀ-faisceau constructible ~ sur y, on sait construire un

EÀ-faisceau

lisse, i.e. correspond à une représentation p de ~l(Y) , alors

est aussi lisse et correspond à la représentation pof* de rrl(x) ,

partition finie y = U z • où les Z_
(1 el ~

tibles de Y. tels que (i) *3 = d·
" 1 Z",

est l'inclusion;, pour tout O!

(i1) pour un E~-faisceau constructible ~ sur Y, ~l existe Une

(3.4.2.3)

Bien sûr, la donnée de J signifie qul!1 ya certains liens

les diverses représentations associées &0X Ex-faisceaux lisses

mais on n'en parlera pas pour le moment~

~[K~Qn§1~~if~l!l' Sur un schéma Y noethérien. la notion

(iii) si y Un point géométrique de y localisé en un point y de

si i y : ye.,. y est 1· inclusion et si :r est un EX ..... faisceau

tible sur Y. l . *(~) t E f·, a ors 1 y a es un À- a2sceau constructible t donc

lisse, sur y et correspond donc à une repr~sentation continue de

~l(Y'Y) dans un EÀ-espace vectoriel de dimension finie noté

appelé la fibre aU point géométrique y

Un point géométrique de y localisé en un point fermé y de y de

corps résiduel

Fq ) et si J est un ~-faisceau constructible sur y , alors le

Frobénius géométrique FyE~l(Y'Y) = Gal(F</lF
q

) agit sur la fibre

et on peut donc considérer la fonction L



de telle sorte que(y»doù
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--- ... Rif
UI

(:3'1 ul ... Rifl~ .. RifOl (;J'iD)

i+1
... R fut (:1U) .. ---
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exacte s'écrit

X' .J4 X

f'l lf

Y' ~y

(i E N)

max(dim
y

Rif;l (Vi), si f est propre ;
*

i , la flèche de changement de base

9 : Y ~ Z est un morphisme où Z est noethérien, on a une suite

isomorphisme :

formation de Rifl~ commute à tout changement de base Y' ~y

est encore un schéma noethérien : si on fixe les notations par

u c.i,...le est un ouvert complémentaire d'un fermé D..i.... X , on a

suite exacte longue d'exoision : si on fixe les notations à l'aide

un nombreIF 1 soit
q

Spec(F ).q

x
f ~

y

i+1TT detO-TP,Hi (X191;' F
q

,3')} (-1)
i c q

que, pour tout entier n} 1 , on a (avec les

EX-faisceau constructible sur X, on dispose de

un schéma de type fini sur

e;ip= car(F ). on aq

l.: Tr(F ,:>-)
"Ex( IF) ""q

un

xSoit

Il est commode d'interpréter

et soit ;J'
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et, plus généralement.
notations de 3.4.2.1)

Sn(X,3)

EX-espaces vectoriels de dimension finie

~ (X0
1F

F ,;1 ) (i E NJ
q q

nuls pour i >2d où d '" dinw (X) , sur lesquels Gal (Ii!\/'Fq) agit.
q

La formule des traces de Grothendieck (SGA 5 III B, SGA 4~ [Rap

dit que, si

3.5. Fonctions L et cohomologie des

3.5.1. Formule des traces et rationalité des fonctions L.

On en déduit (exercice) que L(X.~:T) (3.4~2.4) est le développement

Taylor à l'origine d'une fraotion rationnelle à coefficients dëns

3.5.2.

comme un EX-faisceau constructible sur

De façon générale, si

est un morphisme séparé, de type fini, entre schémas noethériens et

est un EX-faisceau constructible sur X, "on" peut définir des

EX-faisoeaux constructibles sur Y, notés



construc-

0"

EÀ-faisceau

('ii) ;

y
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i>Opour

pour i) 0 :

INTERPRETATION COHOMOLOGJQUE

de X et si

o

o

constructible sur Z 1 alors

x , alors

a une suite exacte courte de Ex-faisceaux

i :: Z c.,. X est une immersion fermée et si :1 est un

on a une situation

est une immersion ouverte et si ~ est un

est une immersion ouverte et où f est un morphisme propre et

est un EX-faisceau constructible sur X, alors

on a une situation

b) la suite exacte longue assofiée à cette suite exacte courte

d'autre que la suite exacte d1excision ;

:; ~ li est un homomorphisme de EX -faisceaux constructibles

r un schéma X noethérien et irréductible, si 'ï est un point géné-alors

L(y,Rif,ll';S} (-lli

j i (_l}i+j
L(Z,R g,R f,ll',s)

L(Z, Rn(g.fl ':;:;s J( _llnTT
n

TT
i

TT
i,j

"faisceau ;j sur U prolongé par 0"

EÀ-faisceau constructible

schéma de type fini sur s{ lie J

a =
1
X
f~
y

g~
Z

L(X,a;s}

un point fermé de Y de corps résiduel F
q

, alors

i
R f1aly

--- ....,.

est une suite exacte dé EÀ-fa!sceaux constructibles sur X, on au

suite exacte longue de cohomologie

(4) si
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Maintenant. si y est un schéma de type fini sur ~ et si y

Résultats ou remarques complémentaires ou exercices

n'est autre que le EX-faisceau lisse défini par

(H~(X ~F F ,ll') + l'action de Gal (F IFqll
y q q q'

(i) si Iton a une situation;

alors

~-faisceau constructible sur U

et

(ii} si j, u" X est Une iml1lersion ouverte et si :;: est un



est mixte de

sous-Ex-faisC8AUX construc-

:J est dit II~U ~constructible

-ft 1,,1.
i=l ~

rchimédienne \ 1 mg Qi

soient purs~ Si les poids des Gri sont

n , on dira gue :; ~ lIrnixte de poids .f.. ra".

INTERPRHTATION COHOMOLOGIQUE
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/JI est une valeur propre de Ex agissant sur :l'x' on a

résultat fondamental de Deligne (Weil II) est le suivant

Si :l'est Un ~-faisceau entier et pur de poids w E 'i!l ,

w ~ 0 (en effet, soit x un point fermé de X, soit K/O une

finie contenant les valeurs propres de Ex

sur :l'x: si d = (K:'lll ,si Ill, ... ,ll d sont les d valeurs

archimédiennes de K et si /JI E K , on a

w E 7J , on dit gue le Ex-faisceau iJ est \lptir de

WU si, pour tout point fermé x de X 1 les valeurs propres de

~x (là encore i est un point géométrique arbitraire

sont des nombres algébrigues & tels gue

Si f, X .. Y est un morphisme entre schémas de type

7" f.§1 € est. un nombre piemier inversible sur y # n ~

.I!l'...1!.lliU~~!!êi.llm.~f,,~,,·n;gis;e-"d!=.e Ille et si :l' est un EX-faisceau construç

X , alors
i

est entier, ~ R fl~

est mixte de poids ~ n 1 alors chaque

xl

x , les -valeurs propres dex
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E
x

un point géométrique arbitraire localisé en

DÉFINITION.. Le EX faisceau ~ est dit JI entier U si, pOUl;' tgut

·Soit x un schéma de type fini sur ~ et soit a un

3.5.3. Résumé du théorème fondamental de Deligne (Weil II).

est exacte.

alors cette suite est exacte si et seulement si pour tout point

trique x de X la suite

(vii) supposons que sur X noethérien, on ait unè suite d'homomorphi

de EX-faisceaux constructibles

est un isomorphisme, alorsj il éxiste un ouvert dense UCX

N, M. KATZ

soit déjà un isomorphisme ;

constructible sur X.

briaues~

REMARQUE. Dire que les valeurs propres d'un endomorphisme d'un

EX-espace vectoriel sont des nombres algébriques (resp. des entiers

brique~ a la signification suivante on fixe une clôture algébrique

ËX de ~ de sorte que l' on peut prendre toutes les

dans EÀ ' mais on dit en plus que ces valeurs propres sont dans la

clôture intégrale de Q (resp. de ~) dans ËÀ •

EXEMPLES (i) le faisceau constant EÀ est entier:

(il) lI entier ii passe aux sous-faisceaux et aux faisceaux quotients~



provenant du~
q

que

'l'(Trk/li' (u))
q

1:

vEV{F n
q

l:
uEF n

q

79

Son point de départ est la relation

E (-l)j ~r(F~/d,H~(f-l(U)0kiFq,qje))
j

(-l)j Tr(F~/d,(Rjflqje)Ü'E
j

et (b" on trouve

INTERPRÉTATION COHOMOLOGIQUE

~y le EÀ-faisoeau lisse de rang 1 sur

d'Artin-Schreier sur Al d'équation

'"
L{V,f,Y:T) = exp( Z

n=l

coeffioients dans EÀ)

tout ';:;EAl (lF
qn

l '" F
qn

' qui se trouve au-dessus d'un point

u de degré dln, et de corps résiduel k, on a

est le corps résiduel de u

re1ation s'interprète cohomôlogiquement de la façon suivante

~lors le développement de Taylor à l'origine de la fraction ration-

coordonnée affine sur Al) par exention du groupe structural à

il ; Fq ... E; • pour tout point géométrique ü de A
l

localisé

un point fermé u de Al , on a

) En combinant (al

unef

Fq • On

adiques

soitlE'q

est un ouvert non vide~ si ~ est un

est une courbe propre, lisse et géométriquementX/I?q

u...:L. X

V un sohéma de type fini surSait

3.5.4. Application aUX sommes exponentielles.

Tr(Fv,(.l:Y,f';:;) '" Y(Trk/F (f(v)))
q

(.l:'l',f est le EÀ-faisceau lisse de rang 1 sur V qui provient du

Fq-torseur d'Artin-Schreier d'équation

On choisit pour cela un nombre e i- p , une extension finie

N. M. KATZ
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~e contenant les racines p-ièmes de l'unité et on regardera ~ c

un caractère de Fq à valeurs dans E;

3.5.4.1. Première méthode. On associe à 1a situation (V,f,Y) un

~-faisceau lisse de rang-l sur V, que l'on notera .l:'l', f ' tel

pour tout point fermé v de V de corps résiduel k et pour tout

point géométrique v localisé en v on ait

lisse sur U, pur de poids w (~/~€ aVec e i p

li{X0
F

Fq,j,,:J')
Cl

est pur de poids wH (i = 0,1,2). Pour i'" l

est le "111 paraboliqUe Il ,

V et soit Y un caractère additif non trivial de

prêter en terme de fonctions L de faisceaux
définie par les sommes exponentielles

Sn(V,f,Y) '" l: Y(Trp IF (f(v»)
vEV(F

qn
) qn q

connexe, si

Précision. si

par extension du groupe structural par ;y: li'q -+ E;). On voi t

qu'on a Sn(V,f,Yl = Sn(V,.l:Y,fJ. La série L attachée à la situation,

poids ~ nH •



81

H"(V®~ if ,tl' fl
C 'L'q q #

(3.5.3.1), d'où l'énoncé 2.2.3 (bl.

INTERPRÉTATION COHOMOLOGIQUE

Ex-faisceau lisse de rang l, .l:'l',f ' sur V est pur

tout:. n=O,l, ...... ,2 dim V t

Un argument classique (déterminants de Hankel et lemme de Fatou,

. "1 Il t 1« t· sont des entiers a1....é-De119ne, We1 mon re que es i e ~j ~

l'énoncé 2.1.4.

2.2.3 (a) est une conséquence facile de la dualité de

d'ail-

de 2.1.4 et 2.2.3.etet.
1

E l: (-Il) Tr (F~I u , (.l:'l' -8) RJ f ! <Ile)Ü)

~EAl(F~/d) j

1 .
Sn(o\' ,.l:y® RJ f j llle l

3.5.4.3. Nous pouvons maintenant donner l'interprétation cohomologique

natoire, ensembliste, de cette suite spectrale).

leurs les calculs que lt on a fait ne sont autres que la version combi-

permet de passer d'une interprétation cohomologique à l'autre

REMARQUE. On a .l:y,f = f*.l:'l' ' ce qui permet de faire le lien entre les

deux points de vue cohomologiques (la suite spectrale de Leray pour l

morphisme f

fraction ra~ionnelle que lion peut écrire, après simplification; sous

Par suite L(V,f,Y7Tl est le développement de Taylor à l'origine de

N. M. KATZ
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des entiers algébriques

La première interprétation cohomologique de la série L(V,f,'if,Tl

nous dit que cette série est le développement de 'l'aylor en T = 0

la forme

TI( l-/l .Tl
j J

où {ai} et {~j} sont deux ensemble finis disjoints d'éléments d'un

clôture algébrique ËÀ de EÀ ' les Œi et $j sont des valeurs pro

pres de F agissant sur les groupes de cohomologie



(et

se donne un triplet

V.

Re ce un anneau de type fini sur 2!', soit V un schéma de

sur R, soit

Comprendre la variation en fonction du triplet. (Ii'q''!'' 'l') de:

L«V,f)~RJ IF ,'f,T)
'l' q

. l - j
fÇ(AR®R....'l' Fq'.I:'l'·~ R fjille)
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l ELLES

(Fq,'l','f)

3,1.1. Nous les déduirons (cf. 4.3.2) d'un théorème dit

clef (4.3.1) qui sera établi en 4.8 (et amélioré en 4.9).

ce chapitre est de prouver les résultats annoncés en

à valeurs dans E; ~(, ),' étant une racine primitive
p p

l'unité, on peut former la série L,

!<ÈME D'UNIFORMITÉ !'OUR LA STRUCTURE COHOMOLOGIQUE DES SOMMES

En fait, on va voir que le problème est de comprendre les Rjf lille

La situation globale gue Iton veut comprendre.

(i)

(ii )

aussi, pour mémoire

est Un corps fini de caractéristique p. OÙ 'l': R .. IF est unq

morphisme d1annéaux et où r ~st un caractère additif non trivial

place finie À de E qui divise un nombre premier e;i p ,

a (d'après 3.5.4.2) l'interprétation cohomologique suivante de la

L

L«V, f)SR" IF ,'f,T) =
'l' Cl.



oÙ

n.
Th. (T) l.
i l.

des singularités du faisceau

8S

n). l • Soient r 2 = rl,an et

l fIT) en facteurs irréductibles sur
an

est lisse: cet ouvert s'êorit

THÉOREME D'UNIFORMITE

:F\O.
J.

est constructiblèl donc il existe un ouvert

r

à nettoyer chaque composante connexe Di de

~ Re 0: un anneau ngrmals de type fini sur 3' Soit

eon$truc~ible sur ~i . On dira gue

U = A I _0 ... lAl .... 0
R R

dans R2 1 mais peu importe carl dans

il l'est.

sont unitaires. irréductibles à coefficients dans Fract(R2 )·

lenune de Gauss. on a en fait fi (T) E ~[T] • pour tout i.

exigences du lemme.

fIT) = TIf. (T)
i J.

R
2
[T). A priori le discriminant b de fIT) n'est pas

a .a1, ... .,a ER1 , a to,
o n n

R[~) . On peut décomposer
r 2

(R
2

) :

Ce lemme nous conduit à introduire la notion suivante

précisément, :FID.
l.

Di sur lequel
D

11D.•
i l.

Di 1

constructible sur Ai

~,

!

fi (T) = 0). de sorte gue 0

N. M. KATZ

est un Ex-faisceau lisse sur

~
Spec(R'1

b) si (Oi)i est la famille des composantes connexes de

= liff.(T) où f,(T) est unitaire et irréductible dans
i ~ ....

al "1 1 est un EX-faisceau lisse, donc correspond à
AR,-D

On considère la situation suivante : Re:: <t est un anneau de

fini s,>r 7i . E:I. est une extension finie dtun corps g)e ."
E

À
-faisceau constructible sur Al .R

LEMME. Il existe r E R-{ O} tel gue

(i) R' R(!) est normal (et même lisse sur 2')
r

(ii) il existe un diviseur

4.2. A quoi ressemble un

représentation contînue de

correspond à-une représentation continue de ~l(Di}.

Di est défini par l'équation

alors" pour chaque i l :;tD~

1.

f(TI

1iIli., étale sur Spec(R') (Le. DCSpec(R'[T]) est défini par une

équation f(T) E R'(T]. unitaire. vérifiant (f(T) ,f' (T)) = R'CT)

PREUVE. Conune Re:: ce • Fract(R) est une extension séparable de

donc il existe ri lE R-{ O} tel que Spec(R( 1..]) soit lisse sur
rI

Posons R = R(~) ... est constructible sur Al .donc il existe
1 rI RI

f(Tl E Rl(T]-{O} tel que 3' soit lisse sur ~ -{fiT) = o} .mais
l

s ..it rien de f(T). Si f(T) = "0 E Rl • alors r = r l.ao répond à

question (D = ~l. Sinon



l
t

alors qu'il ne l'est1
~1/2Jest boIt sur

THÉORfJME D'UNIFORMITÉ

-------+-----7t

3.1.1.

qu'un point de ramification, t =0 , mais la ramification est

contre 1 en caractéristique 2 1 on a

voil: donc que

"dessin" est le suivant

2 attachée au produit eulérien

I: 'l'(x+!).
XEF; x

la nature exceptionnelle de "2" dans ltétude t'géomêtrique H ci

a conduit à ajouter "de niveau une puissance de 2 11 dans

TT ---=---.,..."..
p

Le théorème clef et ses conséguences~

Dans ce numéro. nous allons ê~oncer le théorème clef et en déduire

corollaires. qui nous permettront de démontrer les théorèmes

e question sur l'existence dlune forme modulaire non holomorphe de

La situation géométrique que l'on vient de décrire est celle qui

associée aux sommes de Kloost~r.rr~n à une variable,

La démonstration du théorème clef ne sera donnée qu'au numéro 4.8 :

effet nous aurons besoin pour cela de rappels et compléments sur la

·ohomologie f-adique qui font l'objet des numéros 4.4. 4.5, 4.6 et 4.7.

81

t 2
O~ (x- il

....... - ---'"

lEÀ-faisceau constructible sur iA
R

1

R[l/rJ soit nOrmal et gue ;;tIAi.

x

/'~'-~-=C'/ ':
----------=-~2'-+'---h--7/~':__----===::::::...,..

o " 2 t
_______ ~l/.t,

f ,<Il '" Spec(:nx.x!]) .. Spec(2{T1) '" IA~m1 2 u~

gui est fini et étale sur Spec(Rl ~ 31u ~e~s~t~l~i~R~s~e~~~1-~~

est une udécornposition adaptée à 3" si D est un diviseur dans

N. M. KATZ

86

On peut reformuler le lemme sous la forme ,

LEMME. Si :; ~

r E R-{ O} tel gue R'

EXEMPLE. Soit

~IDi pour toute composante cgnnexe Di gg D

On dira gue :J est "bon sur .Ai" s J il existe une

adaptée à ~

le morphisme défini par

Hi'" T
et soit :; '" flCe ,:; est un Ce-faisceau constructible sur ~

a Rjfl~e '" 0 pour tout j q l Car f est de dimension relative

En caractéristique p '12 • le "dessin" de f est le suivant

Il Y a deux points de ramification. x'" 1 et x'" -1 • qui

puisque 2 est inversible ,



et

i;OO,1,2 ,

<P{rli-°'
1 _ 1 @ fi'
~ - /AR R"'tll q

1Atp , tel que, pour tout

et pour tout point géomé-

vérifie

de fi'q On peut alors consi

;Ji@ l:'f ' :lpet III s,y , ~npct. @Ly ,

de dimension finie, nuls pour

on attache la droit.e

THÉORÈME D'UNIFORMITÉ

* (où'l' de fi' à valeurs dans EÀ,pq

F ). si R' = R[l/r] où r E R-{ a} , les triplets
q

aux triplets dans Il. dont le morphisme '1' se

89

Hi(~0ll:' :l'lc --R •

. l
H~(AR:1i) Cl: , :l'pet)

. l
H~(AR~ll:, ~npct)

dimension de ces espaces, il s'agira toujours de

Re: ~ , on peut aussi considérer la droite

lisse de rang 1 # ~y 1 sur

~ de corps résiduel k

vectoriels de dimension finie, nuls pour

x

R l # i~e. dont le morphisme

t.riplet

Tr{F ,(LyJ-J = 'f(Trk/ F (xl)
x x q

localisé en x, on ait

à

R' s'identifient

Enfin, comme

E). -espaces

caractéristique de

-dimension , par exemple,

'une clÔture algébrique arbitraire Fq

EÀ,p-faisceaux constructibles

et les EÀ,p-espaces vectoriels

Hi(Al~H' ;;IiHwl
c''jl q ,

~(AI ~ F "JO r:9l: w )
c -'" q pet '

~(1t.1~F ," t0l:wlc'Pq npc'

lesquels GallF~ql opère. Quand on parlera de dimension de ces

. aces, il s'agira toujours de F~ -dimension: par exemple,
-~ ,p

il\.l
Il.

et à

sur

en une place divisant

constructible

.. "0" :lpct
~ .. j",j ~

0" :l'pet
.. :l'-- :l' .. 0npet

concentré sur D , car j

*est contenu dans j*i .:l'

EX -faisceau- le

une décomposition adaptée à ~. On associe à

Soit Re: lL: un anneaU de type fini sur ~ t soit E un corps

N.M. KATZ

canonique

Un triplet (Fq,'P,VI dans R sera toujours composé d'un corps

fini IF
q

, d'un homomorphisme d'anneaux 'P' R" fi'q non trivial et

8a

Pr! e ,soit. ~,p le complété de

adaptée ci-dessus les objets suivants

- les ~-faisceaux constructibles :lpct et "npct ("pet" pour

tlponctuel" et "npct 1i pour llnon ponct.uel ll ) sur A~ définis par les

suites exactes

l'étant une racine primitive p-ième de l'unitél.
p

Soit ~ un EX-faisceau constructible sur ~ • Quitte

cer Il. par R[l/re] OÙ r E R-{ a} , on peut supposer que est

inversible dans R, que Il. est normal et que ~I~ est

soit

nombres,soit À une place de E au-dessus d'un nombre premier e
soit EX le complété de E en la place À • Pour tout

4.3.1. EnoncÉ! dU théoreme clef et corollaires.



on note

l'Ii'" 0)o

o

et si la flèche canoniquew

THEOR1JME D'UNIFORMITÉ

w et de dimension

w+l et de dimension

a les formules suivant s

est pur de poids

;; = ;; et si ;; est pur de poids w, pour tout triplet
pet

If) 99M R t 2.!.LA

91

aussi mixtes pour l' action de FE Gal (iF</FqJ

h~(~®Fq' ;J@.I':r)

tout entier i Il ~

On va maintenant déduire quelques corollaires de ce théorème clef

sera démontré en 4.8. Commençons par Un rappel et une définition.

si ~ est mixte sur A~, al?rS, d'après Deligne (cf. Weil II),

tout triplet (Fq,'P,Y) dans R, les ~,p-espaces vectoriels

H~(~@Fq' :;@.i:'f)

c..J;!!L'=';;2!J!2J~h",i!Js;!!m!!!e~, pour tout triplet (Fq''P, 'l') dans R, ~

- dim~ (;;ij)

1
AR ;

est bon sur

D

R

leur formation est compatible à toute

;; ..;...;; J...;;-
pet l ' npct

; ,
HOI~lllF , .0.i:y l t , 0c q ,,

Hl (A1 0i? .~ .l:y) : ,
0 ='=

C q) CI 1
, ,,

~,
g2(A1 :!?1F • lll.ï: '1' 1 1 ,

c 'P q' 0 , 0 1 0

~
1

est inversible dans

est un point géométrique générique de

N. M,KATZ
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THÉORÈME CLEF. Soit Re (J: un anneau de type fini sur 'li et soit d

YU EX-faisceau constructible sur Ai * On suppose gue R est norrna

extension des scalaires R· A (A unanngau quelconque) ;

pour décomposition adaptée

(i) pour tout triplet (Fq,$,y) dans R, ~

H2 (iAl ~ F ,;; '!?l.l:,,) = 0c 'l' q ,

(ii) ~ ~-faisceaux constructibles j.j*;; ;;pct' dnpct

Coker(;; ~ j.j';;) sont bons sur Ai et admettent

(iii) pour tout triplet IFq,'l',Y) dans R, on a le tableau suivant

des isomorphies et des évanescences de la cohomologie à support propre"



est

s'il

est pur et bonet où,,1
Il.

(Deligne). sous les hypothèses du corollaire l , il existe

est pur et ponctuel sur

tel que, pour tout i = 0,1,2 et pour tout w € ';l

Par additivité de Xw ' on est donc ramené à prouver le

pour le faisceau j 1j *:1' Soi t :II ~ j *3' ,alors :II est lisse

U et on a la suite exacte
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~(~~Fq' :l'8i.y l

indépendant du triplet (Fq'~'y) choisi dans

THEoREME D'UNIFORMITÉ

"décomposition adaptée et si la flèche canonique ~ ~ j"j ~ est

lèche nulle. Les E
À

-faisceaux ponctuels et mixtes sur Ai véri

la conclusion du corollaire l , en effet, si q est un tel fais

il existe rER-{O} tel que ~IAi" oÙ ll.' R[l/rJ admet une

des sous-faisceaux à support dans D, lisses sur chaque

sante de D, avec gradués lisses, purs et ponctuels 1 ceoi nous

e aU cas des EÀ-faisceaux ponctuels et purs sur ~ et dans ce

conolusion résulte de la partie (v) du théorème clef.

Montrons maintenant le coroliaire pour ;;. (~-faisceau pur et

sur ~). Il se dévisse en

0'" j 1j *;;. ... 3 ~ il i *3 .. 0

Introduisons la notion suivante: un Ex-faisceau q sur

ponctuel (relativement à la décomposition U~Ai~ Dl

bon, s'il admet la décomposition

*o ... j 1:11 ~ j *:.11 ~ il i j)1 0

i1i*j*:.I! COker(j1:ll ~ j*j*jl~) est ponctuel et mixte (cf. partie

il du théorème clef). Toujours par additivité de Xw ' on est ramené

prouver le corollaire pour le faisceau j*:II. La conclasion résulte

lors de la partie (iv} du théorème clef.,

"marche" pour

et si

duw

R t donc à fortiori dans

N.M. KATZ

sur les suites exactes, on peut

vue comme élément de E,(T)., ,p

de la partie de poids

constructibles et mixtes sur

"marche 11 pour;;' alors r3 ' 2 =r1 ·r3

"marche" pour le quotient pur Gr"(:I')

XW(~8Fq' 31lli.y l = # {pôles réciproques de poids w}

- # {zéros réciproques de poids w}

est inversible dans R et que :l'est bo ~ dn sur -~.R' one que

E). 1 P-dimension

Ex-faisceaux

la

pose

On a aussi

pour

92

admet une décomposition adaptée

COROLLAIRE L §W Re: <I: !.ID armeaU de type fini sur :il{ et soit

EÀ-faisceau constructible et mixte sur ~i ' alors il existe

tel que, pour tout wE'1f, l'entier

PREUVE. Par additivité de

que :1' est ~ (bien entendu, si on a une suite exacte courte

(défini pour tout triplet (Fq'~'y) ~

RI R(l/r~J) est indépendant du triplet

R' R[l/rE].

de

finie convenable du E~-faisceau constructible et mixte <f,

umarchera" pour a:}.

Partons dtun ~-faisceau 4 constructibl~ et pur sur

à agrandir R ( cf lemme 4 ~) t• .~ , on peu supposer que Il. est normal.

que E

pour :1'1 et

"2 ' donc si



en

(F .'4'.':1') dans
q

est indépendante

exactes courtes

la suite spectrale dégénère

Ea •b = Ea •b (Va,bl
2 '"

Il ne reste que les suites
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tÇ(V",0Fq • :l'0.1:':I',f)

w ful. H~{V<p'8>Fq 3@.l:':I',fl

choisi dans R' = R[ lire] •

ids

r E R-{ 01 tel gue. pour tout triplet

, H~(V'l'6l)F'l' .l:y • f ) est mixte de poids' 2N • pqur tout

2.

bEN. Donc toutes les flèches d 2 • d 3 •••• sont nulles.

faute de place, ctest-à-dire que

THÉORÈME D'UNIFORMITE

Re CC un anneaU de type fini sur ?l, soit v

de type fini, soit f: V.. lAi Y!! R-morphisme et soit

constructible et mixte sur V. Alors il existe

tel gue, pour tout i E N et pour tout w E:I • 1.ê.

(F ,,!,,'f)
q

• Cte$t une conséquence immédiate du corollaire l'et du

logique d'une courbe). D'après la partie {il du théorème clef,

2 ~~:
l~~.
~~

-+0,,-'11-""--=---" a

(flèches d2 1

Soient Re IC un anneau de type fini sur 'J{, V .!.ID.

de type fini et f: v .. ~ Y!! R-morphisme. Supposons gue

f a toutes ses fibres géométriques de dimension majorée

N et gue Sa fibre générique géométrique est

~Lg~!!!!lQj;~lliL..Ç!.§L..!l,;!J!l!W1§.!J52!l_e!!!.Xl1!:!a"c.:t~e~me~n",tN, 50i t de dimension < N

et àa.
pct

lbon sur AR'

(b E NI

R[l/re]. Pour tout triplet

V ôllR'q> F q et .tY • f = f*.t':l'

N.M. KATZ

R , on peut supposer

constructibles

Eab
2

PREUVE. Quitte à agrandir

sorte que ~ admet une décomposition adaptée et

position on dispose de ~ et ~ , qui sont despct npct

bons sur ~ eux aussi. Appliquons le corollaire l à

94

3 t' on trouve ainsi qu'il existe r E R-{ ol tel quenpc

X"(A; ~ Fq • ~pet <8l.l:'j') et x,.. (A; <8l Fq • ~npct i8>.t'f) sont indépendants

triplet (Fq.~.':I'1 choisi dans R[l/r~]. Il ne reste plus qu'à appli

les résultats d'évanescences de la partie (iii) du théorème clef.

COROLLAIRE 2. Soient Re: q: un anneau de type fini sur '31. V

de type fini sur R, f, V... Ai Y!! R-morphisme .!l1 a. Y!!

constructible sur V. Alors, il existe r E R-{ al tel gue les

sont simultanément bons sur Ait 1 R'

(Fq,'l'.':I') ~ R' , si l'on pose V'l'

la suite spectrale de Leray pour

PREUVE. L'existence de r résulte du lemme 4.2 et du fait que

Rbfj:l' = 0 , pour tout b» 0 • Pour ce qui est de la dégénérescence

la suite spectrale. notons d'abord que E~·b=o si a} 3 (dimension

dégénère en E2 III pour tout nE li 1 On ft la suite exacte courte

0" H~(~3>Fq' (Rn-lf j ") O.1:'1') ... ~("",@Fq' "0J:'f .f)

.. 1l~(A;@iq' (Rnfj"I'8>.l:'f) ... a
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les racines de l'unité d10rdre une puissance de

tout entier nE:lI', an pose

Ill
t

(n) = !lie{ll'l1in

THI!.ORÈME D'UNIFORMITS

fermé x, F
x

agit sur !lie (n)x ~ iIle comme l'homothétie de

N{x)-n en particulier, !lie(nl est pur dé poids -2n.

X est un schéma à caractéristiques résiduelles premières à

encore iIl
e
(l) l'image réciproque du faisceau ci-dessus

X'" Spec( :;r( l/€] ) .

fibres de dimension ( N , on sait associer un "morphisme trace"

est un !lit-faisceau lisse de rang 1 sur X. si X est de type

zll;e] , pour tout point géométrique x de X localisé en

Ces rappels étant faits, revenons à la démonstration du corollaire.

x (par exemple, si X est un k-schéma où k est un

séparablement clos de caractéristique pte), alors iIle(1) est

rphe (non canoniquement) aU faisceau constant iIle sur X.

X est de type fini sur :;r(l;e] , pour tout point géométrique

X localisé en un point fermé x, Fx agit sur iIle (l)X ~ iIle
l'homothétie de rapport N(x)-l en particulier, iIle(l) est pur

-2 . iIle(ll correspond à la représentation continue, de

l , P , de ~l{X) caraCtérisée par le fait que

p(F ) = N(x}-l
x

point fermé x de X (cf. théorème de densité de ~eb0~arev

· .'

E 1 ,2N = H1 (A1 ®!F (fl2Nf !li )®l: l
2 c ~ q' 1 € '1'

est mixte de poids ~ 2N • Pour cela, nOUs aurons besoin de quelques

rappels.

en particulier !lie(l) est pur de poids -2 •

il reste à essayer de montrer que, pour tout triplet (Fq'~'Y)

R , le groupe de cohomologie
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en dehors de e , suivant :

RAPPELS. !li~(1) désigne le !lit-faisceau lisse de rang l sur

spec(~l;€]l, correspondant au caractère X de Gal(~iIl}, non

N. M. KATZ

OÙ !li('~) est le sous-corps de ~ engendré par les racines de
e

d'ordre une puissance de e • Si x est un point géométrique de

Spec{211;e]) localisé en un point fermé x, Px agit sur !lie (llx ~

comme l'homothétie de rapport

PREUVE. Quitte à agrandir R, on peut supposer que tous les

(b E1:'1) sont bons sur Ai . Essayons alors de montrer

triplet (Fq,~,Yl dans R, le groupe de cohomologie

E~,b ~ H~(A;® iF
q

, (Rbftille)0.1:'1')

est mixte de poids ,(. 2N , pour tous a,b E IN : d'après le corollaire

cela montrera le corollaire 4. Notons que E~,b",O si a;<O,l

b) 2N : de plus, d'après le théorème de Derigne C3.5.3}, Rbf1!lie

mixte de poids {b ('<lb E l'Il et, comme r.'f est pur de poids 0,

est mixte de poids ~ a+b (lfa,bEN). Or, pour

(a,b) E {o,ll X{O,1,2, ... ,2N} , (a,b) t (l,2N), on a a+b.\. 2N •



R'. On obtientdans

('lÀ E IF )
q

o

(11' ,'l', n
q

(T,À) .. T+\.

F
q

agit par translation

2N (~f est pur de poids 0). Par suite, on aUra

que la flée?e (*) est surjective, c'est-à-dire si

considère le revêtement d-Artin-Schreier

agit sur les

99

s.i! q

~
q

Galois

THeORÈME D'UNIFORMITÉ

i E t:r* et pour tout triplet

H~(A;'8>Fq' <!le (-N) '8>.1:'1') = 0 •

~,g,Fq ,Ille (-N) est isomorphe (non canoniquement) au faisceau

Ille ' donc le corollaire 4 résulte du lemme suivant

• Pour tout caractère additif non trivial 'l', IFq .. Ille ('p) .., ~

un diagramme

la flèche verticale' est un isomorphisme et OÙ la suite horizontale

Comme Coker est un quotient de ~e(-N), Coker est mixte

, 2N , donc d'après le théorème de Deligne (3.5.3),

et que sa

o

est nulle 1 par suite, on

Ker et coker soient bons sur A~r

en particulier R2Nfl~e ' sont déjà supposés

est ponctuel, car il est bon sur

en un paint géométrique générique de

faisceau

grâce aux résultats d'évanescence du théorème clef, partie (iii).

o
i

Ker

et, comme Ker est ponctuel, on a

N.M. KATZ
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conclut dans ce Cas que

conoyau, Coker, de ce morphisme trace est concentré aux points

Le noyau, Ker, ôe ce morphisme trace est concentré aux points où la

la fibre géométrique du morphisme f est irréductible de dimension

qui est un isomorphisme précisément aux points géométriques de

0"

fibre géométrique de f est de dimension <N • Choisissons

fibre géométrique de f est réductible de dimension N

R' = R(l/re] tel que

b
que tous les R f!~e

1
bons sur AR)'

Si la fibre géométrique générique de f est de dimension < N

Supposons maintenant que la fibre géométrique générique de f

irréductible de dimension N, alors Ker et Coker

~i (même raisonnement que ci-dessus). On a le diagramme de suites

exactes



est le sous-groupe,

TH1!ORf!ME D'UNIFORMITÉ

explicite d'un EÀ-fai~~ constructible sur une

décomposition de v

l e 'l'(f(X)J\ ~ A.(l{q)2N ,
xEV(Fq )

2N
A = C bi,w

itw=O

101

; il s'identifie aU groupe de Galois de l'extension locale

entre complétés. Si k(v) est le corps résidusl de la place v

ds v étant k), on a un homomorphisme surjectif

k un corps parfait, so~t X/k une courbe propre, lisse,

triquement connexe, de corps des fonctions K, de point générique

K une clôture algébrique de K, définissant un point géomé

~ • Soit k la clôture algébrique de k dans K

rollaire 4 nous dit alors que

hi = 0
W

• Par suite, pour tout triplet (lF
q

,'I','l') dans ~(l/rel ,

Si l'on fait les hypothèses géométriques supplémentaires de 2.3.1,

Les points fermés de X sont en bijection avec les places v de

v de K se prolonge en une place v de K et tous

prolongements sont conjugués sous l'action de Gal(K/K).

Soit v une place de K prolongeant une place v de K, le

,2.2.1 (i) et 3.1.2 (i». Comme A est indépendant du triplet

choisi dans z(l/re], ie théorème 2.3.1 est établi.

o

o

100

sont les valeurs propres de poids w de F01 , •
J.,w,J

2 l '
fic(AF ,Ille (' )) = Ille(' J (-1)

q P P

avec action triviale de IF' (ltclasse de cohomologie d ·un pointU) ..
q

Comme f est non trivial, On a

et

Or

i( 1 6 - &
fi A ""IF '''"y)c '1' q

(i E N) et on a, pour tout i EN,

N.M. KATZ

d'où le lemme.

4.3.2. Démonstration (modulo le théorème clef) des énoncés 2.3.1

Fixons un 'lombre premier e. On se ramène à la situation du

clef et de Ses corollaires 2 et 3 (et pour 2.3.1, à celle du

4), en prencnt pour R l'anneau :il', pour E le corps il!," = e
pour d le faisceau constant Ille sur V.

D'après le corollaire 3, soUs les hypothèses de 3.1.1,

r E :il'-{ ol tel que, pour tout i E IN et pour tout w E 'li , la

EÀ , p-dimension

où les

i -
hw(V'I' 01Fq'.l:'j'. eJ

de la partie de poids w de H~(V'P®Fq,r.y.f) soit indépendante du

triplet (Fq •'l', 'l') choisi dans :iil'[l/re].

Par suite, si lion pose

h~ = h;(Vrp0Fq ,.l:'I',f)

où (Fq,rp,'I') est un triplet arbitraire dans z(l/r~] , les

définis vérifient les assertions de 3.1.1 (on aura alors,



s- -
v.t]

s- - = idV,t]

c'est se donner

103

y: a:- ----"'" 3' -v Y .. v

THEOREME D'UNIFORMITÉ

Pour chaque vEu, on choisit vlv • Se donner

v Ev, On peut définir

dans un EÀ-espace vectoriel de dimension finie

y • de telle sorte que

y ,

s- - : ;J- ---?7 d'-
v.t] v ~

s- -: :J'- ---'" 3'_
v,~ v ~

représentation continue P de Gal (K/K) dans un EÀ-espace

de dimension finie :l'ij

poUl." toute place vi v EU. un EÀ-espace vectodel de dimension

:J'v et une flèche, dite de spécialisation,

pour chaque v E U-V , une flèche D;;;-équivariante

un ouvert,non vide, VCU 1 et une représentation continue de

dans un EÀ-espace vectoriel de dimension finie ~~ ;

pour chaque v E U-V une représentation continue de

~ flèche de spécialisation (ou ce qui revient au m~me, une flèche

(k!k(v»-éqUivariante

telle SOl."te qu'il éxiste un OUVel."t non vide vell tel que

i t un isomorphisme pour toute ;;; 1.... E V

place ;;;!v Eu et tout YEGal (K/K) , un isomol."phisme,

etD Y.v

l l

~ l
leV) I(V)

~ ~
l __ Gal (ië/K.k) __ Gal(K/K) - Gal(k/k) _1

t ~ ~

1 _lf
1

(V"8>k.iil __ 1T 1lv.ii) -Gal(k/k) ----.. 1

t k t
l 1

VC X est un ouvert non vide, alors on a un diagramme de

y EGal (K/K) • alors

Si

Si

N.M. KATZ

groupe de Galois de l'extension
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D
v

__ Gal(k/k(v»

et le noyau de cet homomorphisme est le groupe d'inertie Iv de la

place v. Si (k.Kv)A est l'adhérence de k.Kv dans K;;;.

s'identifie au groupe de Galois de l'extension (k.K )A/K et I-v v v
ii:_/(- A •.~ k.Kv ) • En résume, On a le

diagramme

suites exactes

Soit U~X un ouvel."t non vide. Un E1-faisceau constructible

a sur U admet alors 1es deux descriptions suivantes :

où leV) est le sous-groupe distingué fel."mé de Gal(K;K) engendré

les sous-groupes d'intertie Iv' où v parcourt les places de K

dessus des places v de K qui correspondent aux points , fermés de

(on écrira vlv E V pour une telle place v) : en effet,

Gal (K.k/K) = Gal(k/kl car Kn k=k • puisque, par hypothèse, X est

géométriquement connexe.



di t enfin, pour

où V" = j(V) , pour toute

est celle des- -
v,~

s- - est celle de a, enfin, pour
v,'l

jl;l , est décrit de la façon suivante

vivE U ,

r zéro de ;J

105

de spécialisation
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(:l' )- = I<er(;l'- -'-'-'.... a;;) ,pct v v .,

(3' }- = 0
pct "1

vIvE V"-j(U)

action de ll'1(v",iiJ=1T
1

(V,iil où v"=j(V) , pour toute place

action de fT 1 (VU ,il)

vlv Eu,

flèche de spécialisation

place vi v E U"-j {uJ

l'unique flèche possible.

·{4J Le ~ -faisceau :1pct esl décrit de la façon suivante

Ifinclusion.

j : U Got u" est une ï.;nmersion ouvertet le EÀ-faisceau

flèche de spécialisation

:J- =;1
v '1

et

ainsi définie est continue et lIa

étant la mi>me pour

:J'
v

s- -v,'l

;;c- a_
v ~

y!e 1PCYl

s --
;J y .v,l1) ;1-y"v '!J

surDv

*U' , j ;1 , est décrit de la façon suivante :

(b) l'action de

est conunutad.f

lImorphisme" l "suite exacte!! l' "section globale fi J Upassage de u· à

Pour ces deux description5~ les notions suivantes sont

de I"e:: Dv est mi>me triviale.

(2) Si j: U'" V" est Une immersion ouverte, le E;>.-faisceau

;J ElU: j .', j ..;J , est décrit de la façon suivante

(al le carré

N. M. KATZ
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(1) Si j: U' '" U est une immersion ouverte, le E;>. -faisceau

REMARQUE. Dire que le ~-faisceau constructible :J' sur U

c'est dire que l'on peut prendre V =U dans les descriptions

Cv est unouvert de lissité du faisceau 3) : on a alors

Sv,;; = id pour toute vivE U .

restriction de

EXEMPLES. Dans les cinq exemples ci-dessous, on part d'un

constructible ~ sur un ouvert U, non vide, de X

la flèche de spécialisation

(j*:J)'il = ;l'ii '

on remplace V par V' = j-l{V) et l'action de 11
1

cv,ij} sur

sa restriction à 11 l (V' ,iiJ , enfin, pour toute place vivE U',



~ , si

;; = Ker("'" j~j*3')pet •

" = lm (3 ... j*j";,tlnpet

U= X , ces trais espaces de cohomologie coIncident.

est dit "ponctuel" si a = ~).pct

est le plus grand ouvert de lissité dev

est l'inClusion, alors

propre, lisse, géométriquement connexe, de corps des fonc-

i -H (U@k k,"l

'Hi(U@k k,:J) ~ Hi (X0
k

k,j.:J)

H~(U\\\k,:J) dfil Hi(X\'\k,jl:Jl

THÉOREME D'UNIFORMITÉ
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que le conoyau de la flèche

Enfin, si

Pour UC X quelconque (non vide). on a

Soit ~ une extension finie d'un oorps Ult avec t;l p = carl k) •

U un ouvert non vide de X; on note j, U <+ X l'inclusion.

E>.-faisceau constructible " sur U, on associe. pour chaque

trois espaces de cohomologie

Cohomologie des EÀ-fàisceaux constructibles sur les courbes.

Comme au numéro précédent, soit k un corps parfait, soit X/k

ponctuels

,
~-espaces vectoriels de dimension finie, nuls pour

, sur lesquels Gal (k!k) agit.

K , de point g~nérique 'Tl • Soit K une clôture algébrique de

définissant un point géométrique générique ~, et soit k la

k dans K.

vivE u ,et, pour toute place

(d' )- = ,,-npct'l "Il

s- -
(:> )- = lm("v-~ 3;;),npct v "

s- -: (3' )- = lm(;l-v _3';;) --+3';;
v,'l npct v "'"'

Relations entre les foncteurs

s- - ,(<! )- -... 0
v,T} pet v

N. M. KATZ

~tant l'unique flèche possible.

(5) Le E>. -faisceau "npct est décrit de la façon suivante
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la flèche de spécialisation

Pour tout EÀ-faisceau ~. sur U· t la flèche naturelle

j*j ...a. ---J>o;J'

avec même action de

est un isomorphisme.

D'autre part, pour tout ~-faisceau " sur U, on a une injec

jlj*3' ...--..;;

et pour tout ~-faisceau ;j<' sur U'

j*jl3' " •

o ----"pet -" _:J -o.npct

Si j, U' .. U est une immersion ouverte, le noyau et le conoyau de la

flèche d'adjonction

(a) Soit j, U' "--1> U une immersion ouverte, le foncteur j* admet

j* comme adjoint à gauche: On al pour tout Ex-faisceau ~ sur U,

Une flèche d'adjonction

(b) Soit :Ji un E>.-faisceau sur U, on a une suite exacte



3' estpct

sur V; :l'Iv

o ;

o

3 1 de sorte que

109

0";> .. 3''' a
pet npct

~ EÀ-faisceau constructible sur

, ,
a ~ 3' 4.-3'
pet : ; npct

o - ,
0H

c
(U0k k,.) :

; ,
l . - , ,

Hc (U0
k

k,.) Q , ==,
:

2; - :Hc(Ulllk k,.) 0 -: :

l'ouvert de lissité de

THEOREME D'UNIFORMITE

sur u-v et que :l'est isomorphe à 3'npct

par une représentation ai\' de 1T 1 (V,ij}. Alors, on a le

on dévisse ~ en

Cas général, 3'

si u~x 1 on a

Caractéristique d'Euler-Poincaré. Ramification sauvage.

Dans ce numéro, On considère toujours la situation ;uivante : k

parfait, x/k est une$courbé propre, lisses géométriquement

corps des fonctions K, de point générique ~ ; on choisit

algébrique K de K, c'est-à-dire un point géométrique

localisé en '1 et on note k la cleture algébrique de k dans K,

une extension finie EÀ de me pour un nombre premier

Tr E
-X

nlest

de 1l1(U,~), Alors

(H') Si uc;~ rX , on a, quel que soit

de sorte que la cohomologie Ilparaboliquell

sante que par son Hl •

correspondant à une représentation

'HO(U0
k

k,a) = HO(U®kk,a)

~l - l l
H (U0

k
k,a) = Im(Hc(U® j<k,;'l -> H (tJ0k k,a)

1f!(U0kk,:» = H
2

{U® k,a)c k

10S

4.5.1. Supposons, dans un premier temps, ~ lisse sur U, i.e.

(i) dualité de poincaré, l'accouplement naturel (compatible à

de Gal(k/k)), pour i"'0,1,2 ,

est une dualité parfaite de EX-espaces vectoriels;

est une dualité parfaite de EX-espaces vectoriels.

Variante {dualité chère à Delignel , l'accouplement naturel

(compatible à l'action de Gal (k/k)), pour i = 0,1,2; ,

'Hi (U\l\ k,:» x H2- i (U®k k,~( 1» __ a2(X®k k,~ (1))

o ® _ 1T 1 (U®kk,'ij)
H (U k k,:3') = (:3'ij)

l'action de Gal (k/k) se faisant à travers

et on a

(H) on a

H~(U0k k,d') '" (:3'ij)ll
l

(U 0
k

k,;;) (-1) ,

isomorphisme compatible à l'action de Gal(k/k) ;



v

aGA 5, exposé xl.
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(on a

~ est lisse, c'est l'entier

Ix

duquel

En termes des conducteurs de Swan de 3' (cf. Raynaud. Sémi-

X(U@Jç k,:1)

la différence ?

facile de vérifier que cet~ntier ne dépend pas de l'ouvert

THEOREME D'UNIFORMITE

si xE V(k) , Swan
x

(:>1 " 0

Swan (3') ne dépend que de la restriction de la représentation qui
x

:>lv ,

X(V0
k

k,"IV) '" rang("l .x(V0l< k)

(V;!ilk k) " :< - 2g - # (X-V) (k), 9 étant le genre de X"\ k

transcendante, que

onducteurs d SWan.:1 désigne toujours un EÀ-faisceau

nOn vide U de X, vc U est un ouvert

vide sur lequel :> est lisse. Alors. pour tout "E X(kl , on peut

En caractéristique nulle, si ~\V est lisse, on peut montrer, par

groupe d'inertie

Ces remarques, nous amènent à introduire la caractéristique

~a.:~~.lli>=,--"rno"""d",é",r",é""edu EÀ-faisceau ": si v= U est un ouvert.

ant les propriétés suivantes

: U <+ X

(\fi € IN)

2
E (_1)i h i (U®kk,3')

i=O

X(UôI>k k,"'1 ~ E (-lli X(X@kk,R
i

j*3'I,
i

Par suite. on a la relation

D'autre part, la suite exacte

N.M. KATZ

(*) Ce résultat a été récemment généralisé en toute dimension par

O. Gabber et. indépendamment, par G. Laumon là parattre).

11Q

REMARQUES. (i) Pour tout ouvert V, non vide. de

conclusion ..

X (U0
k

k,3'1 + C Ldim(j ..J)_ - dim(Rl j ..3')_J
C xe (X-U) (k) " x

Or, pour tout xE (X-ul lk.l. on a

et

(cf. Serre, Cohomologie Galoisienne: SGA 5, exposé I), d'où la

la relation

soit

PREUVE. La suite spectrale de Leray pour l'inclusion

(où i: X-U'" X est l'inclusion) donne la relation

Soit ~ un EÀ-faisceau constructible sur un ouvert non vide'

de X, on pose



V. ) 0

{Û •

I_
x

n
.~O

dim~ (M) •
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un nombre fini de sauts u.) 0 1

I!IJ.+e)
( dim

E
CM x )

"'"

THÉORÈME D'UNIFORMITÉ

formule d'Ogg-Safarevitch-Grothendieck,

A toute représentation continue de Ix sur un EÀ-espace vecto

dimension finie M (pour ce qui nous intéresse. M 4 :Iii)' On

alors la fonction croissante

.»O,ona

Cette fonction présente

I!~)

dim~ (M x )

et seulement si ;; est modérément ramifié en tout point xE X(k) •

La Construction de Swan,,(;;) est basêe sur la théorie de la rami

cation: on dispose, sur le groupe d'inertie Ix' de la filtration

ramification en numérotation su érieUre (I~<}l.>o (Serre, corps

pour chaque nombre réel e)/ 0 , Il") est un sous-
l<

fermé de Ix' pour tous .'),. Q 0

à Px est triviale 1 si ces

est modérément ramifié en x

(al swanx(~) = 0

(b) la restriction de P

sont vérifiées, on dit que ~

un isomorphisme

on a canoniquement (i.e. indépendamment du choix du paramètre local

ramifié en x, alors

N.M. KATZ
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Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(IC.kll< ~ k«tll ,

on a, pour une clôture séparable k«tll
sep

de kIlt»~ ,

1- 4 Gal(k«tllsep/k«t»}

"
I~d sont définis comme groupe de Galois des extensions

"

(iv) si q est un EÀ-faisceau constructible sur U, modérément

sorte que

où Px est un pro-p-groupe, appelê la partie sauvage de Ix' et où

I rnod est un groupe "dtordre ll premier à P qu'on appelle le groupe
x

dfinertie modéré. si t est un paramètre local sur X en x, de

I-C Gal(K!k.IC) ........ 11 1 (V'8>k k,if) "----" 11 1 (V,ii})

"
(iii) le groupe d'inertie admet un dévissage

1 -'1' p- ---'*" 1- --+ I~od ~ l
l< l< X



sur les suites exactes ?

un nombre premier inversible sur S et soit EÀ une

~ est un ~Ex-module libre de type fini, muni d'une action

de Ix J alors, pour tout réel t) 0 , on a

THÉOREME D'UNIFOKMITÉ

U = X-D ci.,. X .......... D

~!/
s

XIII).

géométriquement connexes et·où D est un sous-schéma fermé de

finie de «le . On se donne un EX-faisceau :;: lisse sur U

4.7.1- On suppose, de plus 1 til Uf modérément ramifié en tout

de Xl . Alors

115

est l'anneau des entiers'de Ex, Px le corps résiduel de ~Ex

ce résultat qui permet de faire le lien entre la définition de

FÀ-faisceaux donnée dans les références ci-dessus et

les Ex-faisceaux).

Soit S un schéma noethérien. irréductible. et soit ~ un point

générique de S. On considère une situation

Soit

f est un morphisme propre, lisse, de dimension relative l , à

SWan est additif sur les suites exactes courtes.

l'on définit, pour une P -représentation de se
p

orisant par un quotient fini G, le conducteur de Swan par la

le de l'exercice (1) ci-dessus. obtient-on un entier? Est-ce que

t fini, étale sur S, t de composantes connexes (Da)a.

.7. Spécialisation de la cqhomologie (cf. SOA 1. exposé XIII; SOA 4,

XVI ; SOA ~, Appendice à (Finitude) ; Deliqne. Weil II : SOA 7,

sauts

------- .,....-----

N.M. KATZ

t
u}o

1" saut

-

Swan(M)

dim(M)

Alors

Dans le Cas modérément ramifié, on a

Il')
di~ (M x ) = dimE (M)

À \

pour tout .} 0 (la fonction est constante).
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SWan(M) = E
1).1

Le fait que Swan(M) E 7 équivaut au théoréme de Hasse-Arf.

fini G de l,on a aussi

EXERCICES. (1) Si p, l .. GL(M) se factorise à travers un quotient

où

est la filtration de ramification en numérotation inférieure (G
1

un p-groupe et G
O

I0 1 est cyclique d'ordre premier à pl.

(2) si M est un E~-vectoriel de dimension finie muni d'une

continue de PR • cette action se factorise à travers un

(utiliser le fait que Px est un pro-p-groupe et que E
À

extension finie de Ille avec e"f pl.



1 dans

tels quevsur

sur D munis d1une action

DCV

THPORtME D'UNIFORMITÉ

et une fonction

est modérémentkramifiée en tout point de

Ex-faisceaux lisses ~ sur V-D 1 dbnt la res-

ve X

Ex-faisceaux lisses

à se localiser, pour la topologie de Zariski, On peut toujours

un tel couple (V,g».

un ouvert
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est défini dans V par l'équation

Désignons par L l'ensemble des nombres premiers qui sont inver

S et par W~(l) le faisceau lisse

S-schéma quelconque.

En nous servant de l'équation g" 0 pour D, nous allons cons-

et çompléments sur la démonstration de 4.7.1.

Reprenons la situation de 4.7.1. Nous allons rappeler la description

5 explicite des faisceaux j.31D" et de leur filtration par la mono

donnée dans Weil II. Four ceci. il sera commode de supposer qu'il

du faisceau 7L(1) : la formation de (JO'PD) à partir de j

à tout changement de base S'" 5 •

générique f de S est de caractéristique nulle.

~\Uf est modérément ramifié en tout point de Xf
t automatiquement vérifiée.

Vy-Dj

catégorie des

Pour construire ce foncteur,. nous allons utj:'liser le lemme

Abhyankar relatif ci-dessous ..
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tration, ~ "de la monodromie", par des sous-faisceaux lisses, gg

gradués purs, cette filtration étant compatible à tgut changement

base S'" S •

X(Us.3) ,. rang(~),X(UF)

ai)~ Rifl~ sont des EÀ-faisceaux lisses sur S 1

(iii) la fOrmation de j.~ ~ X commute à tout changement

S' ~ S ll. pour chaque" • (j.3)IIi", ~ EÀ-faisceau

(iv) se donner un EÀ-faisceau constructible q ~ X

(i) pour tout point géométrique s de S. ~Ius ~e~s~t-llm~o~~~~~~~!;i

en tout point de X; ~

N. iH. KATZ

anneau de valuation discrète complet avec corps résiduel

revient à se donner,. pour tout CI,.!ID Ex-faisceau

~ DO' et une flèche Ij", _ (j.3l\D" •

lii, de plus, ~ est pur de poids w 1~ :

(v) pgur chaque Œ. (j.3)ID", est mixte de pgids ~ w

clos et, dans ce cas, dfinvoquer .SGA 7 1 XIIIr 2.1.11)~ Nous verrons

dessous que (iii) résulte du lemme d'Abhyankar relatif. On a

pour mémoire. La partie (v) est prouvée dans Weil II : c'est

points clefs de Weil II, on va en rappeler certains aspects ci-desso,

REMARQUES. (l) De façon imagée. on peut dire que les parties (i), (i

et (iii) du théorème expriment le fait que. localement sur

situation considérée est l'topologiquement .. triviale ..

PREUVE. La partie (i) résulte de SGA 1. Exposé XIII 2.3 al, et

formule de Néron-09g-Safarevi~, appliquée à ~Iu- • La partie
s

résulte de ce que les RiflJ sont des faisceaux constructibles sUr

de formation compatible à tout changement de base (théorèmes généra

et de ce que toutes les flèches de spécialisation

(pour le voir, il suffit de traiter le cas oÙ S est le



etV-Ddl sur
"

dl lev

à partir du faisceau lissevsur

sur V
N

muni de son action de il'N à l'aide des
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Ceci étant, la construction qui associe à

D

Il est tautologique que nous pouvons récupérer

jN
VN-D ~VN

Il>N (l#N !PN

V-D V

THEoREME D'UNIFORl>1ITÉ

image directe

sceaU

lisse sur V
N

• Notons aussi que ce faisceau est naturellement

id' une action de il'N

us pouvons exprimer ce résultat en disant que, pour un tel N, le

un GÀ/Àv.~À-faisceau lisse, et donc est localement constant sur

(il correspond à une représentation continue de #l(V-D,~) dans

Aut (:.Il-qJÀ v ,dl-q) ) •

On peut donc appliquer le lemme d'Abhyankar relatif à chacun des

isceaux localement constants d1 v ('V q l} ~ On trouve que, pour chaque

\.! q 1 ~ il existé un entier N t dépendant de 'V, inversible

S • tel que l'image réciproque de dlv sur VN-D se prolonge. de

en un faisceau lisse sur VN tout entier~ Si nous fixons

s notations par le diagramme ci-dessous

est lisse sans être~ t mais
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f un point géométrique lOcalisé en

est modérément ramdfiée en tout point fermé de

v ~ 1 • le faisceau

~ VN-D se prolonge, 49 facon unique,

On veut appliquer ce lemme à

progue de q

de SGA 4, XVI. 3.5 et 3.5.1.

modérément ramifié sur v-o le long de D au sens de SGA 1. XIII,

2.1.1. La conclusion découle alors de SGA 1, XIII, 5.5 par la

PREUVE. Grâce à SGA 1. XIII, 2.3 al. l'hypothèse implique que q

Alors, il existe un entier N inversible sur S ~t~e~l~g~u~e=-~~~~-b~~-è

triction A

f = 0 • .l2ci.t q un faisceau localement constant sur V-D

de point générique

LEMME D'ABHYANKAR RELATIF. ~ S un schéma noethérien,

Notons que le diviseur dl équation T =: 0 dans V
N

peut-être identifié

à D et que VN-D est fini, étale, galoisien sur V-D de groupe

Pour chaque entier N inversible dans S, désiçnons par V
NN

~N-revêternent fini et plat de V défini par V9. i.e.

V = V[T]/(TN_g) •
N

N, M. KATZ

localement constant sur VN tout entier.

diviseur, fini étale sur S t qui est défini dans V p~a~r~u#n~e~~~~~~

Soit V ~ S-schéroa lisse de dimension relative 1 et soit DCV

Pour tout entier

nécessairement localement constant* Le Ex-faisceau ~ correspond à

une représentation continue de W1(V-D.~l dans Aut(J-q) (~ est Un

point géométrique générique de V-Dl, i~e. dans un groupe linéaire

À-adique, mais cette représentation ne se factorise pas n&cessairernent

par un quotient fini de ~l(V-D.~). Par contre, comme ~l(V-D,~)

compact. il existe un $>.. -réseau stable dl~ cJ-q (~ est l'anneau

entiers de l\ l ; nOus noterons :JI' le ~\ -faisceau correspondant.



1 .e E 11 j: alors, pour tout
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sante d'indice

1/N
A®R«T» B«(T II

THÉORÈME D'UNIFORMITÉ

suivan~e : désignons par•

disposons dlun endomorphisme nilpotent

est un produit semi-direct

tels que le rev@ternent fini étale de B«TI/ N» obtenu à

A par l'extension des scalaires R«T» ~ B«TI/ N» , i.e.

aussi la définition de la Ufiltration de la monodromie" du

B

de

En termes du foncteur

Jo sur D (la filtration de la monodromie du faisceau

sur D n'est autre que la filtration induite sur (j.")ID
..21'1.(1)

le SOus-faisceau des invariants ~o de "0)'

Pour ceci, nous supposerons en plus que le schéma de base S est

z(1/~). s'il en est ainsi, le théorème de monodromie

(SGA 7, exposé l , Weil II) garantit l'existence d'un endomor

nilpotent, nécessairement unique,

c~~plètement décomposé t i.e. isorr~rphe à une somme directe de copies

B«Tl/N». Déduire de ce résultat que le groupe fondamental de

7.4. La filtration de la monogromie.,

fondamental de Spec(R) et du groupe ~L(l)(K) où Lest

·ensemble des nombres premiers inversibles dans R

Notons, en particulier, que Spec(~«T») est simplement connexe 1
(11 ) *Jf en un faisceau

N ~

commute à tout changement

Le faisceau

:J -J1Oinpct - I~pct

~~=,-,t"o"u",s~d~e",u",x.......,"-"==-""e""t-"t"e""l_g,,,u=e Ji vf - DT
Df ' alors

J = Kert;} --<> j*j*:J)pet

::JID

c'est l'unicité du prolongement de

Notons que, par passage à la limite, nous avons la formule

N.M. KATZ

«j) (11 )*Jf )ID
N * N ~

muni de l'action naturelle de ~N ,pour N inversible dans S et

suffisamment grand, passe à la limite et définit le foncteur voulu
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lement constant sur VN qui assure que la formation de (~o,PD)

commute à tout changement de base S' ~ S • De cette propriété, il

relatif. Si ;:; est un EÀ-faisceau constructible sur V

S' ~ S et que le faisceau (j *;:;) 1D est enco.e lisse sur D.

est concentré sur D r lisse sur D et de formation cornnatible â

COROLLAIRE 4.7.3. soient S ,V et D comme dans lé

(qu'on vérifie être indépendant des choix faits. en particulier du

choix du réseau al') ~

est isomorphe à ~ ~ V-D $ sa restriction à D eSt lisse et sa

s'ensuit que la formation de

formation commute à tout changement de base S' S

changement de base SI ~ S

l'anneau R«T». Soit A une R«T»-algèbre finie

;:;IV-D

qu'il existe un entier N inversible-dans R et une R-algèbre

EXERCICE. Soit R un anneaU intègre normal, dont le corps des

K est de caractéristique nulle. Soit T une indéterminée. On



o

(À 1e) tel gue ,,1 Vf - Dy est modé

• Supposons gue ~ est pur d'un

va construire un foncteur

int de

lisse sUr V-D

en tout

S un schéma noethérien , irréductible, de type fini sur

générique l ' soit r un point gé~~étrigue localisé en

~ Un nombre premier inversible sur S • Soient V g.t D

(D défini par une équation g= 0 ~ v) et soit

THÉORÈME D'UNIFORMITÉ
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w • Alors, pour tou~ entier i, le faisceau lisse

D est pur de ppids w+i . En particulier, pour tout

i ~ 0 , le faisceal,1 lisse Gr~( (j,,3) ID) §.!!l;: D est pur de

(il est nul pour i) O}.

Ltqpwlogue transcendant.

tout entier i) 0 •

La dernière partie (v) du théorème 4.7.1 résulte du théorème

de Deligne (Weil II, I.B) :

Soit S un schéma de type fini sur ~, sait V un S-schéma

relative l et soit DC V un diviseur fini étale sur

, défini dans V par une équation g = 0 • On considère des faisceaux

les espaces topologiques V(<l:) an - D(II:}an et D(<l:}an (pour la

nstruit précédemment l dans un sens que 1 f on va préci5er~

Jan~(~~n,PD)

faisceaux localement constants Jan sur l'espace

V(<l:}an - D(lI:} an dans la,catégorie des faisceaux localement

~~n sur D(<l:)àn munis d'une action PD de 211"i2l', foncteur

i sera l'analogue transcendant du foncteur

EÀ-faisceaux Mi~o'

sont tous des faisceaux

:l'a sur D, munis d'un endomorphisme

soit un isomorphisme. Sa construction se fait dans

gradué

et telle que. pour tout entier i ~ 0 • l'application induite sur le

telle que
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ce qui nous permet de définir une action de ~L(l) ~ do ~

Notons en passant que

(j"J}IDcKer(N,3 .. 3' (-l})CM (:7 )
o 0 0 0

comme l'unique filtration finie croissante

Ceci étant, Deligne définit la filtration de la monodromie de

N. M. KATZ

Alors cette action coïncide avec l'action donnée PD gg ~L(l}

do sur un sous-groupe ouvert de ~L(l}.

a >---7exp(t~(a).N)

II) II)

ZL( 1) --;> AutP'l'o} •

formule

(on a Kèr(N)CM
o

car

des ~-faisceaux lisses

tent N, d' ... ll' (-1) , en
o 0 'il (1)

GrM
i

(3 ) , (Mill' 1n (J n. )
000

lisses sur D, dont la formation commute à tout changement de base

S' ... S (le point étant l'unicité de la filtration}.

donc si i} 1 et si Ker NC Mi ' on a Ker No: M
i

_
1

et par suite,

Mi' = :Jo pour i aSSez grand, on gagne par récurrence descendante}

par suite



z . Par suite
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VIOglll :f)( {(z,t) € il: xœ\ Izi « , et = z}

;f X {tEll: 1Re(t) (Log El

If x {z E iI:\ 0 ( 1z 1 <el

{t E iI:IRe(t) (Log E}

exp l ~xp= joexp

{zElClo< Izi <<} ~{zEa:llzl < <l ~ {z=o}
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faisceau ;jan 1(V(O:J an _ D(fl;}an) n li , vu comme faisceau localement

sur l'espace analytique produit

transforme la fonction glV en la coordonnée

résumé, le diagramme

est isomorphe à

t 1-isomorphe au produit par f du diagramme habituel de la mono

locale

v • Ceci étant, posons

est muni d'une action PD de

où lT(v,t)}

Voici la construction: au-dessus de llespace analytique

V(II:)an _ O(II:)an nous fabriquons le revÊitement étale, galoisien, de

groupe 7, défini par log g ; plus précisément, nous posons

de 2uiW sur rr*~*4an qui~ elle-même, provient de l'action

2w l.·~ (*~an) à .de "G sur le couple Vlog,lT 0 • Il nous reste VOl.r,

ner la construction, que 3~n est localement constant sur

Pour tout point dED((l:)an, on doit donc montrer qu'il

voisinage de d dans D(IC)an au-dessus duquel :;an est uno
constant. Fixons un point dE D(a:)an d'image s dans S(iI:)an. Il

clair que le comportement de :;an au voisinage de d dans O(IC)an
o

dépend que du comportement de :;an au voisinage de d dans V(a:)an

par suite f on peut se localiser, au sens analytique, dans V(~)an

v = {(v,t)lvEV(lC)an,t€lC,et=g(vl)
log

(si (v,t) € V
log

, on a en fait vE V(II:)an_ O(II:)an). Alors Vlog

trouve dans un diagramme commutatif

autour de d •
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:;an
o

Plus précisément, on peut trouver un voisinage

de 5 da.ns S{tr)an. un vois j, nage Ù' de d dans V(n an , un réel

• ) 0 et un lf-isomorphisme



V
N

--+V est le

N-ième de l(équation

où

N • Alors nous aurions pu aussi

('1

Galois sont les suivants
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WN 1 l PN Il
V(q:)an _ D(q:)an <.-i- V(q:)an .,..L.. D(C)an

THÉORÈME n'UNIFOKMITE

fini obtenu par extraction de la racine

le diagramme

D t pour un certain entier

action triviale de 2~iw.

On garde les notations de 4.7.5. Supposons que ;Jan se prolonge

s'insère dans le diagramme pour Vlog de la façon suivante

un faisceau localement constant sur

avec la suite exacte

est

Jan , On déduit le
o

On peut préciser cette valeur en remarquant 'lue (t.E <l:IRe(t) (Log .}

est simplement connexe 1 donc que exp*qan est un faisceau constant de

valeur

est la seconde projection et OÙ
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où

N. M. KATZ

est la seconde projection. Ceci montre bien 'lue

où maintenant

constant de valeur

cette valeur est clairement indépendante du choix de ~ , donc

Janl D(lC)ann If est. le faisceau constant de valeur
o

REMARQUE. De cette description explicite de

résultat suivant

(pour un ~ arbitraire) muni de l'action évidente de 2~i7

(tan = (pr ) ;Jan2 •

est un faisceau localement constant sur {O < 1z 1 ( ~} , le point étant

'lue, par hypothèse, :f est cont.ractile.

On a alors

En particulierl si ~an se prolonge en un faisceau localement

lan sur V(<l:)an tout entier, alors, on à



et pour

acan
~o

est unipotente sur un sous-groupe

21TiliT -il'N

2lfia/Ne •

aan se factorise à travers l'action de
o

si et seulement si l'action de

2lfia ~

211i2l'

i-( 1)

sur un sous-groupe d'indice fini dans 2~i7. S'il en est

THEORBM13 D'UNIFORMITE

1Z9

homomorohi sroes

isomorphismes de faisceaux localement constants sur D(œ)an

désignons par

lIsse sur V-D et soit Jan le faisceau localement cons

EÀ-espaces vectoriels sur V(lClan_D(lC)an associé (cf. SGA 4.

et XVI, 4). Alors nous avons un isomorphisme canonique de fais

localement constants sur D(lC)a
n

i'(lj = Hm !l'oN
'7

(:l' jan par l'homomorphisme canonique
o

acan
o

filtrations par la monodromie correspondantes pour

• Alors l'isomorphisme

se factorise à travers

ct'" ectlN
) ~N •

est localement constant sur

par Ithomomorphisme "transcendant"

et l'action de

qui les relie.

LEMME. Si

PREUVE. En effet, On a par définition

or

N.M. KATZ

1Z8

::r~n i *k"'tfT *(fan

sur VIoq (puisque et = g).

A partir du lemme précédent, un passage à la limite donne le

lisse de dimension relative 1 et soit DCV un diviseur, fini étale

i "k,,1f *<fan _ i *P k (N)1f (N) "If *"an
N.. * N

et, par le théorème de changement de base propre pour PN' on a donc

;J'an = i*k (N)1T (N)" (1T *"an)
o N-· N·

Comme le faisceau 11;..an sur VN(lC)an_D(Œl an se prolonge, par

hypothèse, en un faisceau localement constant j lT""an sur
N. N

lui appliquer i~iN)lf(N)*, i.e. la oonstruction transcendante, redo

sa restriction à D(lC)an d'où le résultat. La compatibilité

actions de 2lfi2 et de ~N résulte de la formule

N
vg = exp(~)

THÉORÈME. Soit S un schéma de type fini sur lI:. soit V lm

théorème suivant de comparaison.

.§.YI. S 1 défini par une équation 9 = 0 ~ V



F
q

, on note

sur l'OUvert

d'un ~,p-fai$ceau lisse de

131

• on dispose sur l'ouvert affine

Proj(F [x ,Xl])q 0

Fq est une clôture algébrique de

réciproque de .I:'l' sur """
q

constructible

~ P~ , modérément ramifié à 1 f infini, alors on a :
q

canonique

Fq-torseur d'Artin-Schreier d'équation

Tq-T XI/X
O

un isomorphisme

,F _ Et . si
q I\.,p 1

.l:'l' l'image

bons sur Ail , avec même décomposition adaptée que jl~1 , et

formation commute à toute extension des scalaires R' ~A : en

partioulier. ~pct et ~npct sont bons sur Ai, et de formation

compatible à toute extension des scalaires R' ~A .

Pour tout nombre premier p.le • soit E,\.p le complété du corps

'p est une racine primitive p-ième de Itunité l en Une

prolonge la place À de E. Pour tout corps fini Fq de

oaractéristique p et pour tout caractère additif non trivial ~ de

(ii) le noyau et le conoyau de la flèche d'adjonction

4.8.2. Lemme clef.

à <'
Fq valeurs dans ~,p

~ = {Xo/O} de 1'1
Fq q

rang l • .l:'f • déduit du

.par extension du groupe structural à l'aide du caractère

est modérément ramifié 1

est un corps fini

l
AR' et soit Dro

RI est normal et de caractéristique
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"l',R' _Ii'
q

4.7.1 sont vérifiées par la situation

projective de

l
Ii?R' • Conune

du théorème

Soit

4.8.1.

N. M. KATZ

est une décomposition adaptée à 31~,

la complétion

l
de AR' dans

les hypothèses

Rappelons brièvement la situation considérée en 4.3 , RC~

anneau de type fini sur ~: E est un corps de nombres et EÀ

pour tout entier i .

complété de E en Une place finie ,\ de E . X divisant

premier e : ;> est un EX-faisceau constructible sur 11';1
R

R' R( 1/re J soit normal et que "1 1 soit bonest tel que t,;. JAR' :

Par suite, on a les conclusions suivantes

et toute clôture algébrique Fq

renient de caractéristique p;l e) ,

long de D U D.. et

(où i. ') sont les inclusions 1 et le faisceau 3\ U •

(il pour tout homomorphisme d'anneaux non trivial



G = IF du torseur
q

(\Ii) 01

est une représentaticn

o

o

o
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Swanoo(~y) = l,on aurait aussi pu invoquer la

de p.. l , par suite, pour montrer (0), il suffit de montrer que

P-
«:l'0.1:'fl;;l '" = 0

1 G1
(G

o
'G

1
] di~À.p{(~'f)F,/((!~l;;) l

1

p~ agit trivialement sur ~~ 1 ce qui nous ramène à montrer
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Pour montrer enfin (0') et (ii'), on considère la filtration de

r est non trivial et

;; est modéré à l'infini. donc (ii) équivaut à (ii)'.

est un pro-p-groupe, alors que (J0.1: y l;;

D'autre part

y y

formule d'Ogg-Safarev±C-Grothendieck et le fait que

d'où le lemme clef.

ramification en numérotation inférieure du groupe

d'Artin-Schreier' elle s'écrit simplement

11'1
IF

q

~ et
q

de K. On

Spec(Kl, 1~ agit sur

o

N. M. KATZ

(iil Swa""UHII.l:y ) dim(;]'ij)'

§i~ de pluss J est modérément ramifié en tout point de

Q.1l...1i

(iii) Xc~ ,3'(,l).t'l'l = Xc~ ,J)-dim(;;;;).
q q

Il nous reste donc à montrer (0) et (ii). Pour cela, considérons

(0' )

H2(~ .J@J:'fl = 0 •
q

La partie (iii) résulte par Ogg-Safarevit-Grothendieck de la partie

de Lefschetz affine qui nous aSsure que

PREUVE. La partie (i) est conséquence de la partie (01 et du théorème
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1.. C Gal(K/Kl

une clôture algébrique K du corps des fractions K de

choisissons une place w de K prolongeant la place 00

dispose alors du groupe d'ine~ie

soit Pc;; la partie sauvage de 10:;' Si ;;

(3' 0 .l:'l"ij = Jij0 (.!:Vlij

L1hypothèse de ramification modérée à l'infini slexprime par le fait

(ii 1•

que Po:; agit trivialement sur J;;. On Va voir maintenant que pour

montrer (ol (resp. (iill il suffit de montrer

P-
«.I:'fl7jl 00 = 0

car

En effet, l'assertion (01 est équivalente à la nullité de la

mologie galoisienne de 10;; agissant sur (J®.t'l'lij' Le.

or

(resp. (ii' l Swa",,(J:'fl = 1).



par hypothèseest lisse sur
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et comme p~ agit trivialement sUr ll'ii et que
p-

«l:'flii) 00 = (ol

donc

donc si lion montre que

et que

l'our cela on remarque que

on aura gagné si l'on montre que

est pur de poids Hw. On applique ce théorème à

est pur de poids 1+W .. Pour cela utilisons le théo~ème de Deligne

(Weil II) qui dit q"e, pour tout Ei-faisceau ~ lisse et pur de poids

w sur U'" @ Fq • le groupe de cohomologie

Hl(p~<8lFq,3.~)
( 0)

" Il - c("pet IA'!>@F II!' l il1I ~~
CI q

o

commute aux changements de bases, idem;)
pet

puisque
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4.8.3. conséquences du lemme clef.

Pour tout triplet (Fq'~'Y) dans R', le l~~e clef s'applique à

3'\.IA~@1F if- , compte-tenu des résultats de 4.8.1, et par suite, on a ,
q q

(il ~(A10F F ,;J~.s:~) (0)
c q> q q

(H) X (A
1

0 F il' ,:>0.1:,) Xc(A~, ""R' lCl-dim(3'iil
c '!> q q

où ~ désigne un point géométrique générique de ~

N. M. KATZ

Faisons les hypothèses supplémentaires suivantes

(il <JIA;,"::::"'" j*j*(3'l.IA;,)'

(H) ll'I U est pur de poids "'.

(~ est non trivial).

(iii) hO(A~@F il' ,3'@.l:'!'} = X(Ai, '8lR ' œ,ll' t)
q q pc

(iv) -hl(~<8lF il' ,ll'@.I:'l'l = x.(~, @R' lC,ll'n,.".,t) - dim(ll'ijl
q q "'-

(pour les deux dernières assertions, il suffit de remarquer que

puisque la formation de

pour Unpct Il) ..

pour tout i "1 et q"e

4.8.4. Dernière étape.

on Va voir alors que, pour tout triplet (lI!'q,'!>.'l'l dans R' ,

i 1 - "''''.H (A "'II!' IF ,""""'~l = (Olc III q q



"'",,0 idE
___....;À::....;-" 'l", '8l

g
E1..

(;lÀ 1X'8l:li'«:lan

"'X,,,, 1

li Z,
iEI ~
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soit commutatif.

foncteurs
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Nous dirons qu'une E-famille faible ~ est une E-famille

Avec cette définition. on vérifie facilement que la catégorie des

E-familles faibles sur X est une catégorie abélienne et que les

de la catégorie des E-familles faibles sur X dans la catégorie des

Ex-faisceaux constructibles sur X'8I2!'zl lIe] , et

de la catégorie des E-familles faibles sur X dans la catégorie des

E-faisceaux algébriquement constructibles sur (X'8l~œ)an, sont tous

exacts ..

s l il existe une décomposition finie de X en sous-schémas lOCalement

fermés

est un faisceau localement constant de E-espaces vectoriels de dimen

sion finie (nous dirons simplement "lisse" dans ce cas aussi) '*

avec les propriétés suivantes

(i) pour toute l'lace À de E ,

al. \Zi '8l:i!'z\.l/e)

est lisse quel que soit iEI

(ii) pour tout i~ I ,

dans la définition

pour toute place

ainsi définis $on~ en fait

f
"'À:l\--~

""",::l'",,_~

X de E, le diagramme

ihw • Nous allons voir que l€,:s

venir un choix préliminaire d'un nombre premier

des

N.M. KATZ

4.9. Indépendance de la place À •

La démonstration du théorème 3.1.1 donnée en 4.3.2 faisait inter-

essentiellement indépendants de ce choix en un sens qui sera précisé

ce qui achève la démonstration du théorème clef.

d'où

plus loin.

Soit E un corps de nombre, i~e. une extension algébri~~e finie
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on a

4.9.1. E-familles faibles et E-familles: sorites.

telle que, pour toute place

"'À,"': (3'ÀIXI8>~«:}an~ ;I",:8>EEX

de '?-faisceaux algébriquement constructibles sur (X®:o-iEl an •

Etant données deux E-familles faibles ;" Il sur X. un

morphisme

est une famille de morphismes de faisceaux

de ~. et soit X un schéma de type fini sur ~. Nous appelons

E-famille faible de faisceaux sur X les données suivantes :

(1) !JCur toute place X de E, un EX-faisceau constructible

'\ sur XI8>:;r :;r(l/e} oÙ '? est le complété de E en la place À

où t désigne la caractéristique résiduelle en À

(2) un E-faisceau algébriquement constructible sur l'espace

analytique (X<8I:r«:)an:

(3) pour toute place À de E, un isomorphisme



E

une E- farni 11e

(x~ œ)an respecti
"ll
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- pure de poids w si tous les faisceaux ~À sont ponctuellement

de poids w sur les schémas X"':l/ z{ lje1
- pure si elle est pure de poids w pour un certain w

- entière si tous les d.\. sont entiers

- mixte si elle admet une filtration finie dans la catégorie des

,par j: U~Cl' inolusion et par f: U _ S la restriction da

à U

THÉORÈME D'UNIFORMITÉ

propriétés supplémentgires que peut avoir une E-famille

~ sur X est dite

-~ si la décomposition X=X "marche Il pour ;f, i .. e .. si tous

une oourbe propre et liSSe sur 5 à fibres géométriquement oonnexes et

dortt chaque gradué associé est pur (attention 1 contrairement

aux propriétés précédentes, mixte'ne sa vérifie pas d.. par d.. ).

4.9.2. E-familles sur les courbes.

Soit S un schéma de type fini sur "ll qui est irréductible et

le point générique est de caractéristique nulle. Soit

un diviseur-dans C qui est fini étale sur 5 • Nous supposons aussi,
qu'il existe un voisinage ouvert de D dans C dans lequel D est

défini par une équation "9 = 0". Désignons par U l'ouvert C-D de

pour toute À

N.M, KATZ

(*) étant donné une suite exacte

suivante

f:X_Y

Nous regarderons les E-familles comme une sous-catégorie pleine

de la catégorie des E-familles faibles. Les E-familles forment une

sous-catégorie abélienne et, un peu plus généralement, on

j : Z "--"" X

pour toute place .\. de E

X = li Z.l.'
iEI

qui 'lmarche'l pour del,l,){ dt entre elles IImarchelt aussi pour la troisième.

est Itinclusion, alors, étant donné une E-famille q sur Z, nOUS

toute décomposition

de E-familles faibles, si deux des E-familles faibles d, ~ et

~ sont des E-familles, alors il en est de même de la troisième et

EXEMPLES DE E-FAMILLE$: (1) la E-famille triviale définie par

entre schémas de type fini sur ~ et une E-famille n sur

définissons une E-famille jlq sur X en prenant

définissons une E-famille "fl! sur X en prenant

{ " f" (n
À

) À{f ~)À pour toute

{f*II)"" *f 0(
00

)
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(2) ai Z est un sous-sohéma lOCalement fermé de X et si

(3) étant donné un morphisme



fOrment une

~l tel gue

À , est dû à Deligne

À par À et équivaut

Un morpl\.isme entre schémas de type fini aur
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~ YU§ E-fami1lÊ ~ X. Alors on a les résultats

puisq~ ~ est une E-farnille, on a un isomorphisme

cas général.

isomorphismes

4.7.4).

L'énoncé (iv), qui se vérifie À par

THSORSME D'UNIFORMITE

One fois vérifié (v), (vi) se vérifie

DÉMONSTRATION. Comme S est supposé irréductible avec point générique

de caractéristique zéro, les faisceaux j *:J
À

sur 002l'2[ Ile] sont

automatiquement modérément ramifiés le long de D0
Z

2[ lit]. Les énoncés

(i), (ii) et (iii) découlent immèdiatement de ceci et de la comparaison

entre la monodromie locale algébrique et transcendante (cf. 4.7.6).

cendante sur C f

au théorème fondamental de Deligne. Vérifions (v) , il résulte de

que les faisceaux Rif.'!'À ' Rif"",,, sont lisses sur s02':lI{ lie] ,

(S0Z(Il:)an respectivement l ils forment une E-famille grâce à l'iso

de cornmaraison entre c9hornologie étale et cohomologie trans-

(1) il gxiste un entier N:l- 1 (dépendant de f

, i
i ~O , les faisceaux R fl~À

notée Rifl:>,.liil!!. Y~:i!'Z[l/N]

d'où la conclusion.

THÉoRÈME. Soit f: X'" Y
E-farrdlle lisse,

est pure de poids w+i .

W i alors, pour tout entier

forment une

N. M, KATZ

C-D c.i,.. C~ D

~tf
s

o
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est pur de poids

i- ( *~lisse R f. j*j a)

U est pur de poids w, alors Gr~(j*j*~ID) est

pour tout entier i ~ 0 (et nul pour i > 0) ;

(U,D) >!!l. C). Alors on a

* *j.j (~À)' j.j (~oo) .liil!!. C définissent une

j*j*~ ~ C f gui est bonne sur C et adaptée à

à la déçgmposition

E-fami1Ie, notée

(i) les faisceaux

par des sous~E-farnilles lisses sur 0

sont lisses {une telle E-famille 3: sera dite 1'bonne ll ~ C

THÉORÈME. Soit ~ yns E-famille .liil!!. C telle gue ~Iu et ~ID

(ii) le noyau et IJimage de l'application canonique

la décomposition (U,D)

~ E-fami11ea lissea sur D et on a

que nous désignerons par ~pct ~ ~npct respectivement, sont des

E-familles bonnes sur C , adaptée à la décompositiop (U,D) l

(iii) la filtration de la monodromie sur les faisceaux j*j'("À)ID,

j*j"(4(X)) ID définit une filtration finie, dite encore de la monodromie,

~ E-famille j.j*~ID,

...C: Fil~(j.j*~IDI c: Fil~+l(j.j*~ID) <:: •••

pur de poids w+i

.2i. i)O

(iv).2i. j*~ 3!!:

(v) les faisceaux

Rif*:J l.§J![ S:

(vi) si j*;J .liil!!. 0

i ), 0 ,g E-famille



W

lisses

~ -dimension,p

E-familles

F
q

de caractéristique

gui est de type fini sur

F q 1 pour tout caractère non

et tout entier w, lâ

'l' : RI: l/r) ..

un sous-anneau deR

tel gue, pour tout sgrps finir E R-( o}

Il) pgur tout entier

THEORÈME V'UNIFORMITÉ

est indépendante du choix de (lFq,'I',X)",

PREUVE. Pour r convenable, les Rifl~ sont des

COROLLAIRE 2. .§.9.ll

La somme des rangs des gradués de Rifl~ qui sont purs de poids

est alors l'entier hi , d'où la conclusion.
W

élément

p , pour tout homomorphisme

trivial

sur Spec(R[l/r) qui admettent Une filtration finie par des sous-E

familles lisses dont les gradués sont des E-familles lisses et pures.
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et pour toute place À de E de caractéristique résiduelle ~ #- P r

on a les énoncés suivants

7. ,.l!Qjj;. V M!l R-schéma de type fini, soit f, V .. D\.~ une fonction

~ V et soit ~ ~ E-famil1e mixte sur V. Alors il existe un

1i~(V:'l>R-.pFq,:JXIll'>:,!" f)

est indépendante du choix de (Fq,'I',y,Xl

{2l la suite spectrale de Leray

de la partie de poids w de

PREUVE. Démontrons {2l. Quitte à se localiser sUr Spec{Rl. nous pouvons

supposer que les E-fa~'lles Rif ~ sur lAI "ho" 'U~ tU R sont nnes, adaptees

à une décomposition (A~-D,D) où DCA~ est un diviseur fini étale

au-dessus de Spec{Rl, défini par une équation. Cela étant. il résulte

~,b = ~(~81F-<;l.(Rbfl;JX)8I'>:'t!l ~~+b(V'I'eFq'~À Ill'>:'!',f)

satisfait Ea
2

,D=0 ~ur a-'O,l ; t ' ••t ~ r r e par consequent deqenère en E2 .

E-iamille

la dimension

1
l'y , tel

Fq , pour tout homo

~ E de caractéris

par aéro. OUitte à couper

De là, on se ramène au cas

alors, pour tout entier

Rif ~ sont entières :
1

E-famille

de type fini. Soit

soit Itbonne" adaptée à la décomposition

tel gue, pour tout corps fini

dans un voisinage de lui-même dans

et il n'y a rien à prouver.

sur

en moroeaux, factoriser le morphisme f), on se ramène au

N ~ l • Par le dévissage habituel (couper y en morceaux,

est irréductible et où X =~

en prolongeant la

v (exemple, E = III , ;J~ =Ill~ • ~'" =Ill). Alors il existe un

"g = on

l'ER - (olélément

équation

fermée avec

prend N~p

E-famille

COROLLAIRE 1. Soit R un sous-anneau de cr: gui est de type fini sur

cas oÙ y

4.9.4* Applications aux questions dl indépendance.

Si le point générique de Y est de caractéristique zéro.

{l}, avec N= 1 • résult.e de 4.9.2 (v). Pour démontrer (3l, un

standard nous ramène à traiter le cas OÙ qll'~-D est pur de poids w

et où :JI D 0= 0 : dans ce cas, l'énoncé (3) résulte de 4.9.2 (iv) et

via une suite exacte longue de cohomologie que le lecteur explicitera.
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Si le point générique de Y est de caractéristique p) 0 • on

y en morceaux une fois de plus, on peut supposer qu'il existe un divi

seur DC l'~ , qui est fini étale sur y et qui est défini par une

couper X

de la partie de poids W ~

mixte sur

où

:l et soit

lIlOrphisme 'l': R[l/r] "' F et pour toute place Xq

tiqUé résiduelle e 1 car(F ), on a l'énoncé suivant
q

"pour tout entier i ~ 0 et pour tout entier W,

(2') si :1 est entière, alors les

(3) ~ ~ est mixte de poids ~ w

Rifl~ est mixte de poids ~ w+i •

DéMONSTRATION. Le théorème est visiblement vrai pour f une immersion



sur

trivialeE-famille

!tE-familles strictement compatibles U

et telle que la

THÉOREME D'UNIFORMITÉ

x , alors il existe un entier' N),. l tel que les

conduit à poser le problème plus général suivant
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4.9.5. Question.

Disons qu'une E-famille J sur un schéma X de type fini sur Z

"compatible" si pour tout point fermé x de X et pour toute place

de E de caractéristique résiduelle e;i car(J«x», le polynôme

caractéristique

det(l-T.F
X

' (JÀ)i)

qui à priori se trouve dans ExLT} , est en fait dans EeT) où il est

indépendant du choix de la place À

Est-il vrai que, si f: X ~ Y est un morphisme entr~

sché~as de type fini sur ~ et si ;r est une E-famille compatible

notion encore plus exigeante de

qui est stable par les

Y@:I\':o{I/N) soient encore des E-familles compatibles? Y a-t-il une

(""~e""''ll) soit une E-famille strictement compatible? On n'en

sait presque rien !

pures. Dans cette situation, le
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choisie (cf. 3.2.2). Cela nous

Démontrons (1) • Grâce à (2) et au théorème 4.9.3, on se ramène

1 f= id et a = Hune E-famille mixte 1A111 àcas V=I\R 1 sur R • Quitte

rétrêcir R , nous pouvons supposer en plus que R est lisse sur

toutes bonnes sur lAi, adaptées il

filtrations sont des E-familles

Spec(R), défini par une éq~ation, et que J, ~pct et J npct

toutes les trois des filtrations finies par déS sous-E-familles qui

1(JAR-D,D), et que les gradués de

de 4.7.1 que les Rif I:JX sur lAi0':1 ZL l/e] sont modérément ramifiés

long de l'''' d'Où E~,b= 0 (cf. 4.8.2). Pour une raison

ana E~,b=O pour a)2, et on trouve l'énoncé (2).

théorème clef de 4.3 et ses corollaires l et l' marchent tout aussi

Spec(7) , donc que R est normal, que ;] est "bonne" sur ~ ,

à une décomposition (~-D,D), avec DelAi un diviseur fini

N. M. KATZ

Par contre on ne sait pas si les polynômes

RETOUR AU THÊ:ORÈME 3. 1.1. Prenons pour E le corps <Jl et pour R

l'anneau Z. D'après le eorol1aire 2 ci-dessus, appliqué à la

<Jl-famille triviale ( •• ., 'lle ' .. ., <Jl) sur V, il existe r E z-{ O}

tel que les entiers

bien dans le cadre des E-familles (car dans les formules explicites

de ces énoncés, seuls entrent en ligne de compte les entiers

Xc ( (JAi;.®R (C)an,;;",), dim( (;roo)iï) et l<,urs analogues pour ;rpct et

~ h~(V®rliFq' .1:'1', f)

définis en (lac. cit. (1» soient indépendants du choix de

sont indépendants de la place

(",,:nl/r) ... IFq,'l':lFq " Ul('p)* non trivial,e ;ip).

Les entiers h~ né dépendent que de f: V" .t.i<, à la différence de

ceux définis en 4.3.2, qui dépendaient du choix de e •
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la fonction L,

sur

(i E N)

lisse de rang l • ~y ,tl(C
p

) • )..l':;ip • d'un Q('p'À-faisceau

et des groupes de cohomologie

H~(V0FqFq.f*~y)

sur lesquels "Frobenius" agit et on attend les résultats suivants :

Cependant, si on considère une situation

i - *0
P. À ('1') = det(l-T.F,H (v illi

F IF ,f "'y»
:1., c q q

sont, en fait, à coefficients dans Il('p) et indépendants du choix de

la place À\ ~ f p (rappelons qu' on sait seulement jusqu'à présent que

i+l
L(T) =Tf P. ('1') (-1)

i 1,À

est à coefficients dans Il('p) et est indépendante du choix de la

place À1e f pl :

(1) les dimensions et les structures de poids de ces groupes de coho

mologie sont indépendantes du choix de la place À de Il(C p )').. 1et p

(2) les polynômes caractéristiques

de

~q

où V est un schéma de type fini' sur IFq , f une fonction sur V et

y un caractère additif non trivial, on dispose, pour toute place À

tout P t on a ..... U ) ; d.ans une situation particulière

(Hp donné n ), il ne nous fournit par contre aucun résultat ..

5.1. Introdyction.

Le théorème clef du numéro 4 est un théorème générique ("pour

5 _ ANALYSl;: PRÉCISE DE SOMMES EXPONENTIELLES DONT LA GÉ:O~IE'l'RIB EST

TRÈS BELLE



IF
q

p

et pour toute

de type fini

premier à la caractéristique

définit une hypersurface de ~, notée encore

o , pour tout i EN. i;i m

est pur de poids m,

~ c(X) est la classe de Chern totale de X.

xn L • On associe à ces données le

et la fonction

ANALYSE PRECISE DE SOMMES EXPONENTIELLES

problème de majoration des sommes trigonométriques Sn ci-dessus.

La fin de ce cours est consacrée à la démonstration de théorèmes

qui résolvent ce problème de majoration dans des CaS où la géomé-

trie est particulièrement belle* Le premier de ces théorèmes s'énonce

THEOREME 5.1.1. ~ X une variété projective, ~. géométriquement

çgnnexe. de dimension m sur Bn corps fini IFq • soit X ~!I?; = lE'
q

un plongement projectif de X. ~ LE HO(lE"~p(l» définissant un

hyperplan de lP , noté encore: L # transverse si X 1 soit

(11 R~ (V~F ifq' f*.l:'f)
q

(2) !f'(V@F if ,f*.I:'l')
c q q

(3) x.
c

(V?9
F

Fq,f*.l':'l'1
q

0') si HE HO(I?OI?(d»

définissant une hypersurface de P 1 notée encore H, transverse à
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f; R/Ld : V --""~
q

Pour tout caractère additif non trivial 'f: IF .. '!l(' ) *cr p

place À de tll('pL ),Ie • e;ip , f1.!l-!à

(0) pour tout i E tl • la flèche canonique

i .~ - 4\,
H (V'''''F IF ,f -'1'

C q q

est un isomorphisme

~

H 1 transvet'se à X et à xn L (H n' est pas supposée transverse à X),

OI~
J

i
"(Tri' IF (f(v)) = (-1) 0

qO q
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f: V __~ • on aura complètement résolu le
q

en fonction des degrés des polynômes qui servent à

(3/ on espère aussi que les structures de poids des groupes de cohomo-

N. M. KATZ

Dans certains cas que l'on va traiter ci-dessous, on sait démontrer

qu'il existe io€N tel que, peur toute place À de 1ll('pL :..1efp,

et pour tout caractère additif non trivial ,,: Fq _ <lI('p)"

i - *(a) Hc (V0
F

Fq.f J:.f ) ; O. pour tout iEt<. i;<ioq
i o _ *"

(b) H (V@F F • f .\:'1') est pur de poids i oc q q

On en déduit aussitôt que

(i) les Pi,\(T) sont à coefficients dans Ill('p) et sont indé

pendants du choix de la place \ 1e;l p (Pi.), (T) ; l si i;t' i o et

( l)io+1
P. ),(Tl = L(T) - )

J.o'

trivial 'f •

(ii) les racines réciproques de

logie ci-dessus sant indépendantes du choix du caractère additif non

Si, de plus, on connait une formule explicite donnant

sont des entiers algébriques ~j purs de poids i o
Par conséquent, pour tout entier n ~ 1 , la somme trigonométrique

1
0

_ if> nio
lsnl ~ (-l) .X (Vl9F Fq,f J:y).(iJq)

c q

et cette majoration est la meilleure possible au sens où

s = C
n vEV(i'qn)

admet la majoration

X (V~F il' ,f*.l':'f)
c q q

définir V/Fq et



d'équation

forment un ensemble qui est

que devient le théorème ?

m+l valeurs propres or j (j = 1, ••• ,m+l)

montré que, si p ~ m+2 ,les ordq(~j)

m+l
TI x. = l
1=1 J.

Deligne a montré que Frobenius agissant sur

et soit

~+1EXEMPLE (Sperber). Soit V l'hypersurface affine de _~'
q

dance en P , (p,d) = 1 , du polygone de Newton 7

QUESTIONS (1) Si pld

problème de Wa=ing.
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Le cas (ii) était "commandé!l par C .. Hooley# dans le cas d..::.3,

X une surface de Fermat ; il en avait besoin pour ses travaux sur le
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(2) Sous les hypothèses du théorème, quelle est la dépendance en ~ du

"polygone de Newton ll (L.e .. des valuations p-adiqués des valeurs pro

pres de Frobenius sur ~(V01F iFq' f*J:'l') '/
q

(3) si l'on part de X, L , H, ••• définis sur :li', quelle est la dépen-

{O,1,2, ... ,m}

HISTORIQUE. Le cas (i), démontré par Deligne, était conjecturé depuis

longtemps par Morde11,et plus récemment par Bowbieri.

f = f(x l '''2'''3) = "1"1 +0'2"2+")"3

Alors les conclusions (0), (1), (2) du théorème sont vérifiées et

X (V0
F

i' ,f*J:'l') = D(D-l)2
c q q

(énoncé équivalent à (3), (3') et (3")), de sorte que

C 'l'('rrF IF (0'1"1+"'2"2+01
3"»)\ ~ D(O-1)2 qn

"1 'X2 '''3ElFqn qn q

G(1'X l 'X2 '''3)=0

d ,

cf. Séminaire E.N.S. 1978-1979,

D , (o,p) = 1 (X est défini par un

polynôme homogène G(Xo'X
1

'X:2'X» de degré D), où

H="lX1+"2X2+llI)X3 et où L=Xo si xi=Xi/Xo (i=1,2,3),

v = x- (xn L) C ~
q

REMARQUE. Deux cas particuliers de ce théorème sont déjà connus

et

N. M. KATZ

150

de sorte que

et

X "--+ II?)
Fq

est une hypersurface de degré

x = ~
q

- * N N+l
Xc (V'8l

F
Fq,f .t'f) = (-1) (d-l)

q

(énoncé équivalent dans cette situation aux énoncés (3), (3') et (3"»

(ii) (Katz, e"posés à Irvine 1977

exposé nO la). Cas où

L'hypothèse signifie que la partie homogène de degré d de

f("l""'''N) définit une hypersurface lisse dans

p:-l = Proj(F l"l""'''NJ). Deligne a prouvé alors que les conclusions
q q

(0), (1), (2) du théorème sont vérifiées et que

(i) (Deligne, cf. Weil I). Cas où

oÙ fi H(Xo,Xl""'~} est un polynôme homogène de degré

(d,p) = 1 , et L= Xo • Si xi = Xi/Xo (i = l, ••• ,n), on a

V = x- (X n L) = ~ = Spec(F [xl' """NJ)
q q



et pour toute

(b,p) = 1(a,b)

x(X) ~ S c(X)
X

X(X n L) = Sx
L c(X)

HL

X(XnH) \ dL c(xll+dL

~( , ), À] e , e;' p , 2!Lll. '
p

Poincaré €-adiques et degrés des classes de Chern (cf. SGA 7, XVII)

et

Enfin, on passe des formules D) et (3') à la formule (3") en
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utilisant les relations suivantes entre caractéristiques dlEuler-

Concluons ce numéro en remarquant que 5.1.1 ést un CaS particulier

du théorème un PéU plus général su~vant ,

THEOREME 5.1.2. Soit X yne variété projective lisse, géométriquement

connexe, de dimension m , sur un corps fini F , soit X ......... I?N = I?
q IF

Z E HO(P'''p{a.ô) l
q

un plongement projectif de X , soit définissant une

hypersurface de Il? , notée encore Z , transverse à X , soit

HE HO(I?,Gp(b.Ô»), définissant une hypersurface de !?, notée encore H.

tranSVêrse à xn z .. On suppose gue 3,b,6 €. IN*' vérifient:

On associe à ces données 1e Fq-schéma de type fini
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est Un isomorphisme

et la fonction

f = ii'/zb, V_~
• q

Pour tout caractère additif non trivial 'l', IF --.. 1I11' ) *q p

(0) pour tout i E IN , la flèche canonique

152

sont modérés à l'infini,(iE N)

1; 'l'(x2+1/x)
xia

lIes pentes sont 0, 1/2 et 1).

plus vrai pour la samme à une variable

Ce qui est trappan~ dans cet exemple, c'est que le polygone de

Newton est indépendant de p. En général, on ne sait rien sur la

N. M. KATZ

est un isomorphisme et

Les idées de la démonstration de 5.1.1.

Notons j, V w X- (Xn L) <-..,. Xl' inclusion, l'énoncé (O) résulte,

via la suite spectrale de Leray pour j, de l'énoncé local à l'infini

coordonnées entières semble tout à fait exceptionnel, ce n'est déjà

de V suivant

l'exemple dé Spf:!rbert les sommets du polygone {ltbreak points '1 ) sont à

(0') la flèche canonique

variation avec p du polygone de Newton. Mêrr~ le fait que, dans

pour tout entier i) 0 •

(Cet énoncé est un cas particulier de résultats plus forts dus à

Peligne, cf. Séminaire ENS, 1978-1979, exposé n" 10 ; cependant on

donnera une démonstration globale de l'énoncé (0) au numéro 5.3).

Les énoncés (1) et (2) se déduisent alors de l'énonoé (0) via la

dualité de Poincaré, le théorème de Lefschetz affine et le théorème

fondamental de Deligne (Weil II).

Pour les formules (3) et (3'), la suite spectrale de Leray pour
... - l .le morphisme f -: V'C'F F ------)0 At nous ramène au calcul des

q q q

1 .
Xc(1Ip ,(R:l.fl~e) (l)J:'l') li E N)

q

pour cela, on utilise le lemme clef du numéro 4.8.2 : en effet,

montrer que les



(Iii )' m)

('<Ir E N)

("'r E IN)

(lirE N) ,

(V'i)m) •o

o

(H2m-i(V~p F • (f*.t'f)VJ(mnV
q q

on en déduit que l'on a encore

est affine, on a
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trouve que

et, pour tout entier s) 0 ,
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donc la suite spectrale dégénère en E2 et se réduit à une collection

d'isomorphismes

~(V@pq Fq' f*.t'f)
,

est mixte de poids ~ m ; d'autre parti la dualité de Poincaré donne

(Weil II),

Maintenant, déduisons (1) et (2) de (0). Tout d'abord, comme V

H~{V@p Fq' f*,t'f) =
q

et par Lefschetz affine,

V®p il' • donc, par dualité de Poincaré
q q

_..Ill -* _JO - *V V
li (V@p F ,f .t'f) = {Hc(V~1F F ,(f .t'f) J(m»

q Cl q q

donc, si on applique de nouveau le théorème fondamental de Deligne. on

l'égalité

ai (V~F F ,f*,tf
c q q

D'autre part, V~F F est lisse sur Fq et f+.t'f est lisse sur
q q

d'où (0) (pour une autre démonstration, cf. 5.3).

H~(V@1!i' Fq , f*.s:'f) = 0 (Vi (m)
Cl

On a donc prouvé (1). Pour (2), on remarque que .t'f ,donc f*~y, est

pur de poids 0 , donc d'après le théorème fondamental de Deligne

o

(3") si c (X) est la classe de C1:lern totale de X,
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Comme l'énoncé 5.1.2 n'est pas beaucoup plus difficile à démontrer

N. M. KATZ

Il) ai(V'è
F

F ,f+"'f) 0 pour tout i E IN , i;im
c q q

(2) !f'{V5il
F

F ,f+.t'f) est pur de noids m ~
C q q

(3) X (V~F iF ,f*':,!,) Xc(X (X n Z» -bXc«X n zJ - (Xl) Zn Hl)
C q q

(3') si HE aO(II?,$E'(b.Ô)) définit une hypersurface de II? , notée encore

H , X et à xn z

que l'énoncé 5.1.1, on se placera dorénavant dans la situation un peu

plus générale de 5.1.2.

où L est la classe d'une section hyperplane de P.

5.2. Preuve de 5.1.2.

PREWE DE (ol. (1) et (2). Soit j: V = X - (XI) Z) '---,>0 Xl' inclusion,

est un isomorphisme et

pour tout entier s) 0

Considérons alors la suite spectrale de Leray pour j,

Deligne a démontré le résultat suivant (cf. Séminaire ENS, 1978-1979,

exposé nO la) :

(0') la flèche canonique



li et Z

XIÎ H

b.

induit un morphisme

P est défini par l'idéal

prOj(Fq(Xo·xl'····~·T.uJl

J engendré par 1. Tb-a

tc...... .....~P
x

deg(Z) = a • deg(Hl

est un point xE x(ii') tel que
q

(À-bh(xl)a' = z(x)b

À E G
m

; le revêtement

(a.pl = (b.p) = l .

et un point de Y(F ) IÎ (Hl/b="zl/a) au-dessus de " est un triplet
q

(x,tt u ) OÙ t uEi!' et où
q

t b ..= h(x) . ua z(l') et t = "u .

ciel et surjeotif et pour cela. on peut supposer X affine

pREUVE. comme ~ est propre. il ne reste à montrer que ~À est radi-

11" ,yll (Hl/b~:tzl/a) _XIl (a3="abZ
b

)
(

gui est radiciel, surjectif et propre.
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induisent des fonctions h et z sur X respectivement. Un point de

LEMME. Pour tout

(Z est transverse à li et transverse à XIÎH, donc d'une part le

lien singulier àe Xr'\ H ne rencontre pas Z; d'autre part XIÎ H ne

présente qu'un nombre fini de points singuliers, puisque toute courbe

singulière dans XnH rencontrerait Z}.

et va-z). y est une variété projectLve lisse sauf en un nombre fini

On considère alors le revêtement suiVant

de points. ceux qui sont au-dessus âes points singuliers de

avec (a.b)

(si P ~ Proj(Fq[XO.Xl•.•••~J) et si x~

homogène IClFixo'xl ..... ~1), alors P' =

et y~ p' est défini par l'idéal homogène

et les

j
R fi Qie

spectrale de Leray pour le

Xc(~ .l:'f®Rjf!Gle ) = xc(~ .R'f!Qie) -dim<lle(RjfJOle)iï
q q

i>fj. . Par
q

Xc(V)- Xc(f-l(if)

est un point géométrique g~nê~ique de

PREUVE DE (3). (3') ET (3"). La suite

- l
phisme f, V®F F ~ IAF

q q q

Eij Hi(Al .. ® Rjf Qi )
2 C -". • 'f ! e

q

Xc(f-l(Ti)) = b.Xc«Xn Z) - (Xii Zn H))

a.xc«xnîb - (xn'Hn z»

Si l'on montre que
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par suite

N. M. KATZ

!f'(VI&!F li' • f*.l:'f)
q q

est mixte de poids ~ m ; la conclusion résulte alors de (0) (cf.

SGA 4~. [Sommes Trig.1. prop. 1.20).

sur ~ sont modérément ramifiés à llinfini, on pourra
q •

lemme clef du numerO 4.8.2 et on aura. pour tout jEiN.

Si l'on montre que les Qie-faisceaux constructibles

où ii

On va prouver simultanément la modération des

on aura gagné pour ce qui est des formules (3) et (3'). On passe

de ces formules à la formule (3") de la manière habituelle (cf. SGA

XVII) •

formules donnant la valeur de

PREUVE DE LA MODÉRATION DES RJf!'lle ET CALCUL DE Xc(f- l (;;;»).

Commençons par remarquer que. quitte à remplacer le plongement

donné de la situation par son ô-ième multiple. On peut supposer

on suppose donc que



(a,p) '" II ; donc pour

f '" 'iis;zb ou, ce qui revient aUpar

a.X «xrî'iil-(Xrî'iinZ))
c

(x- (Xrî zl)n (Ha"'ÀabZb )

(x rî (Hs = ÀSbZb » - (Xrî zrî H)

si H est une hypersurface de degré b transverse à X

pour \ E Gm ' on a

Cl(Àab )

x(x n (H"",\abZbll '" x(",-l(\l) '" )«'l'-l(coll

'" b.Xc«X n z) - (xn Zn lill + x(Xn zn Hl
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X(X rî (H"=ÀabZb» '" X(Q-l(\)) = X(~-l(Ol)

= a.x
c

( (Xn Hl - (xn Rn z» + x(x n Rrî zl

pour montrer que

9énéral, on a

d'où co~e précédemment

À

(formule classique d'Hurwitz puisque

plus, on a

et Z est transverse à x n H , qui lui-même est non singulier de

on peut remplacer

même, on peut supposer que H=H , i.e. que H est transverse aussi à

x . Mais alors ",-1(0) est non singulière: en effet,

et à X(} Z 1 on a clairement

Aa = ab , il existe un unique

N. M. KATZ

A,B € F te~s que
q

En particulier, pour tout \ € Qlm ' on a

X (Xn (H" '" \ abZb l ) '" 1( (yn (Hl/b '" \z1/aj)

X(~-l(~)} '" b.X «Xf1 Z) - (Xn Zn Hll + x(xn zn Hl •
c

Par suite, pour À E ili
m

,À général, on a

15B

H est transverse à x i1 Z et b est premier à p.

Comme (b,p) '" l • la formule d'Hurwitz (cf. 5.5.2) permet de cal-

culer X(~-l(~» et on obtient

sauf en un nombre fini de points, ceux qui sont au-dessus des points

singuliers de Xn H). De plus, ~-l(À) est non sin9u~ière pour À gé

raI; plus précisément, si ~ est le point à l'infini de Al dans

pl ,~-l(~) est non singulière , en effet,

y est l'éclaté de y le long de (Hl/b '" z~;a '" Ol et Y est lisse

sauf en un nombre fini de points appartenant à ~-l(O) (Y est lisse

est bijectif, d'où la conclusion.

Considérons la variété d'incidence

u € F tel que
q

puisque (a,b) '" 1 (d'après Bezout 1'" aa' +bb' et U'" Ab' Ba'). Donc

Or, si on se donne



e-adiques

xiI;l <----' Xl III
11'1 <Il

Yl<llm
m

m

1alA1
o la 'iSm l'l'IGm

Al { , G À tab'~ Àab
<Ilm m
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est un pro-p-groupe, les représentations continues

Comme la partie sauvage P~ du groupe d'inertie 100 du point

---...--;>" ajg1llle -+ aj91<Jie ---.,.llj ---.. ---

IIi est le Gle-faisceau constant sur pl de valeur Hj(Xn Hn z),

restriction à AI~ pl , on a la suite exacte longue

par construction, le premier carré est cartésien ; le second carré

Considérons alors le diagramme commutatif
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de dimension finie de Poo sont semi-simples ; donc les foncteurs qui

associent à de telles représentations leurs composantes isotypiques

sont des foncteurs exacts. Si on applique ce résultat à la suite exacte

longue ci-dessus, on trouv~ que, pour tout jE N •

ci-dessus) t par suite, pour tout :1 EN, on a

déduite de ce carré est propre, surjective et radicielle (cf. Lemme

de ce diagramme est "topologiquement cartésien". i.e. que la flèche

ili'i iSm)l\n('l'I iGm)
-----'''---..., (xl <Il ) x~ <Il

ID 'O'm m

et le fait qu'un morphisme surjectif, propre et radiciel est l'innocent li

(théorème de changement de base pour la cohomologie à support propre

y, X

par suit.e, pour

on vérifie sans

(xll Hil Z) <---r X --" XIAl

la 0 la lAI

_=== pl ........, Al

induit Un morphisme propre

, on a

v = x- (Xll Z) "'-x

lf = Ha/Zb 0 1g = tr/Zb

A l "-------5'", pl

où, pour tout
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Prouvons maintenant la modération des Rjfl~f à l'infini. Pour

cela, considérons la variété d'incidence

On considère alors le diagramme commutatif suivant :

N. M. KATZ

et que

La projection

tel que

et

où le dernier carré est cartésien par construction

peine que le premier carré est lui aussi cartésien

tout jEN,

soit un isomorphisme, de sorte que l'on peut identifier X - (Xll Hn z)

à l'ouvert de X, complémentaire du fermé y-l(Xn Hn z)

(théorème de changement de base pour la cohomologie à support propre).

Or on a la suite d'excision sur pl



x- (Xn Z) à valeurs

le carré ci-dessus est topologiquement cartésien)~que, au-dessus de 6 m

*.. * - 1 8*H (V,f .\:",J H (X 1 - (Xn Zn H) XA, ~y)

'* _A l''V* * Q.It ~
H (y l - ('In zl/an Hl/b) XAI ,11 Il .1:'1') b a

A
H*(Y 1 - ('In Zl/an HI/b) XAl,'l'*(ap) *!ytb~a

A

Pour aller plus loin nous aurons besoin de quelques rappelS.
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exceptionnel est lui-m~me lisse.

On peut alors calculer la cohomologie de V

dans f*~y de la manière suivante ;

transverse à xn H) ; en particulier, y est lisse dans un voisinage de

'In Hl/bn zl/a ,donc y est lisse dans un voisinage du diviseur excep

tionnel (yn H1/bn zl/a) xpl de l'éclatement Y" y et ce diviseur

D'autr~ part, rappelons que les seules singularités de y sont

des singularités isolées au-dessus des points de X où H n'est pas

transverse à X (les singularités de Xn H sont isolées car Z est

via le diagramme commutatif

qui est topologiquement isomorphe au morphisme

9:x _pl

(on rappelle que la variété d'incidence X'" X Xpl est définie par

9-1 (1,) = xn (~=:>",Zb) pour tout :1. E Ale: pl , que le morphisme

"ab" , pL.... pl ~)rolonge le morphisme >.. .... >.. ab de Al dans Al et

(2) si on passe au quotient par l'action de il'bXll'a ' le morphisme

'1' , Y"'!pl induit un morphisme

par

y et sur

ÀEAl .... pl,

lAI

lisse au voisinage

on a

o

définie sur

~<-faisceau, Rj~l~€ •

«a,p) = (b,p) = 1),

en un

est modéré

est propre et lisse au-dessus d'un ouvert de pl contenant le poinE

pour la topologie étale). Or

se prolonge sur

N. M. KATZ

«'b"a),q ..-.. ('J'a)"
m m

(l!'bXiI'a) XlAl
__ lAI

donc

et on a gagné,

00 1 donc, pour tout jE N ,

5.3. Preuve directe de la partie (0) du théorème 5.1.2 (~m~é~t~h~od~e~~~~

Considérons l'action de Il'bX""a sur y = X[Hl/b,zl/a]

lib lia lib l/a
«'b"a), (x,H ,Z »..-.-... (x"b,H "a'Z )

m m
(fil, XI> ) XXlHl/b zl/a) --:l- xlHl/b,Z1/a]

b a '

et l'action de il'b Xi-'a sur pl = lAI U {""}
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est il'b Xll'a-équivariant pour les actions de fl.'b Xll'a sur

pl que l'on vient de décrire (on rappelle que pour tout

on a '1'-1(>,) (H1/b = À .z1/a ) n y) :

et qui laisse fixe le point "". Alors

(1) l'action produit de I!'b Xil'a sur y X",1 induit Une action de

il'b Xi-'a sur la variété d'incidence Y" y X pl et le ltlOrphisme

""y_pl



o

et fournit les iso-

si q= 2c

si q;'2c

o

• l'V '* * g.i.b~a
ErCY l'~ (ab) .l:y)

c A

i;l/toJ *' *' &J..b><aJ.aH (Y l'~ (ab) ~'f)
lA,
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cherche's. En résumé, on a donc une suite exacte longue, ditemorphismes

Si Iton revient au calcul de H*(V,f~ly), on a une suite exacte

et
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____ Hi - 2 (D,;>1_1) _ Hi (y 1'3') _ ai (y CD. 3') _ Hi-l(D,:J'C_l))

El. El.,
• , D = (yn Zl/a n Hl/b) XlA1 et ;> = q>" Cab) *"'w • Orou l'on a pose :l

H*(D,3ô) = H*(yn zl/an Hl /b.tJle)1l>H*CAl , Cab)*'>:y)

de Gysin

Donc la suite spectrale ci-dessus dégénère en E2

et on a des isomorphismes

l{i(y 1,q>*Cab)*"''I'tb X!-'a ~ Hi(y _ cyn zl/an Hl/b) XlAl.'l'*lab)*.l:'ftb~a
lA lA

l

pour tout i E N J donc

donc

pour tout i € N •

En travaillant avec la suite exacte longue d'excision à la place

de la suite exacte longue de Gysin, on verrait de la même manière que,

pouX' tout i EN,

en effet,

(Vi)

u....-... H6x U(U,;;! U)
X

Si De Vc U , où V est un ouvert de X, la suite

où, pour tout q E III , lljO{,:J') est la restriction à D du faisceau

X associé aU préfaisceau

et d'une suite spectrale

exacte longue de cohomologie à support

RAPPELS. Soit X un schéma et soit D Un fermé de X, pour tout

faisceau (pour la topologie étale) ~ sur X, on dispose de

N.M. KATZ
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montre que

Supposons maintenant que X est Un schéma de type fini sur un corps

algébriquement clos, que D est lisse sur k et admet dans X un

voisinage ouvert V qui lui-même est lisse sur k et que D

ment de codimension c dans X. Alors

pour tout ~À-faisceau :J' lisse SUr X (Àle # car(k»

on a, pour tout i 1

on a la suite spectrale

on al pour tout q 1

et le théoréme de pureté relative (SGA 4, XVI) permet de calculer les

lIrilV,llle' ,



premiers

x .

i.e. gue

X 1

x

géométriquement

X'-' I?N I?
IFq

entiers )/ 1

# 1+1

P t notée encore H.

l C {l,,, .... f rl , 2.!LS.

i ~ m ,

des èntiers ~ l ,
r
l: b.d. et soit

i=l 1- ~
d =

sur un corps fini

une variété projective, lisse,

f

est lisse de codimension

m,

p

X

est transverse à X sans rien perdre.

est lisse de codimension(a) xn n z,
iEI ~

(b) xrl Hn n Z,
iEI ~

(1) a!(V@F F ,f*i.yl = 0 pour tout iEtl
c q q

(2) !f'(V0
F

fi' ,f*l:'l') est pur de poids m
c q q

si lion suppose en plus gue H est transverse à

pour toute place

r b. 1
alTT Z.J. , V -/J>.fy

i=l ~ q

lJ.1or." pour tout caractère additif non trivial 'l', IFq -..... «)(C p ) *

à la caractéristique

HE aO(!",(!lI?(d» définissant une hypersurface de

On suppose gue pour tout sous-ensemble non vide

les deux conditions de transversalité suivantes

# l

et la fonction

un plongement projectif de X t soient d 1, .. ·,dr des

, = 1 ..... r • Z, E HO (1I?,<!lI?(d, 1) définissant une hYPersurfacesoit, pour ..L- .... ...

de P notée encore Zi ' soient b1,···,br

r
V=X-(Xrl(U Z.n

i:1 ~
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, d' lé IF -schéma de type finiOn associe a ces onnees q~ --

est lisse de codimension 1 dans X, alors on a la formule suivante

connexe, de dimension

544. Une variante du théorème 5.1.2.

Dans ce numéro, nous allOns démontrer le théorème suivant

l'hypothèse que H

THÉoRÈME 5.4.1. Soit

4 1) cas où l'on ne sait pas si on peut ajouterplus loin (cf. 5.. un

p+q A,/ * ...
==;} H (y 1''1' (ab) .\:'1')

lA

p+q""" * *
==;} H (y l' 'l' (ab) .1:1:')

c A

(l,d), s1 nous remplaçons (z,Hl parOr, dans le cas (a,b)

pour le morphisme <;J: YI'" Al (on rappelle que q> est propre), il
A

suffit de montrer que pour tout couple (p,q), la flèche d'oubli des

REMARQUE. Dans le CaS (a, b) = (l, d) du théorème, la variété 'l

simplement X(H
1

/
d

] , pour tout À E Gm ' le morphisme

lT
À

'ln (H1/d=x.Z) _ xn (H=AdZd )

(Z,H+ÀZd ), la variété V = x- (xn Z) ne change pas et la fonction

f = H/Zd est remplacée par f+À 1 un tel changement est donc inOffensif

Hi(y 1,"'*(ab) *.:'1') _ Hi(y 1,q>*(ab)*l.'I')
c A A

sont des isomorphismes. Pour cela, si l'on considère les deux suites

On aura gagné si lIon montre que les flèches d'oubli des supports

supports

est Un isomorphisme. La conclusion résulte alors du fait que les

R~.~e sont modérés à l'infini et du lemme clef du numéro 4.

spectrales de Leray

N.M. KATZ
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est un isomorphisme et pour presque tout À E Gm • la variété

Xn (H = ÀdZd) est par conséquent lisse (pour À = ... cette variété

devient 'lli (Z = al = (Xli Zl [Hl/d ] ,or H est supposé transverse à

xn z et d est premier à p, donc (Xn ZI[H
1

/ d ) est bien lisse).

Z Y(f(x»
xEV(1Fq)

Autrement dit, on aurait pu ajouter aUX hypothèses du théorème 5.1.1

l 'hypothèse que H êst transverse à X (on remplace H par H+ÀZd

pour À assez général dans Gm) Sans affaiblir ce théorème. On verra

pour l'étude de la somme exponentielle



,V""""':X l
lA
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l'assertion suivante

En effet, V est affine, lisse sur F
q

, purement de dimension m

et f*J: y est lisse et pur de poids 0 sur V, donc (1) et (2) se

déduisent de (0) par Lefschetz affine, dualité de Poincaré et l'esti-

169

Hi{V@1E' iF ,f*J:'l') _H i (V0
1F

F ,f*.I:'l')
c q q q q

est un isomorphisme ..

Admettons provisoirement les assertions (i) et (ii) et déduisons

de ces assertions le théorème.

Pour les parties (1) et (2) du théorème, il suffit de montrer

mation fondamentale de Deligne (cf. 5.2).

Prouvons donc (0) à partir des énoncés (i) et (ii). Tout d'abord,

que, par {i), X 1 est lisse su~ F et que V est lisse sur
A q

nous obtenons, par dualité de Poincaré, un isomorphisme

la suite spectrale de Leray pour
r

pr
2

, (XnHn (U Zi»)XAl _lAI
i=1

dégénère en une suite spectrale identiquement nulle. donc

* r 1 - *t'"
H {( (Xn HI) (U z]..)) XIA )@IFFn,pr2,,"y)=O.

C 1=1 q "1

comme

(0) pour tout entier i # la flèche d'oubli des supports

La suite exacte longue dfexcision pour l{immersion ouverte

Ce résultat est encore vrai peur l~ caractère Y l comme

donne alors un isomorphisme

dansv

commev

le complémentaire de

sont modérément ramifiés à

16S

(v,f{v)) de Xl;
r A

(Xn Hn (U Z.)) XA I

i=l ~

est lisse sur

r N-m
(l+dL).lT (l+d.L). TT (1+aj.L)

i=l ]. j=l

oient de LN dans l'expression

2Y L est la classe d'une section hyperplan? de P ~ Plus explicite

ment, si Iton suppose en plus gue xcp: est une intersection complète
q

de multidegré (al' .. ·."N-m) • i!!9.!:.§ Xc (V01F IFq 'f*J:,!,) est le coeifi
q

N. M. KATZ

DÉMONSTRATION. Considérons la variété d'incidence

définie par

...... -1 r b~
f Pd" xn (H"/o.. TT Z/l

i=l

pour tout À E Ale: pl • De façon naturelle. on peut voir

Nous allons démontrer les deux assertions suivantes

l i ouvert des couples

l'infini.

X1 est le produit
lA

(i) ".li: l
lA

(H) les



JI. (X 1 <l9p IF ,f·.l:'f)
c lA q q

l:: (-l)q Xc(~ , (R'lf"Q)e) ®.I:'f) •
q q

sont modérément ramifiés A l'infini, donc le

xIX) -
l C {
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soit

r
X (X 1) = Xc(V) + X ((Xfl l'lfi (U z.ll XIi\h
cAc i=l 1

r r
= X(X) - x(x fl (U Zi» + X(X l1 l'll1 (U Zi ll

i=1 i=l

* ...... ......-1 -
JI. (Vlllp F ,f .1:'1') = X (X 1) - X(f (~»

c qq CfA

Le terme xcIX 1) se calcule de manière purement combinatoire
A

ANALYSE PRÉCISE DE SOMMES EXPONENTIELLES

Er = HP(~ ,R'lf ,,'lie) =* Rp+q(lé 1 ®p if ,Ule )
c q c lA qCI

et le fait que f est propre, On obtient le résultat suivant

de Leray

Or, par (ii), léS

noUS avons

Jl.c(~ , (RCIt,ille}@.I:'f) = Xc(~ ,RCIt,,'lie ) -dim(R'lf,,'lie)i'j
q q

où i'j est un point géométrique générique de 1A1 • Vu la suite spectrale

lemme clef de 4.8 s'applique et

et la suite spectrale de Leray

Vu les isomorphismes

1
H~(V%lFq IFg' f'S:'f)

l

E~q = H~(~q' (R'lf ,'lie) 0.1:'1')

EPq = HP (A1; (R'lf 'li )0.1: )2 -~ , • ~ 'f
q

Essayons maintenant de calculer

(le twist à la Tate_disparait puisqu'il est le mêrnê des deux côtés,

dim X1 = dim V). Les isomorphismes ci-dessus se trouvent dans le
fA

diagramme commutatif suivant

canonique
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où les flèches verticales sont les flèches d10ubli des supports. Pour

est un isomorphisme. Pour ceci, considérons les deux suites spectrales

1de Leray pour f: X 1 --+ lA (en cohomologie à support propre et en
A

cohomologie ordinaire) t comme f est propre; elles s'écrivent

démontrer l'assertion (0), il suffit donc de montrer que la flèche

H~(~ , (R'lf ,'lie) 1& .l:'f) -;. l'lP(~ , (R'lf.'lie )0 .l:'f)
CI q

est bien un isomorphisme pour tout couple (p,q) d'entiers t d'où

les aboutissements, il suffit pour cela de montrer que cette flèche est

un isomorphisme au niveau E
2

• or grâce à (ii), on sait que les

R'lf.Ol sont modérés à l'infini, donc le lemme clef de 4.8 nous assure

que la flèche d'oubli des supports

On a une flèche canonique de la première de ces suites spectrales dans

la seconde, on veut montrer que cette flèche est un isomorphisme sur

l'énoncé (0) et les parties (l) et (2) du théorè~~,



x,

est

centrées en

et ne soit pas dans lesz.
].

lisse par hypothèse. En un

il existe sE {l..... r} tel

sur
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les points (i) et (ii). Le point (i). la
r

(XnHn(Uz.})XAI. X
1=1 ].

des hypersurfacess

V de X, donc est
r

(XnHI'l (U Z.))XA
I

•
i=1 ~

c(X) =

soit dans

Il noUs reste à établir

S dL C #1 TTc(X).(l- l+dL)' (-1) •
X IC{ l ..... r} iEI

S I TT
r

1
= c(X} 'ï+dL'. Hd1.L

X ~=l
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Par hypothèse. x!1 Hn zp •••nzs est lisse de codimension s+1 dans

donc il existe des coordonnées locales (h,zlf ..... fzs'yl'~*·l'ym_s_l)

sur X centrées en X
o

telles que dans les coordonnées locales

S
(1+LlN+l

X r N-m
(l+dL).TT (l+d.Ll.TT (Ha.Ll

i=l ]. )=1 J
• N-m N+lS a 1 ····aN_m•L (I+L)

pN(1+dLl. TI (l+d.L).W (l+a.L)
i=l ]. j=1 J

et

r-s autres. OUitte à renuméroter les Zi' on peut supposer que

isomorphe à l'ouvert

lissité de Xl' est facile. En dehors de
A

d·où la conclusion.

(cf. SGA 7. XVIIl. donc

de multi degré (a1••••• a N_ml on a de plus

c(pN) \ = {l+L)N+l

TIm (l+a .. L) X W (Ha .Ll
j=l J j=l J

Dans le CaS particulier OÙ X est une intersection complète dans

ou encore

xIX!) H') (n Z.})
iEI ~

S c(X)
X
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nous avons besoin de l'hypothèse supplé-

Ic(

x(XI) HI) (n Z.)}
iEI ~

(_l)#IX(Xn ( n Z.»
IC{ ... ,r} iEI ~

- C (_1)#'1
IC{ 1, ... , d

l,olil

Pour le terme x(f-l(ii»

(cf. SGA 7. XVII). Alors

ou encore

Pour finir, on utilise les formules suivantes

S
diL

X(Xn (n Z.)} - c(X}. TT
iEI ~ X 1<:1 l+di L

N. M. KATZ

En résumé,

et

mentaire que H est transverse â X: en effet, cette hypothèse assure

que 'f-1 (iï) est lisse: 1-1
(0) est lisse (1- 1

(Ol = X n H)

1-1 0.) est lisse pour presque tout À E Al •

REMARQUE. Il semble probable que cette lissité générique des fibres de

1 résulte déjà des hypothèses que l'on a faites sans qu'on ait besoin

de supposer H transverse à X (comme c'était le cas dans 5.1.1 où

il n'y avait qu'un seul Zi)' mais je ne sais pas le prouver.

En tout cas, si on suppose H transverse à X 1 f-l(~)

pour tout À EA 1 tel que 1-1 (\) soit lisse. en particulier. conune

1-1 (0) = xn H est lisse. on a



B-ième

par le morphisme [B]:

--+ 1A.I , élévation à la

et soit

l'image réciproque de f: X --r 1:'1

qui prolonge le morphisme, [B] : Al

175

point ro t soit

puissance. Soit ~ = 1/Â l'uniformisante standard de ~1 centrée aU

(p(cr)-l li+1 = 0
v

Considérons la variété d'incidence

théorème de monodromie locale (cf. SGA 7, Exposé 1).

nescents pour ramener cette question à une question "locale en hautu
,.

Notre démonstration est calquée sur la démonst.ration t'géométrique" du

ANALYSE PRÉCISE DE SOMMES EXPONENTIELLES

PREUVE DE 5.4.2. Nous allons noUs servir de la méthode des cycles éva-

fortiori, §ont modérément ramifiés à l'infini.

pour tout .,-E 153 • La partie sauvage P1'il de 1", est un pro-p-groupe,

donc PU'",) C GL(vl est un sous-groupe fini de GL(vl. Comme PO?",)

est contenu dans les unipotents, P{P",l = (ly l ce qui n'est autre que

la seconde conClusion de 5.4.2.

COMMENTAIRES. Si p, 1", --+ GL(VI est la représentation locale corres

pondant au faisceau [B]'(Rif'~el ,V étant un ~e-espace yectoriel

de dimension finie, la première conclusion de 5.4.2 signifie que

ont une monodromie à l'infini unipotente d'exposant i+1, QQnQ, !

~

X 1
lA

, donc

est défini dans la variété lisse(xo')"ol, X 1
lA

d'une fonction de J./,....Jl,2

donc

)
; ito;"l

Le point (ii , la moderation à l'infini des R f.~e ' est un peu

plus délicat. Commençons par remarquer qu'il suffit de démontrer qu'il

existe un entier B), 1 tel que, si [B] désigne l'application

[B] Al _/Al

;1. _;l.B,

l'idéal maximal de l'anneau local (l; de XX/A1 en (xo')"ol, on a
s b. s b

i
h-Lg. TT lo/ '" h-)" .g(x l. TT lOi (mod.Jb

2
)

i=l 0 0 i=l

.A- b.
h-)".g. II z.~

i=l ~

où q est une fonction sur X inversible en Xo ~ Si Iton désigne par

N. M. KATZ
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de sorte que, près de

puissance

or

X i est défini par une équation du type
/A

X l'A
l par l'annulation

en (xo')"o)'

alors les faisceaUX, sur lAI ,

sont modérément ramifiés à l'infini. Le point (iil est donc

du résultat plus précis suivant ,

PROPOSITION 5.4.2. 2i B est un multiple du p.p.c.m. de

alors les faisceaux
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Compte-tenu de la suite spectrale I-équivariante
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générique ~ , où ~ est un point géométrique localisé en ~ et où

9' : y --+- S est un morphisme propre : soit A un anneau de torsion

première à la caractéristique résiduelle de S • On s'intéresse à

llaction de la monodromie l i.e. ll action du groupe de Galois

Comme le morphisme g: Y ---r S est propre et que S est strictement

1 = Gal(ii/~)

par transport de structure sur les groupes de cohomologie Hi(Yij,A).

Plus précisément on cherche un critère "local en haut H qui assure que

cette action sur Hi(y=,A) est unipotente d'exposant i+1, pour tout.,
degré i . Pour cela, on calcule les groupes Hi(y~,A), munis de

l'action de l, à l'aide de la suite spectrale de Leray pour le

mcrphisme

Cette suite spectrale s'écrit

est un isomorphisme pour tout faisceau étale 4 sur Y, de sorte que

l'on peut réécrire la suite spectrale de Leray ci-dessus sous la forme

hensélien. la flèche de restriction

Les faisceaux

sur Ys glappellent les faisceaux àe cycles évanescents pour le mor

phisme y ~ S à coefficients dans h ; ils sont munis alune action

canonique de l pour laquelle la suite spectrale ci-dessus est

I-équivariante.

l'action de

r b.
TI Zi(X) 1)
i=1

S = Spec(F [(~]])
q

s

~! au point 00 et soit
E'q

y = {(x, .. ) 1 ..S.ll(x) '"

le complété de

Soit ~ le point générique de S, ~ = Spec(Fq ( .. ») et soit ~ un

point géométrique localisé en ~ , ~ = Spec(F « .. »sep) où F « .. ))sepq q

est une clôture séparable de Fq{(U). On doit montrer que l'action de

l '" Gal(ii/~)

~_s_s

N. M. KATZ
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1'image réciproque de 1(e] , X[B] --.. pl par la flèche évidente

S -". pl qui envoie le point fermé s de S sur le point '" de 1I?1

la cohomologie €-adique, que, pour tout entier n} 1

sur la fibre du faisceau IBJ*(gi1.Qel au point géométrique ii de pl

est unipotente d'exposant i+1. Il résulte du théorème de changement

de base propre que cette action s'identifie à l'action par transport

istructure de Gal{ii/~) sur Il (Yii'~e)' Pour montrer la proposition,

- idoit donc montrer que l'action de Gal(~/') sur H (Yii,œel est unipo-

tente d1exposant i+l. OU, ce qui revient aU même vu la définition de

Ga1(ii/~) sur lli(Y~,~/en7) est unipotente d'exposant i+1. Pour le

faire, nous allons utiliser la méthode des cycles évanescents.

Interlude • la méthode des cycles évanescents.

Considérons une "situation de cycles évanescents"

où S est un trait strictement hensélien de point fermé s, de point



o

y est défini dans X X S par

s'écrit en coordonnées locales (zl' •••• Zt'~. autres coordonnées)

Si H ne slannule pas au point considéré, l'équation de y dans

Revenons à la situation de 5~452

r b.
uS .H(x) = TI z. (x) J.

i=1 J.

où u est une fonc~ion sur X, inversible au point considéré.

Comme les b
i

sont premiers à p, en particulier le b l qui

apparait ici est premier à p (on,a besoin que tous les b i soient

premiers à p, car on réordonne arbitrairement les Zi

Ilb l
(h'Zl'U 'Z2'···'Zt,autres)

et
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sous la forme

xxs

où u est une fonction sur X, inversible au point considéré.

s'écrit en coordonnées locales (h'Zl,~ •• ,Zt#U, autres coordonnées)

sous la forme

et

aveC t ~ 1

Si H s'annule au point considéré. l'équation de Y dans XXS

En un point fermé de Ys C XX{O} , on a "=0 donc certains des Zi

Si annulent. Quitte à réordonner les Zi 1 on peut supposer qu'au point

fermé considéré, on a

Itéquatian

Y(y) l'hensé

du morphisme

(q EN)

la fibre en ~

est triviale, i.e. que poursur R'l' A
n

en y et soit Y(y)~lisé strict de y

de sorte qu'il y a aU plus i+l gradués non nuls et que sur ces

1 à9it trivialementr ceci irnpliq~e bien que l'action de l sur

Hi(Y~.h) est unipotente d'exposant i+l

Pour prouver que l'action de la monodromie sur Hi(Y~.h) est uni

potente d'échelon i+l (Vi), il suffit donc de montrer que pour tout

pour prouver que l agit de façon unipotente sur le groupe (y~,A)

avec exposant i+l, ceci quel que soit le degré i. il suffit de

prouver que l agit trivialement sur les faisceaux Rq~~A : en effet,

si (1 E 1 agit trivialement sur tous les termes E~q de la suite spec

trale, l agit aussi trivialement sur tous les termes ~,q f Or

iH (Y~.h) est filtré avec comme gradués
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entier q, l'action de 1

composé

Or, ces fibres se calculent de la façon suivante ; soit

alors, on a un isomorphisme I-équivariant

tout point fermé y de Ys' 1 agit trivialement sur les fibres

pour tout entier q.

En résumé. pour montrer que l'action de 1 sur Hi{Y~.A) est

unipotente d'échelon i+l, il suffit de montrer que pour tout point

fermé y de Y et pour tout entier q ~ 0 , l'action naturelle de l

sur ~(y(y)~,A) est triviale.



i .. e .. que

E

z

!
Spec<l<[Cu.)))

Ker :: l

-------....., Z <-E-----', Zsz
~

ce morphisme se met dans un diagramme cartésienun morphisme

l i l
ii " Spec(K( (,,) )sep ) e:-,.. Spec(K[[~))) --" Spec(K)
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Il nous faut montrer que

Commençons par quelques remarques sur les cycles évanescents. Soit

K un corps quelconque et soit

on a la tour d'extensions

dont le noyau est un sous-groupe distingué ouvert de l, correspondant

à une extension galoisienne finie E de kIl!')} : si

~ = Spec(k«~)}sep) où k«~»s:p est une clôture séparable de k«~»

est un groupe fini. L'action de 1 sur ce groupe de cohomologie est

donc définie par un homomorphisme continu

REMARQUE. On ne suppose plus les hi premiers à p.

D~MONSTRATION DU LEMME. Fixons i et v. D'après un théorème de

Deligne (SGA~, [FinitUde), nous savons que
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1 Gal(~/~) agit trivialement sur les

sont des coordonnées locales dans un voisinage du point considéré de

N. M. KATZ

B n a·
l'.TI h. J

j=l J

soit

le point considéré étant l'origine des coordonnées.

La conclusion résulte du lemme plus général suivant (lemme qui

peut éventuellement servir à d'autres estimations de sommes trigonomé

triques) •

qui s'écrit suivant les cas, soit

y w Dans ces coordonnées! y est défini dans X x S par une équation

LEMME.~ k un corps séparablement clos, e un nombre premier

distinct de la caractéristique de k et m ~ n deux en~iers # 1

Dans l'espace affine sur k

avec coordonnées (hl.www.hn.zl/ •••• zm.u). on considère la variété V

définie par une équation

oÙ les ai sont des entiers ~ 0 , OÙ les bi sont des entiers ~ 1 et

où B est un entier ~ l dans l'idéal engendré par les al' .•• ,an et

~ bi/ ••• ,bm • Désignons par v(O) l'hensélisé strict de V grr

l'origine (0, ••• ,0) des coordonnées et par V(O)~ la fibre de VIOl

pour la projection de VIol ~ Spec(k[[l']) en un point géométrique

~ au-dessus du point générique ~. Spec(k«!'») ~ Spec(kC[I']}).

groupes de cohomologie

Alors le groupe d'inertie



",B. TI a. TI b i
l'Il h, J zi

j=l J i=l

B B n aj m b.
TI 1-

1'12
, .... t • TI h. zi

j=l ) i=l
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Or, par hypothèse, il existe des entiers cl# •• 'fcn/dl,~~.,dm tels que

n m
B = E cJ' 'a)' - E di .bij=l i=l

de sorte qu'un K[(,,11-isomorphisme ,l'Il ~ 1'12 ' préservant l'or;gine,

est donné par
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\ B nn ha,j
V = (hl.....h • Z , ... , z ,\Il \1 •! n l fi j=l J

Spec (l<([u.)J)

par les équations

par ces deux extensions de scalaires sont K(L~J)-isomorPhes par un

isomorphisme qui fixe l'origine (0: •..• 0). Explicitement, ces deux

K((~]J-schémas, que l'on notera l'Il et 1'1
2

' sont définis dans l'espace

affine

Les deux' K[(~J)-schémas déduits de

définis par

s' •

sont munis dlune action deZ's'

~Z'
s'

(cf. SGA 7, Exposé XIII). En parti-

-L"z'
!

au-dessus de Itaction évidente de son quotient

{Tl' = "Spectre du corps des fractions de l'anneau

faisceaux sur

ci-dessus est un diagramme de cycles éVanescents et On dispose des

faisceaux de cycles évanescents

z'

Dans notre situation. prenons K = kIt) où t est une indétermi-

où K«~llsep est une cl8ture séparable de K«~)l. Soit Ksep la

clôture séparable de K dans K«(~IJsep. après l'extension des sca

laires K --.Ksep , ce morphisme devient

N. M. KATZ
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et se met dans un diagramme cartésien

(où K' parcourt les extensions finies séparables de K contenues

dans Ksep) est un trait strictement hensélien, donc le diagramme

Or llanneau

sur z~ t = Zs ~K Ksep

Ksep@KK[(,,]J "1 • Ces

Gal(K«~JI5eP/K«~111

Gal (Ksep/Kl sur z~,

née~ Nous disposons de deux k-homomorphismes

= Z :8l Ksep
5 K

culier. si z' E Z~, (Ksep) est fixe par Gal (Ksep/KI; alors tout le

groupe Gal(K«U.))sepjK( .. ))) agit sur la fibre en z' des faisceaux

de cycles évanescents Ri'l''l' (lfj€ vzrl •



(9=1,2)

(9=1.2)

Gal (1« (u) )sep /I« (~)) --.. Aut(Hi ( (Wb) (o}il" 7ljt v 7 »
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Or, d'après un théorème de Deligne (SGA 4~, [Finitude)), la formation

des faisceaux de cycles éVanescents commute aux changements de traits.

Par suite~ pour e:z 1,.. 2 , si l'on choisit une inclusion

sont K[~~1)-isomorphes$ on a la conc\usion suivante: les deux repré-

Maintenant, si on se rappelle que les deux situations

1
Aut(If-( (wa.l (0}6,:rj~V:r»
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et un diagramme commutatif

ont même noyau, donc, si N est le noyau de la représentation

qui recouvre l'inclusion

par K«u») au-dessus de k«(u)}.

on a un isomorphisme

où la surjection entre les deux groupes de Galois est induite par le

couple d'inclusions «9l.(9)sep ) (c'est une surjection, Car chaque

extension finie séparable de k«u)} est totalement ramifiée, donc

reste un corps, extension finie séparable de K«(~), après tensorisation

sentations

(B: 1,2)

Soit T le trait, spectre de l'anneau de valuation discrète stricte~ent

184

t
Spec(k([u)))

N. M. KA.TZ

v

(1)

Choisissons maintenant une clôture séparable K«~»sep de

K«u» et soit Ksep la clôture séparable de K dans K«~»sep

on note 0 le point générique de T et Ô le point géométrique, loca

lisé en ô , défini par la clôture séparable K«u»sep • Pour chacune

hensélien

des deux flècbes

on dispose d'une situation'de cycle6 évanescents

donc de faisceaux de cycles évanescents

pour 9= 1,2 •

Ri,!"Ô (7j~V7,9) •

On va décrire l'action de Gal(K«u»sepjK«u») sur la fibre en

(0, ••. ,0) de ces faisceaux de cycles évanescents, i.e. la flèche

Pour cela; remarquons que ces deux situations de cycles éVanescents

proviennent par les deux changements de traits strictement henséliens

de la même situation de cycles évanescents



on a

o

i
u '" l:: ci .lI l1=e

c E k * • C~nsidérons alors l'équation
eet(\li}e)

dans 1< = k(t) • ce qui implique e = l et la conclusion.

-a.ce·t

et

e e ) - (~~d ~el+l)W1lb1{t) +~.t.ce '" 0 ..~ "

bi{tl EK = kIt)

i
b

l
lt).11'

1
+ E b,{tl.11'1

i=2 •
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lil7

donc, on a

dOnc

comme ~"o {mod lI~l et 11 2 '" 0 (mod 11' 1)' on a

où Ci E k

pement en série en 17' l de jJ. :

avec

l 'extension en question est totalement ramifiée deD'autre part, comme

degré e et que 1.1 est une uniformisante de K{(u», on a un dévelop-

même extension ~e K(~}), cette extension étant totalement ramifiéè,

donc nous avons un développement de ~2 en série en "1 :

oÙ x est une racine dans k{{~})sep de f{~,X) (on a

tel que

lae

si l'on voit ces deux corps comme extensions de K{{~)} contenues dans

K{(~})sep au moyen des couples d'inclusions {{l},(l}sep } ct

((21,{2)sep ) respectivement.

on a

N. M. KATZ

et par suite

En termes plus concrets t choisissons un polynôme d'Eisenstein dans

a1(I.1}, .... a
e

_1 (.. ) E u.kU~l]

ae{~) ~ ~.~ modulo ~2.k([~})

oÙ ",E k' et e '" [E: k«~))l). Nous avons alors

E lii)klll») ...,....-:"K{(u)) = K({~))["11
!l)

oÙ "1 = (l)sep{x) est racine dans K«~»)sep de f{u,X) vu comme

élément de Kt[~lJ[x) • et nOUS avons

Pour cela remarquons que u 1 et n 2 sont deux uniformisantes de la

Il nous reste à voir que e= 1 pour terminer la dêmonstration du lemme~

E ®k{(~» ---",Kllu» = K«U»[11'21
(2)

où W2 = (2)se
p

(x) est racine dans K«~)lsep du polynôme en X.

f{tl',X) E K( (~))[X) • On a établi jusqu'à présent que



etn-l

nousde

est pur de poids

Nous allons donner une nouvelle

8"-1
c

fi

>... TT Ti •
i=l

nest

(1.... , Il

1

caractère trivial

où
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n
1: ", .•-f!i

i=l ~

È

l(

k

'l'

"
et
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n
S(~,k,~,Y,X,F v)= ~ X (x)Y ( ~

q ~E~(F v) v - v i=l
q

YoTrF IF •
q" q

d 1 équation homogène

XOMp /P
q" q

Dans le cas particulier

dans

nous retrouvons les sommes de Kloosterman mul~iple$

d~monstration de ce résultat dans le CaS où l'entier n est prernder à

avec lesquelles nous avons commencé le cour$~ Comme nous l'avons déjà

dit, par un argument fort astucieux f Deligne a démontré que, pour la

dants sont nuls pour i ;J n-l , que le

somme de Kloosterman ci-dessus, les groupes de cohomologie correspon-

p ~ En compensation pour la restriction lin premier à pli,. qui est une

limitation intrinsèque de notre rnéthode l nous allons mettre en évidence

et exploiter une relation frappante ~ntre la somme de Kloosterman

ci-dessus et la famille à un paramètre À des hypersurfaces de degré n

que la dimension de ce

où

et, plus généralement l pour une extension finie F v
q

pouvons former la somme exponentielle définie par

du produit

la somme

G
m

d

p , un entier

('q-l étant une racine

et soit

1

li?
q

b.
x.l.
~

n
TI
i=l

F
q

de caractéristique

pour i = l, •.• , n l. Notons

de ces 50rrunes.

5.5.1. Fixons un corps fini

n ~ 1 et un n-uple

N. M. KATZ

5s5~ Application aux sommes de Kloosterman et à àiverses oénéralisations

S(b,k,~,Y,X,F ) =
- - q

d1entiers positifs
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Nous désignerons par G~ le sous-groupe algébrique de

par l'équation

un caractère additif non trivial de

un caractère quelconque du groupe fini

primitive (q-l)-ième de l'unité).

Etant donné un entier k ~ l et un n-uple d'éléments de F~

nous pouvons former la somme eXponentielle définie par

où xi est la coordonnée standard sUr le i-ième facteur

(~mln : G~ est un groupe algébrique commutatif défini sur

Soit



p •

u •H-torseur

le quotient V/G

w

w

U

U = V/G

librement sur V (Le. pour gE G ,

un groupe fini, soitH

P ,H -.. AutE(Ml •

Pour toute place • ~ E

soit E un corps de nombres, extension finie de ~f et soit M QU

E-vectoriel de dimension finie muni d'une action p gg H f

Soit d'autre part

existe (ce gui est

191

Px ' H -.... Aut~ (M'8IE EX}

~ 3
X
~ EX-faisceau lisse sur U obtenu à partir du H-torseur

W B2.I. ~'extension du groupe structural Il à 11 aide de Px '

ANALYSE PRECISE DB SOMMES EXPONENTIELLES

t- p • on désigne par Px la représentation X-adique correspondante.

d'ordre oremier à

on le note U: on note ~

nous allons nous servir plusieurs fois du théorème suivant qui contrôle

les caractéristiques d'Euler-Poincaré des rev~tements finis, ~talesJ

galoisiens d'ordre parmier à p (on siest déjà servi de ce théorème

dans la démonstration de 5.1.2 sous le nom de "formule d'Hurwitz
U

}.

Dans le cas des "coefficients constants" ce théorème est dû à Deligne....

Lustig~ Notre légère généralisation en découle facilement. La voici

9 l' id , 9

THÉoRÈME. Soit k

soit V BQ k-schéma séparé de type finir soit G un groupe fini

i t- n-l , que le H~-l est pur de poids

~-1 est d.kn- l • Comme dans le CaS
c

1) Q,l•••• et n-l, ceci indépendamment du choix du nombre

n-l et que la dimension de cc

dants sont nuls pour tout degré

S(~.k,~,Y,X;F v)
q

c
TI x~i=l
i=l :1.

x.EF*
1. q

quelle est la règle qui donne les valuations p-adiques des
n

d t b i llracines réciproques" correspondantes en fonction du n-uple
i"'l

k'" 1 , donc dans le cas de la somme

Il serait très intéressant d'essayer de se servir de cette relation

en cohomologie p-adique pour étudier les polygones de Newton associés

à nos sommes. Déjà dans le cas où X est le caractère trivial et où

encOre des It s ingle ...roonornial deformations" des hypersurfaces de Ferrnat~

dans le cas général s'appuie sur une relation entre nos sommes et une

famille convenable à un paramètre d'hypersurfac€sdans pn-l qui son~

particulier des sommes de Kloosterman, notre méthode de démonstration

S(b,k,"'.'l'.X;F l
- - q

Dans le cas général des sOmmes

N. M. KATZ
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n
nous allons prouver que, si les entiers blf~~.fbn f d = Z b i et k

i=l
sont tous premiers à p 1 alors les groupes de cohomologie correspon-

5 .. 5.2 .. Interlude :: IIfQ~Ules d'Hurwitz" ..

Dans notre étude des sommes

~ = (b1,···,bnl ? Dans le cas ~ = (1, ••• ,1l, Sperber a démontré que

les n racines réciproques ont pour valuations p-adiques (normalisées

premier p ~ n+2 • Que se passe-t-il pour ~ = (bl, ••• ,bnl en général?

Pour le moment, personne n'en sait rien t

ord(ql



ceci rend évident

~[G]-isomorphismesE , noUs avons des

nous avons les relations

de

du choix de la place

"

1:

i

est un entier indépendant

l'assertion (Il.

ANALYSE PRPCISE DE SOMMES EXPONENT1ELLES

est Un multiple de là représentation rég~lière de G ~ Comme le carac-

tère de notre représentation virtuelle est indépendant de À , ce

mUltiple l'est aussi, i.e. nous avons

pour toute place À de caractéristique e '" p , ce qui veut dire préci

sément que, pour une telle place ,,', la représentation virtuelle

et donc, en prenant la somme alternée de ces relations, nous avons,

193

Tr(g,H~(V,1T*3',\»

pour tout 9 E G ,

canoniques

Alors, pour toute place

Par suite, pour tout 9 E G

L'assertion (2) est un "general nonsense" (cf. Deligne-Lustig,

p. 120, proposition 3.5) et serait valable pour Un ~-faisceau cons

tructible J'À sur U quelconque.

A partir de (1) et (2), l'argument donné dans Deligne-Lustig

(cf. théorème 3.2) montre qUe, pour tout gEG, g;;lid • noUs avons bien

D'après Deligne-Lustig (cf. Ann. of Math. 103, 1 (1976) p. 119, propo

sition 3.3), pourvu que l'on suppo.se À de caractéristique e '" p ,

pour tout hE H et tout g E G fixés, la somme interne

Considérons alors les groupes de cohomologie

.-

Z=V~W,

N, M. KATZ
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E (_l)i ai(v,lT*J'À)
i c

gui est une ~-représentation virtuelle de G. A!2Lê

(1) pour toute place À de caractéristique résiduelle €;" p , le

caractère de la représentation virtuelle de G 1 donnée par

gui sont des EÀ-représentations de G, ainsi oue leur somme alternée

est à valeurs dans E, et ce caractère est indépendant du choix de À;

(2) pour toute place À de caractéristique résiduelle e '" p , le caraC

tère de cette représentation virtuelle est le caractère dlune représen

tation virtuelle donnée par une différence de ~E [G]-modules projectifs:
À

(3) pour toute place " de caractéristique résiduelle e;" p , l'entier

Xc (V,3',,) dfn ~ (_l)i dim
EÀ

(B~(U,3'À»

est indépendant de À et nous avons l!éqalité de représentations vir-

tuelles de G

i i *I (-1) Hc (V,1T 3',,) ~ xc(U,jÀ)·Reg(G)

où Reg(G) désigne la représentation régulière de G

PMW!>. Désignons par Z le G l( li-torseur au-dessus de U défini par



-1
X;." ,

G ~E'" 'E*
~ --,. \

par extension du groupe structural par

Ex-faisceau lisse de rang l ~ U obtenu à partir du

,
S(~,k,~,Y,X:F vI.

q

Pour un n-uplet d'entiers ~ l donné,

5.5.3. Retour aUX sommes

de la même égalité, mais en prenant maintenant les dimensions virtuelles

en prenant les dimensions virtuelles des deux côtés. La seconde découle
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. . "X\
Hl.(n "' ~ e l ~ Hl.

c
(V,11 :J,), ...., ."".. ~ "-

c " X"

le groupe ~ ne va être connexe que si les b i sont premiers entre

eux. Pour se ramener à ce cas, il sera commode d'introduire

des X,,-composantes isotypiques des deux côtés et en se servant des

isomorphismes

de l'égalité

PREtNE DE!] !JEUX COROLLAIRES. La première "formule d'Hurwitz" découle

canonique

Alors (pour mémoire) nous avons, pour tout entier i, un isomorphisme

et.l; le
Xx

G-torseur V

(où l'exposant Xx désigne la composante Xx -isotypi.gue). Par

conséquent, nous avons la formule

N.Reg(G)

Soit \ une place de E de caractéris-

l'égalité de représentations virtuelles ci-dessus, nOus obtenons la

N. M. KATZ

Si nous prenons la dimension des invariants àes deux côtés de

~ ( ) i i ( *_) (~ ) ()~ -1 He V,lT "À = Xc n,,,>. .Reg G
i
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e# p .. Compte-tenu des isomorphismes canoniques de Ex-vectoriels

i .. G..... i
Hc(V,lT d'À) .....- Hc(U,d'À)

avec un entier N indépendant de À •

formule

formule valable pour toute place À de caractéristique résiduelle

REMARQUE. En fait, il est connu que la relation entre représentations

virtuelles

on en déduit l'assertion (3).

est vraie pour un EÀ- fai sceaU constructible ,\ sur n quelconqueJ

~ étant une extension finie de ~~ . avec ~;ip , et 11 'V" n étant

un G-torseur avec G un groupe fini d'ordre premier à p . Ce r$sultat

un caractère linéaire de G

COROLLAIRE 1. Avec les hypothèses et lès fiotil,tions du théorème. ~

est lui-même un cas particulier d '·un théorème général de Deligne, exposé

par Illusie au séminaire E ..N.S~t 1978-79.

aVons la uformule d'H.urwitz"

COROLLAIRE 2. Avec les notations et les hypothèses du théorème, soit

tique résiduelle e;i p ; on note X\ le caractère



par lui-même,(G )n
m

(q-l-)-ième U
1

o !"q-l"

<----9~ (Gml
n

( ! "q-l"

n(G
m

) (Fql-toreeur sur lui-même. L'image réci-

G
b

C (Gm)n est le torseur

(iS )n(1E' 1
m q

(G )n(F )
m q

(CIl)n un
m

a~

X l--i"- ( ....X 1 .... )

Etant donné un caractère
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(~')

Considérons le "revêtement de Lang" du groupe

où E est un corpe qui contient ~(,,' 1)' nous pouvons toujours le
p q- •

prolonger en un caractère X du groupe (G jn(F )m q

proque de ce torseur sur

i .. e. l'endomorphisme "élévation à la puissance

qui fait de

et induit des décompositions en produit

définit une section de [~] t

1

( lG}n dm ' e sorte que G~ est le noyau du caractère

avec

Pour tout

et

[b] : (lG )n __ CG
- m m

Nous avons alors un diagramme cartésien

r

N. M. KATZ

196

(i 1, ••. ,n)

de sorte que

et

le caractère

du tore trivial

Si nous choisissons, de plus, des entier~ ,~ al/.~./a~ tels que

alors l'application



inverses de

o

Gb(F ) # pour tout caractère additif non
- q

et pour toute place ),. de E de caractéristique

nous avons les résultats suivants

H"-l(Gb®F ,..X ® <a(':'" II
c _ q .. '-'ft.

n-l ,

199

X et l respectivement, alors le cup~produit

( 2) l1QY.l;: i;i n-1 , 2!l.Jl

H~(G!:!~Fq• .l:XÀ <8> <,,,,(.1:,,,.. 1)

est pur de poids

est un isomorphisme ;

ANALYSE PRECISE DE SOMMES EXPONENTIELLES

La formule des traces de Lefschetz montre que pour toute place À

résiduelle

(31 la dimension de ce H~-l est a.k
n

-
1

,

(4} désignons par X ~ ~ les caractères

(1) pour tout entier i # l'application naturelle

trivial

THÉoRÈME 5~5~3.1. Avec les no~ations ci-dessus. supposons gue les entiers
n

bl'.~.tbn ' d = t b i ~ k sont tous premiers à p. Alors, pour
i=l

tout caractère X du groupe

n'est autre que

de caractéristique résiduelle e f p , notre somme exponentielle

nous disposons du El-faisceau lisse de rang 1 ~ ~rÀ 1 sur ~1 , d'ou

par image réciproque du EX-faisceau lisse de rang 1 • f~,~("y,l sur

et désignons, provisoirement~ par

G~ déduit du (Gmln(Fql-
. ......-1

extens~on du groupe structural par Xx

a =

parsur

"q_1JI
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($ ln(F) à valeurs dans E~
m '1 "

le ~-faisceàu lisse de rang 1 SUr

notons XÀ le caractère

Pour chaque place ),. de E de caractéristique résiduelle € f p ,

de

On vérifie facilement, à l'aide du théorème de densité de Cebotarev,

que le El,. -faisceau Lv sur G!? ne dépend pas du choix du prolongement
X),.

X du caractère X , nous pouvons donc noter ce faisceau ..
X),.

D1autre part,; étant donné un n-uplet

("1" "'''nl

d'éléments de F; et un entier k} 1 • nous désignons par

la fonction définie par

Etant donné le caractère additif non trivial



S(ètk/~tY/X;F v}. De plUSt
q

En effet, nous avons un isomorphisme
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G
b
0F.,:L il G 0F

- q ,q.,.r(F
q

) êo q

CE il'r(F
q

). xE G ll> iF • cet isomorphisme associe l' élémenl
!! q

oÙ(e, XI

i.e. au cas où r = l et ~ b

(à
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mentaire lot);; trivial".

HIC ~n(F 1 XC(G(q_ll!?0IFq'f~q_l)k.:o(J:'I'À)
m q

de sorte que l'énoncé (3bis) pour S«q-l)!?(q-llk,~.'I',trivial:1Fv)
q

X (0- 0 iF ,fix li? f~ ",(.1:'1' ))
c~!? q x ,_ À

S{~$k,~,W/e:F v)
q

où désigne le caractère trivial de ~(F). Notre deuxième réductior
- q

consiste à nous ramener au cas OÙ les Pi sont premiers entre eux,

équivaut à l'énoncé (3bisl pour S(!?,k,~,'I',X;1F v),
q

Il suffit donc de démontrer le théorème avec l'hypothèse supplé-

Considérons donc la situation de la somme exponentielle

G(q_1 )!?

Uq-l"l ~-l)k'~
1

G!2 f .-IA
k,,~

est commutatif), de sorte que l'é~oncé (1) pour S«q-1)ê·(q-llk,~,Y,

trivial;F v) implique l'énoncé (1) pour
q

on a l'égalité

et

isomorphismes canoniques

(le point étant que le diagramme

!ll~ •

G
b

est affine,

résultent de

est un prolongement quel--X

t - - }'yl" ...... '}'j, ......

de la clôture algébrique de

(G )n(F ) = G , nous avons donc desm q

n-1 , nous voyons que

G!?

G(q-l)J?

1"q-l" )
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v

o

(G - P * 0 n-l n-lX b 0 F ," 0 f k (.,~» = (-1) d.k
c q Xx •~ 'À

est un tore de dimension

:JÀ = f~.~(fi'l'À)

U=~ • Nous pouvons appliquer le théorème 5.5.2 ("de Hurwitz") à

G
êo

second sont

pour tOUtS conjugaison complexe y H Y

PREUVE. Comp~e-tenu de l'existence d'un isomorphisme

lisse, purement de dimension n-l; dès lors, (2) et (4)

(l) par l' argument habituel et (3) équivaut â l'énoncé ,

où

N. M.KATZ

Nous allons commencer par nous ramener à traiter une situation du

même type dans laquelle X est trivial. Pour cela considérons le

revêtement fini, étale galoisien

(3bis)

EÀ{l-n) r si lion désigne par

{yl' ...... 'yjf ...... } les valeurs propres de tlF u sur le premier de ces

E.\ -espaces vectoriels, alors les valeurs propres de "F't ~

cette situation, car le groupe

G = (<Ii )n(1F )m q

est d'ordre (q_l)n, donc d'ordre premier à p . Plus précisément nous

sur

conque du caractère X aU groupe

appliquons le corollaire 2 de 545.2 : si

et le faisceau



de T se

qu'est Itouvert

"dit

formé des éléments

0)

est donné en coordonnêes

Gb
3 (Z;X

l
; ... ,xnl

~d ( 1 l
'" 3 (Xl'" .,Xn )

T 3 lTl'·"'Tn )

11 l
n l

bi d d
GJ? 3 lTI T. ,Tl,· .. ;T )

i=1 J. n

comme sous-groupe diagonal), formé des classes modulo ~d

On voit facilement que l'homomorphisme 11

lC ... ,')

203

des éléments

Ker("d") = (11 )n;bJ.
d ct

et quet si H êst le groupe fini âtale d"ordre d
n

-
2

, sous-groupe de

homogènes par la formule

11

T~!)

où , parcourt ~d • Par conséquent. l'endomorphisme

factorise à travers cet homomorphisme

donc le noyau s'identifie aU sous-groupe ~d de G~

un homomorphisme de tores

ANALYSE PRÉCISE DE SOMMES EXPONENTIELLES

de

Considérons d'autre part le tore ~ de dimension n-l

n
l'n-l _ pn-ln (TI Ti

i=l

. h' nn-l). Nous avons(où (Tl; ••• ;T
n

) sont des coordonnees omogenes sur ~

des

sont

est Un tore de dimension

parcourant Il" (IF )r q

b. d
X . .l. = Z •

J.
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S(~,k,~,f,E;F v)
q

assertions (1) et (3bis) pour

N. M. KATZ

n
TI
i=l

aux

est l . Dans ce cas

à travers lequel l'applicationde

ka', - •e:

oÙ

devient l'application somme disjointe pour ,

applications

définie, dans des coordonnées homogènes

et

Nous trOUvons donc des isomorphismes de groupes de cohomologie

n-l • Nous allons "voir" ~ comme un ouvert dans l'hypersurface

équivalentes respectivement

ka'S(!.k.' - .~.f.E;F v),
q

on est donc ramené à montrer le théorème dans le CaS où X et

où le p.g.c.d des hi

sur ~n 1 par l'équation homogène

De façon évidente nous avonS

de sorte que les assertions (1) et (3hi5) pour



n dk.
~ "i Ti .

i-1
i = l, ...... ,n

1
l+dkL

b.
z.~
~

H

n
{1+dkL).TT (l+L)

i=1

S
(HL)n

pn-l {l+dkL)[l+Lln
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, =

f "'

He X , hypersurface de degré dk, d'équation

2
i
ex, hypersurface d'équation Ti- 0 , pour

b
i

bik et di;' 1 (i -1, ••• ,n) •

d'où la conclusion.

explicite suivante

_____....... 1\.1

ANALYSE PRÉCISE DE SOMMES EXPONENTIELLES

n'est autre que la fonction fk,2~~ . Par suite d'après le théorème, :

flèche d'oubli des supports est bien un isomorphisme et on a la forrnu'

n
V-X-Xn{U Zi)

i=1

n'est autre que T et la fonction sur V

Ltouvert

donc, ce qui nOus reste à démontrer est un caS particulier du théorème

5.4.1, cas où l'on prend (notations de 5.4.1)

X _ I?n- l

sous le groupe

F # nous trouvons une
q

1 ,

x ('[''''iF ,lT"f
k
" (.Lw)l

c q ,Of 'X

sJécrit en coordonnées homogènes

" _ "" H(F )
H ['l'@IF ,11 f

k
(.i:~ l) q

q ," '\
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f
k

011
':::

une structure de torseur sur'['donne à

Or la flèche compcsée

u =

qui vérifie

alors

,.

N. M. K.ATZ

situation

H • En particulier, après tensorisation par

à laquelle nOUS pouvons appliquer le corollaire 2 de 5.5.2. Nous avons

donc des isomorphismes canoniques

et

et la formule

Ceci nous ramène à démontrer que la flèche d'oubli des supports

H"(T@F ,If"f
k
* ~(.Lw ) _H*(I'@F,lT*f

k
·{.L,,,»)

c q ':: '\ q '::: 'X

est un isomorphisme et que
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English 8ummary

These notes are devoted to the theory of expon8ntial sums over finite

fields. The first chapter recalls some of the nl~ber-thecretic interest

Of such sums. The second chapter discusses the L-f'J.nctions attached to

such SUlllS, the uWeil conjecturesH for these L-functions aS established by

Deligne~ and the consequences fo~ the exponential SUffiS themselves. The

third cbapter is devoted to the cohomologiçal interpretation of e~onential

sums and of their associated L-1'unctions. Thes€' first three chapters are

largely of an expositorJ nature.

The main uev results are round in ehapters four and five. Chapter

four is devoted te theorems of unifornity "for almost ail p Il for the

cohomologieal structure of quite general exponential surnS. Chapter five

is devoted to a pr~cisB analysis of the cohomolQgical structure of certain

specifie classes of cxponential sUms .for whict: the associated algebrc-

geometric situation 18 espe<::ially attractive *
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