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PREFLCE

par Luc Illusie

Il s'agit &€'un cours consacré aux sommes exponentielles provenant
des variétés sur les corps finis. On sait que la formule des traces en
cohomologie 8-adique et les résultats fondamentaux de Deligne sur

. les conjectures de Weil fournissent un outil puissant pour 1'étude de

ces somuies. Dans (SGA 4 %), Deligne a exposé le principe de 1la méthode
et donné plusieurs applications {sommeg de Gauss et de Jacobi, sommes

de Kloosterman généralisées). L'objet de.ce cours est double : d'une
part, introduire & ces ﬁeahnique; le lecteur néophyte, &'autre park,

en donner de nouvelles applications.

Celles—ci sont de deux types, assez différents. Un premier ensemble
de résultazts concerne des sommes exponentielless trés générales, dans la
situation suivante. On considére un schéwa V de type fini sar Z et

un morphisme £ de YV dans la droite affine g% . Pouxr chague nombre

premier p ., on peut former la sommie exponentielle

"y
s,0) = T exp(Eomr, oof(x) .
*x6VIF ) P n’ " p

¥t
b2l
D'aprés Deligne, le nombre réel
wi{p} = 1im sup |8 (p}llfn
nw e n
est un entier naturel. Katz donne, en ktermes de £ , des bornes expli-
cites pour wi{p) : il montre notadment gue, si la fibre générigue de f
est de dimension { ¥ ou géonétriquement irréductible de dimension N,
alors on a wip){2N¥ pour tout nombre premier p assez grand. Sous
ces hypothéses, ¢'est d'ailleurs la meilleure majoration possible,
comme on le wolt alsément. Katz &tablit en fait un résultat plus précis

{cf. 2.3.1), & savoir qu'il existe uhe constante &Y 0 , ne dépendant

5




X. ILLUSIE

n et tout nonbre premier p assez

gue de f . telle gque, pour tout

grand, on alt
s, (e)1 ¢ 2™

Il s'agit 1a d'une percée intéressante dans des questions que Deligne

n'avait pas abordées dans (SGA 4%)}. Le second ensemble de yésultats
est constitud par des majorations de sommes gxponentielles assocides &

certaines situations géométriques de caractéristique p fixée vérifiant

dfassez fortes conditions de régunlarité. On considére par exemple, sur

un corps fini Fq de caractéristique p . une variété projective lisse
X ., ghométriquement connexe, de dimension m , plongée dans un espace
projectif @N}Fq , et la variété affine V , complément dans X d’'une

section lisse L par un hyperplan d'équation s=0 ; on congidére sur
v 1la fonction £ définie par h/gd , ot h est un polyndime homogéne
de degré 4G premier & p tel gue 1’hypersurface d'équation h=0
Katz montre gu'alors les sommes exponentielles
5 = E

o
xXEVIFP n}
o

coit transverse & L ;
20 i
exp(wgw TrF JF £{x)}
g P

admettent la majoraticn
Is | € ati@™ .

ot A est un entier calculable explicitement 3 l'aide des classes de

Chern de X et de la classe de L f{cf. 5.1.1). Ce résultat contient
comme cas particulier la majoration établie par Deligne & la £in de
son article "La conjecture de Weil I* {Pub. Math. IHES n® 48}, et
d'antres obt&nuaslantérienrement par Katz et exposées par Laumon dans
le Séminaire Douady-Verdier 1978-79 (& paxaitre}. Dans la situation
envisagée, la majoration des Sﬁ indiguée ci-dessus est la meilleure
possible. Certaines variantes et généralisations sont traitées & la
fin du cours.

ces deux types de théorémes sont démontrés par vole c&hcmolcgiqne}
suivant la méthode exposés par Deligne dans {SGA 4%). Dans 1'application

)

PREFACE

tte méthode, Katz exploite une idée géombtrigue trés simple, mais
: gtile, qui consiste & analyser les groupes de cohomologie de V
fon doit étudier 4 1'aide de la suite spectrale de Leray du mor—
'Q de V¥ dans la droite affine défini par la fonction £ sur V
1eidérée. il est probable que cette idée est appelée & servir dans
tres situations.

fuelgques mots maintenant sur 1'organisation du cours. Les résul-
$ que je viens de résumer bridvement cccupent les deux derniers
pitres. Les trois premiers constituent une introduction an forma~
e cohomclogique qui est au coeur du sujet. Le chapitre 1, consacysd
entiellement & 1'étude de quelgues exemples classiques (sommes de
86, sommes de Kloosterman simffles ou multiples, sommes de résidus
ﬁratiques}, dégage 3 ce propos les problémes fondamentaux de la
:orie. Au chapitre 2, on définit les fonctions .1, assocides AUX
Burives exponentielles et 1'on résume leurs principales propriétés. Le
ipitre 3 contient une introduction & la théorie du groupe fondamental
& les variétés algébriques et au formalisme de la echomologie

*adique, et développe 1'interprétation cohomologique des fonections I,
éfinies au chapitre 2.

La rédaction de Laumon suit de prds les exXposés oraux de Katz et

L rend assez bien, je pense, le caractére vivant et spontané. De
orbreux exemples, exercices {en général résolus), et problémes ocuverts
mrichissent ce texte, qui devrait intéresser un large public d'arithmé-

N " ]
iciens et géomdtres algébristes de divers niveaux ot horizons
%




1 - INTRODUCTION

1.0. Ung motivation générale.

BEtant donné un polyndme fEXl....,Xn)E z{xl.,..,xni , un probléme

endamental de la théorie des nombres est de "décorire” 1'ensemble

A= (XyreeenX)) e E(X) = o}

s solutions entidres de 1'é&quation £=0 . D'abord, on se demande si
vt ensemble est finl ou infini., S$'il est infini, on peut essayer de
eyire des “générateurs® dans un sens convenable (e.g., dans le style
fe Mordell-Weil pour les courbes elliptiques, ou de Manin pour les
rfaces cubigues), on peut essayer de comprendre combien de solutions
Yy a dont la‘grandeur"est £ h , en fonction de h , etc. S$'il n'y a
‘un nombre fini de solutions, on peut se demander combien, et comment

rner leurs grandsurs.

Avec ce méme £ , on peut, pour chagque entier N , poser les mémes

astions pour 1'éguation
f(xl,...,xh) = N .

5i le nombre de solutions est Fini pour tout ¥ , on peut demander
“formule, soit exacte, soit asymptotigue, pour le nombre de sclution

fonction de ¥ . Par exemple, =i n est pajr, n=2k , ces questions
_ L2 2
£(X) = X] +...4 e

s aménent, avec Jacobi, Glaishdr, H.J.5. Smith, Ramamijan et Siegel,
a théorie des fonctions thdty et des formes modulaires.

De méme, si nous considérons

£{X} = Xﬁ +.. .t xﬁ
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pous retrouvons le probléme de Waring, résolu par Hilbert : Hilbert

a montré gque, pour toutuem-:ier: ‘ k»l , il existe un entier G= Gk}

tel gue l'éguation

ol Eouations dans Jes corps £inis et sommes trigonométridques.
7 B

Soit f un polynBme 3 n variables & coefficients dans % .

otera N{pd.f} le nombre de solutions (xl,...,xn}é (& d)n de

ait une solution en entiers non-négatifs pour tout entier KN suffi- o

gamment grand. L'étude de G(k] = conduit Havdy et Littlawood 3 gation

développer leur céidbre "méthode du cercle”.
De fagon un peu plus générale, considérons 1'équation

k

i

f(xlg..,,xn) =0 3

généralement, pour tout t&F a * ©on notera N{pd.f:t) le nombre
B

golutions (xl,...,xnie (& d)n de l'équation

P

n
z isN

i=1
ot les exposants k; sont des entiers # 1 , pas forcément égaux. Soit
P unpe progression arithmétigque. D’aprés une conjecture “standard” mais
’ f(xl.a..,xn} = .
pour le moment inaccessible, 1'éguation
Le premier renseignement que l'on a sury les nombres ﬁ{pé,f) et

d,f;t) est L'estimation triviale

doit aveir une sclution en entiers non-négatifs pour tout entier N N{pd,f) § Dén

suffisamment grand dans P si et sxulament si les deux conditions a dn
wB(p™,f:t) { p

suivantes sont satisfaltes :

1 )1

dlable pour tous p , d et t . Dans ¢e cours on va chercher & amé-
1) on a

13
i=

1 oter trés nettement cette estimation. Plus précisément, on va Chex-
2) il n'y a pas d'opstruction de type congruence, dans le sens que, cher 4 répondre sux questions suivantes.

pour tout entier NEP et pour tout entier M¥2 , la congruence
= 1.1.1. Comment varie WN(p:f}) en fonction de p ? A-t-on une estimation

k,
. ,
I x;* ® N modulo M on triviale (i.e. avee ¢'{n) du type

admet une solution entildre. H{p.£} £ C.pc‘

R . . :
{Cette conjecture est compatible, par exemple, avec ce gu'on sait sur valable pour tout nombre premier b ou pour presgue tout nombre pre-

A

» - 2 ~ € » # e 2
lessommes de carrés : on sait en 2ffet que tout entier gqui n'est pas mier p (C et €' ne dépendant que de f)} ? Ce probléme est 1ié 3

de la forme 4°.{8b+7) s'écrit comme somme de trois carrés, et que 1'dtude des fonctions zfta de Hasse—Weil.
tout entier s'écorit comme somme de guatre carrés}).
Pour se "préparer” pour ces questions difficiles, on commencera

par examiner des questions plus faciles.

1
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1.1.2. Si l'on fixe le nombre premier p comment varie N(pa,f) an

fonetion Ge d 7 Ce probleéme est 1ié& & 1'étude des fonctions z8ta des
variétés sur les corps Finis.

1.1.3. On fixe toujours p et on considére la transformée de Fourier

g ¢
P
a®» 8lp, f:al)
de 1a fonction
F = C
P

£ " Nip,frt) -

Oon a
2Miat Qiriaf(xl, . ..,xn)
® B
S{p,f;a} = I HNip.fitle - b c e
€ Byreer ey E‘p

P

done lez S(p,fra) sont des sommes exponentielles. On cherche alors

d‘une part des majorations de Ces sommes exponentiellies quand p est
fixé d'autre part on cherche & connaitre la distribution de ces sommes
quand p varie (a€¥ étant fixé ou non}. Pour p £ixé, 1'étude des

sommes exponentielles .
g
.....ii.‘.a.‘mfg /F {f[xl,...,xnﬂ
& p
s(pﬁ,f:a) = z [ P
xl,...,xn’fﬁ a
P

quand d varie est relié i 1'4tude Ges fonctions L des variétés sur
les corps finis. D'aprés Hasse, Weil et Deligne, on a beauccup de ren-
seignements sur ces fonctions L .

Ces guestions s'étendent naturellement A la situation suivante :
soit V un schéma de type fini sur ¥ et soit f£:V > &é, une fonc-
tion sur V . Pour tout nombre premier p , tout entisr 4%l et touk

tLép g * ©n pose
P

INTRODUCTION

nipd £r8) = # {x€vir ) IE(x) =t}
P

pour tout a€F_ on considére les sommes trigonométriques
| i AMiag, (£0x))
P E é/ﬁ‘

P

S(Pdrf:'a) = ¢ ? ) =]
XSV(E
Pﬁ

pour tout ari).

+2. Exemple : sommes de Kloosterman & ume variable.

¥
EFINITION 1.Z.1. Pour tout nombye premier p et tout af¥% , premier

§_ P+ On_pose
PR YR
Kicos(pial = £ _e P o
E *

XKF,
P

Une telle somme est dite de Kloosterman.

CREMARQUE 1.2.2 {i} Kloosi{p;a} est réelle {changer x en -x),

(ii) |Kloos(pra}l {p-1 (majoration triviale)

PPN ; N i
{ii1} Kloos(pra)#0 (si Cp*—teg i/p , Kloos{psa) est un entier du
corps cyclotomique Q({Ip) et 31 P egt 1l'unigue idéal premier de

ﬁ(‘Sp) qui divise {p)., on & Kloos(pra) = p-1 T -1 (mod ¥}).

+ + :
THEOREME 1.2.3. Pour tout a , a#0 {mod p}, il existe un entier algé-
brigue aaé € tel ogue

Kloos{pra) = o_+3
a a

et -gue
fe,l =Vp
v
pour toute H archimédienne. On a dong ls mejoration

IKloosipra)l { 2Vp .

On avait d'abord obtenu des majorations en p3/4 : 92/3 reeas

puis, en 1934, Hasse a wontré 1'équivalence de ce théordme et de
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i‘hypothése de Riemann pour 1z courbe &'équation

=
0, QL.
By XX

sur F_ . Enfin, Weil a atmontré 1'hypothése de Riemann pour les
P

courbes.

Os théoréme nous conduit & la guestion suivante : puisqgue

-1 ¢ Klogség:al {1

R
il existe un angle unique ap.aé [0,#8] tel que

Kloos{pral _ ]
____i.ﬁp_-- ooal p'a}
48

ient 9 vec 7
{alors =_= Vp.e Pr8) ; comment varient les angles Y, . @ P
‘Cette question est trop difficile, cependant on peut se demander

coment les 8 sont distribuds dans To,7].
P

RAPPELS 1.2.4. Si X est un espace compact et si ¥ est une mesure’
positive sur X , de masse totale 1 , une suite (xn) de points de X
est dite dquidistribuée pour » si, pour toute £EC(x;e)  (fonotion -
continue sur X & valeurs complexes), on a

vim ME Ex ) -{ ta
£1.2.4.1} e & 1 n X
REMARQUES 1.2.4.2 {i} il suffit de vérifier (1.2.4.1) pour une partie
dense de C(X:C) pour la topologie de la convergence uniforme ;
(i1} pour une suite (xn} donnde, si u existe, » est unigue ;
(iii} A'aprds Polya-Szegl et Serre, la suite (xh) , ol x, = log n

{mod 1}, n'est squidistribuée pour aucuneg mesure dans {0,1}.

P a_suite « X t
CONJECTURE 1.2.5. Pour tout af€ %, la suit (@ §§EP& .98 P es

p-a
1'ensenble des nombres vremiers cui ne divisent pas 2 est_éguidig-
2 .2
tribuée dans [0,7] pour la mesure de Satoxlate, v = 7 sin 8.a9 .
COMMENTAIRES. Comme las polyndmes trigonométriques sont denses dans
— P23
cilo,7};e) , 1) suffit de vérifier (1.2.4.1) pour €£(8) = cos" ¢ ,

14
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ve soit n€H , c'est-d-dire de vérifier que, pour tout n€ ,

Vi
1 Kloos{p:al,n 2 n L2
lim z (-———TL‘) = = S cos B.sin”8.48
Nﬁmﬂ‘aims pEPa 2¥p T o
péy
a(N} =# {pé& Paﬁpébﬂ‘ . Mais méme des conséguences faibles de

asgertion sont loin d'&tre démontrees.

=3

Par exemple, comme sin29 est symétrique par rapport & =z
sonjecture a pour consédquence que, asymptotiquement., il ¥y a autant

€p_ tels que Kloos(p:a) Y0 que de pé€ P, tels gque

os{pia} {0 (on rappelle que Kloos{pra)€ g-{0}).

STION (3.2.5.1) {p€ l?aimcos(p;a) >0l a—t-il une densité ? Si oud,

e densitéd est-elle & 2

UESTION (1.2.5,2) On peut se demander s ‘il existe une mesure sur

pour laguelle la suite (0_ )

b, a pﬁpa est équidistribuée.

ESTION {1.2.5.3} $i on est trés optimiste, on peut conszidérer le

juit eulérien
1 1

-5 1-25 = Tr - -
peP& 1-Kinos{pralp —+p pGPa (1~wp‘ap 3(1~ﬂp

On sait gu'il converge dans un demi-plan. On voudrait gue ce pro-

. -s .
,aP }

t eulérien soit la transformée de Mellin d'une forme modulaire
on~holomorphe" de poids 2 sur SLz(ﬁj ou peut~8tre sur un sous-—

oupe de congruence de niveau une puissance de 2 .

Si 1'on savait comment aborder cette guestion, on pourrait avoir

8 renseignements sur le produit sulérien

1
pg Zig
2 e B p®

Ur lequel on ne sait pas grand-chose.

Comment peut-on espérer aborder ces guestions 7

18
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} 2=z aF0ur.
13 i S Y
1.3. Somues de Xlopstermal multiples gt éguidistribution Jes sonmes ¢

de Bauss.

.V . -
ptenant si  Xye%g ¢ E‘P ¢ sont deux caractéres multiplica-

- définit la somme de Jacobi

* + v a
i t tout a€F_ on aéfinit .
Pour tout entier n ¥2 e ¥ J(lexz) = €S x1€x}x2{1—x} .
27 *EF,
s e-—g—(xl*l",.."*xn}
xlu...xrfa

K:Loosn(p:a) = 3.2.4. 51 X4%X, nlest pas trivial alors

* = JX, X
et on appelle ces sommes trigonométriques, 1es sommes de Kioosterman X1¥%g t 1t 2}X1X2

maltiples. Deligne a démontré (B8GA 4%} (cf. aussi 2.4.4) = o egt le oroduit de convelution défini par

TH}%)ORI‘:ME 1.3.1. Leg sompmes de Kloosterman multiples admettent la

majoration

Koaxo{xy = L ¥ {ulx,{x-ul).
1772 uéE 1 2

et RE 1.3.2.5. 8i L n'est pas trivial alors pour tout carac-

]Kloasn(p:aH { n.p 2

5

*
pour tout entier n¥2 et tout afE - g(¥,x )} egl¥ox,) = TMxyaxy)g(¥ex Xy) «

comme on 1'a @833 vu. le cas n=2 avait 4éja eté prouwve par a résulte simplement du fait gue

Hasse et Wedl. — & A
x1*x2 = xl.xz .

e Py e e vt e o

1.3.2. Ra s sur les sommes e Gauss et _de Jacobi.

; N : . 4 5 03.2.6. 81 Y est un caract®re additif non trivi t gi
Soit X5 @; -+ g:* un caractere multiplicatif prolonge a FP paxr inl et si X

(0) =0 . Pour tout caractére AGaitif ¥ : 6~ ¢ . on définit la aractére multiplicatif pon frivial, alors

somme de Gauss lgtv, ) = Vp -

{1.3.2.1) g(¥,x)y = E Yi{x)n{x} . ! : En effet
. . <&@ ‘

b

) ] g{¥,x).g(7.x} = E ¥Y{x-y)x(x,
Alors la transformée de Fourier xrifé?; vI )

% Hom(ﬁ‘p.c*) - g sionposs u=x/y ., ona

12 _
de X coingide avec la fonction lalY, )% = ué:wa(g; yezg; ¥{y(u=1))

¥ glY.x)

. -1 i 1
E ¥iytu-1)) = { g
¥eF

1Y)y = g1} .

p~l si u=1

pour tout caractére additif ¥ , done par inversion de Pourier, oR a
3

1%
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donc

lg(t, 012 =p- 2, xlu) =p .
uEE’p

1.3.3. Pquidistribution des scmites de Gauss.

Pour tout nombre premier P oo Fixons un caractére additif non
trivial ‘it'? et considérons

g(Y_(x} L
{-—E—“—- | % ecaractére multiplicatif non terlal} .

Pour chague p€P , on dispose ainsi de p-2 points sur le cercle

wnité, i.e. p~2 angles.

THEOREME 1.3.3.1. Quand p tend vers 1rinfini, ges p-? angles

deviennent édguidistribués sur le cercle unité pour la mesurg de Haar.

, iz . R 1
Plus précisement, poOUr route fonction continug £:87 * €, on g

W - g{¥_,%)
R A
0 e PO AL Ve
pép :

oil_la somme est étendue aux caractéres maultipliicatifs non triviaux de
*
|
P

PREUVE. Il suffit de montrer gue pour tout n€®, on a 1'égalité

27 g{¥_.x} n
{1.3.3.2) 5’,; i 46 = 1im s of B
o e P81 p

pEF
puisque les polyndmes en 2 sont denses dans C(Slrﬂl).

pour n=0 , {1.3.3.2) est triviale.
Pour n Yyl , on doit vérifier gue

1 £ nl .,
——73 gl{¥,x}}y | = ©
(pwz}pn Ex#l ]

guand p ™ ® . Or on a le lemme suivant

LEMME 1.3.3.3. Pour tout p&€P et tout n€® ona

£ (g™ = (- + (p-1)KE_(p)
o 9% P alP

18

KBH{P) =

En effet, on a

¥, L.
{g{ e X}

), Comme

1.3.1}, donc

P

klr tout % non trivial
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Kyssen ,anvs*p
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Z

*
LR .,anE‘F

2 L3
. X(Xl .‘..xn) = {

g{¥_,x) n
(B F =

¥ +...
p{xi ).

K.ovesoeX =1
3

Y(th . &xn} ,x(xl. P ..xn}

¢ si x10.~.0}§n;{1

p-1 si Kyovarax =1

bX Y (x e letw ) = I B e o
KyreeoiX gg* P10 " (xE[«‘* Yi{x})}" = {-1)
n P P
gagné.
Maintenant, pour tout n¥l , on a
-1

g

Ixe_pr| € nop ?

1 n+l
(T {q¥ 0 = L21) + {p-1)Ke{p)
'—'““‘*7"{ 2)p" 5 e g{ b *113 =75 <

{p—2}p

bd bie infini
: nvers 0O quand p tend vers L'infini. Pour n{ -1, on a

¥, x).gl¥ ,x) = 2.
g0 .gl¥ 0 ch‘fp,mé =p

Vp

on est ramené ainsi au cas

n¥l .
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N. M. EATZ

1.4. application de 1'hypothése de Riemann pour les courbes & un pro-

bléme de distribution de résidus gusdratigues.

1.4.1. Soit F un polyndme & une variable, & cocfficients dans & .

Pour tout nombre premier p . P#2 , on s'intéresse 4 la somme trigo-

nométrigue
stp.s) = = (2L
xE€F
P
o (g} est le caractdre de Legendre, i.e. 1'unigue caractére multi-

¥
plicatif non trivial de degré 2 de F_ .

£€ zlx]

et pfP ., p¥2 , tel gue 1a réduction modulo p de £

THEOREME 1.4.1.1. Supposons unitaire, sans facteur multiple

dans elx}

solt sans facteur multiple dans E‘?EX] , alors

lstp, £} { (gegif)-1}p .

PREUVE. On &

5 £{x}

S{p.f} = -p+ (1-1-(“;“)3

xEF

et, pour tout xEE‘p .

1+ t%ﬁi = 4 {yEFpiyzaf(x}}

donc, si U est la courbe affine, définie sur Fp , d'équation

yz = £{x)

Sip. £} = # U(%‘p) -p “.

Par hypothdse U est géométriguement irréductible et non singu~
lidre : soit € le modéle non singulier de U , c'est une courbe pro-
jective, non singuliére et connexe, définie sur Fp et U est un
ouvert dense de C .

Le morphisme

INTRODUCTION

4] ‘)Al

(X:y) R ox

U un revétement de a2l ae degré 2 , ramifié en d points

acines de F£). Ce worphisme se prolonge en un morphisme

c Logt

1

iait de C un revétement de P~ de degré 2 , ramifié en 4 ou

ints suivant que 7 est non ramifié ou ramifié au-dessus du

Iy

& I'infini de Al . Comme p #2ﬂ ', la ramification de ce revéte-

st modérée et la formule d'Hurwitz donne le genre g de C :

H

2g-2 = 2.{~-2}) + T _ (e _~1)
xEPl b1

: ex*—”2 ou 1 suivant que = est ramifié ou non dans € . Par

2g=d-2+e,~1 ;

particulier 4 et e,~1 sont de mime parité, donc

{ 1 si

2 si 4

ast pair

est impair

1 Oou2 si 4 est pair
#7 @) = {
1 $i & est impair
a-2 si & est pair
2g = {

-1 si @& est impair

intenant, 1'hypothése de Riemann pour les courbes donne la majoration

I+ c(E,) - tp+r1) ! £ 24fp .

O ou?2 si 4 pair

#C(E) - # U(F,) = {

1 si 4 impair
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w(l point) = < .
2
it .
par suite hague nombre premier p'ﬁ r , on a p-r sous-suites de
fa~2)¥p+1 si & pair
#owgpl <
a~1} si 4 impair
( ® pa {(1:2,....p~1)
d'otl la conclusion. R )
jec r entiers consécutifs :
REMARQUE. S'il vy a des facteurs multiples dans £ , on obtient en fait (1.2 )
P PIR o

une majoration encore meilleure, mais on ne se servira pas de ce (2.3 r+1}
P AL R 4

résultat.

ceann

1.4.2. Distribution des résidus quadratioues (d'aprés Davenport (1931) {p-r,p=r+l, ... p=1)}

et Hopf). Fixons un entier r %2 ur un nombre premier b 13 s .
} + PO B p/ix. o n appligue {;) 4 chacune de ces sous-suites on obtient p-r

cherche dans la suite : L
de X distincts ou non,

B s X , L . .
(2,2 i) ON. Pour p = 4o , est-ce due les p-r points ainsi puises dans

des sous-suites ennent égquidistribués pour la mesure de Haar sur X ?

(atl,at2, ..., atr) 31- on note h{p:(si,...,ﬁr}) le nombre des sous~sultes

\ cueentz) ot 0{adp-r qui s'envoient sur (el""'er) €¥X , on
{ot 0€afp-r-1) de r entiers conséoutifs qui scient tous des rési-
. . ) ¢ cdono gue
dus guadratiques modulo p . Existe~t-il de telles suites ? )
Nipr (5., ...,er)

Plus généralement, soit 1m me——t X oL
7 4w p-z oF
pGP

VoG e ) E({2HT

ur- tout.  (£,...,6.) €X fiwé. Le résultat précis, al & Davenport et

1
existe-t-il des suites 1, est le suivant
LR a i

{a+l,....,a+tr}

OREME 1.4.2.1. Spit r ¥2 un entier fiwd, soit (elf.”,FrBeX

{ot o{afp-r-1) tellss que Pixé. alors pour tout p€P , p’r, ona

+ ; , -
(B =6y l=l.om . lN(p:(il,-.-,ﬁr))—z%,l { %h{x-fz}(r-l)\f{; .
On va poser ce probléme en terme d'édguidistribution des suites YREUVE. On a )

(61,...&:} pour lesquelles il existe 2€{0,1,...,p~r-1} tel gue

14«81(9%?-3 = { *
+i < i
(a"____p i = £y {(Yisl,...,1} ¢ sinon
dans 1l'espace = {21}¥ de toutes les suites {Sl..*.,ﬁr}. Pour cela
considérons la mesure de Haar « sur X , de sorte gque
22 23
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1 pmxr-1 x

+i
; =TT (aee 320
N(P:(El;‘-aisr)) 21. as0 w1
donc
p-l £
K(Pi(e ﬁ**'?er)) = ‘“}; z ﬁ £1+€ (L}I
i 2 a=0 i=1
-1 r :
-r BoaT (146, a;“;; .
2% a=p-r i=1
On a, pour le second terme, 1'estimation sulvante
p-1 T p-1 Pl "
LT T aeedEy (5 E 2T =3
2 a=p-r i=l 2t a=p-r

car, pour y-r&a{pml , un des facteurs

a+i
i*ﬁi( 5 }

vaut 1 {celui pour lequel ati=p)

Quant au premier terme, il peut encore g'écrire

(Tg {a+s) :]

Lz z T e>n§.§~w~—- )

2% afF Elqm@ﬂ:{l,.,-.r} (seg s P
P s#p

Pour tout sS{i,....r} , 8¥¢ . scit
£5(%) = TT (xes) € & x]
s&8

alors on peut appliquer 1.4.1.1 & fs ;, de sorte que

T (a+s)
b (sﬁs 3 ) { #s-1p

ér
ap

donc on a, pour le premier terime, l'estimation suivante :

.g,}, b

U (1+¢, ("“‘)) - .
2% S {1, eueeX)
g

2 aiiu

(# s-13p

kY
= 1) § 2 (1% = (x-1)(27-1)
s={1,....x} k=1
578

d'ol le théoréme.

et les autres sont majorés par 2.

INTRODUCTION
LEAIRE 1.4.2.2. Quand p ™ =,
N(ps{e racar® })
E SR A TN SRRPTIF
p~r PeT ST Vp
1im N{Ptleg-..ggr}) - ‘}—
o p-r 5T
pEP

(51,....61_,)6:( .

A QUE. Clest 1'idée des "moments" de Davenport, oubliée aprds Weil,

Yeprise par Deligne.

Bonnes estimations des sommes exponentielles.

. La définition générale des sommes trigonomdtriques gui englobe
les exemples déj3d traités est la suivantas : scit V  un schéma de

yog fini sur 7 . soit G

un groupe nalgébrigque commutatif sur #

& la pratique & . 8 et soit

P B X8 ,...)
a’ m

£f: VG

F-morphisme. Pour tout nombre premier p , £ induit une application

£ . V{E’p) - G(Fp}

plus généralement, pour tout entier n¥1l , une application

£ : ViF r}*@{tﬁ- n} .
P

r tout u€ G(F n) , on note
P

np™ £ru) = # (x€v(F i) =ul .
¥ P
Alors la transformée de Fourier de la fonction

IR
p
u v H{p", £ru)

ant la fonction
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T

G6{F 3T
183

e

p ™ s(p", £:p)

ol
s{p", Ep) = T plu).N(p®, fsu) = E pLELx)Y .
WEG{EF n} xEV(F ni
P e
EXEMPLES (i) 81 Gza“:‘riii , 81 ¥ est un caractdre additif de FP et si
£ = YaTr /)
Fp!! Fp
on retrouve les sommes trigonométrigues de 1.1.3.
{ii) si G=¢_ ., si P est le caractére de Legendre de E*P {p# 2},

alors

s(p, 1) = £ (Exd
HEV(E ) B

, on retrouve les sommes trigonométrigues envi-
1
sagées en 1.4 (en fait, powr V , il faudrait prendre 1'ouvert de &4

et dans le cas V=‘-;P.1

ol £#0 , mais cela importe peu car on prolonge les caractéres multi~

plicatifs par O & E’P tout entier}).
{iii) 81 G = & x& ., si p=¥xx ol Y est un caractére additif et
et 8l £Xg :

X un caractére multiplicatif de E‘p v GaxGm ast un

morphisme, alors

Slp, £xgi¥xx) = z ¥E(x) Ixlgix)) .

*E€V(F_}
¢ B
En particulier, si Vaﬁm , F: Gm‘""' :Ga est l'inclusion et
R ‘s P
gz Gm" Gm est l'identite
Si{p. £xg;¥xx) = g{¥,x}
(somme de Gauss).

1.5.2. Dans le cadre de 1'exemple (iii) ci-dessus, on va préciser ce

que l'on entend par "bonnes estimations” des sommes trigonométriques.

26
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Y un schéma de type finl sur 7, soit

£Xg : V> 6 XE

scﬁrp‘niﬁme. Pour tout nombre premier p , pour toute puissance q

*
et pour tout caractére ¥ xXx de iE‘leE’q . Onoa

S{q.fxXgr¥xx) = b2
x€V(Fq)

¥Y{E(x) Ixigix})

plus généralement, pour tout entier nY1l , on pose
(gl EXg:¥Rx) = Z
*€v{F )
n
9

Mg e (PO alg e (960D
g a
Donnons-nous maintenant un entier N et pour tout nonbre premier

p ne divisant pas N , on se fixe une puissance q de p telle

B

g=1 (mod N)

. *
un caractére multiplicatif Xq de E"‘q d'ordre exactement N . De

donnong-nous, pour chaque P ne divisant pas N . un caractére
ifeis ‘?q de Fq . On suppose gue, soit les 'fq sont tous non tri-
, soit les ‘Yq sont tous triviaux. Les “bonnes estimaticons"” gue

0 voudrait sont alors :

5.2.1) Pour tout nombre premier p ne divisant pas N , on voudrait

xistence de constantes A{q) ¥C et wi(g) ¥0 telles que

ls(a® £x grx xx 1 < Alg) (V@)

g

ur tout n¥1 , avec, dans le cas ol les ‘i"q sont tous non triviaux,
{ndépendance de ces constantes avec le choix du caractére additif

non trivial e

1im sup {S(qn,f)(g:‘f X% )’ll/n = (ﬁ)w(q)
i a” "a

‘ Ista" £xg:¥_xx )l

bim e Ay T M@

ette derniére exigence est en général trop forte).
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{1.5.2.2) On voudrait de plus que wig) ne dépende pas de p , pour

. plus, les conjectures de Well (prouvées par Deligne) nous
presque tout p . et que A{g) puisse 8tre cholsi indépendant de p . i

it d'affirmer que le meilleur w(g) possible est un entier.
de sorte gue I'on aurait une estimation du type

i (1.5,2.2), Bombieri a montré que l'on peut choisir A(g)

: n nv
3 . ;¥ V w
¢ la(q fxg q)(xq)] ¢ atfa) dant. de p , mais on ne sait rien sur wi{aq).

pour presgue tout p . oup reviendrons plus loin sur ces gquestions {cf. 2.3)}.
{1.5.2.3) On voudrait alors connaitre

CEXgeY % |
Is(gq, exqg q Kq)

1im sup

e {va)w

{1.5.2.4) Plus précisément, on voudralt savoir comment sont distribués

les "ahgli "

V¥

REMARGUES (i) Dans le cas particulier des sommes de Gauss, on sait
répondre aux questions {1.5.2.1), (1.5.2.2) et {1.5.2.3). De plus
{1.5.2.4) vient d'&tre résolu par Patterson dans le cadre des sommes
cubiques, mais on ne sait pas plus, 110 ans aprés la conjecture de
Kummer |

{ii} On peut regarder aussi une situation définie sur un sous-anneau

R de €, de type fini sur Z . et regarder les points fermés de

spec{R) : on peut alors poser les mémes guestions.

1.5.3. Qu'est-ce que l'on sait ? Nous oublieroms {1.5.2.3) et {1.5.2.4}

pour lesguels on ne sait rien sauf dans les cas évidents {méme pour les
somnes de Kloosterman on ne connait pas la réponse}.
Pour {1.5.2.1}, quand p est fixé, il résulte de 1 rationalité

des fonctions L (Grothendieck, Dwork} gu'il existe des constantes

wig}l et Alg) qui font marcher l'estimation

ls(a™, £x g:¥, X xq} D¢ alg (Vg
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ONCTIONS L ASSGCIéES AUX BOMMES TRIGOﬁQ&éTRIQUES ET CONJECTURES

EIL

On définit ici les fonctions I attachées aux sommes trigonométri-
ot 1'on dégage les propriétés de ces fonctions qui découlent, comme
arra plus loin {3.5.4), des théordmes fondamentaux de Dwork-

endieck et de Deligne (cf, 2.1.4, 2.2.3).

On énonce en 2.3 1'un des résultats principaux du cours concerrnant
uestions dfindépendance en p de w(p), et 1l'on expligue en 2.4

gnt obtenir pour les sommes de Kloosterman multiples 1'estimation L34

Foagtions L : géfinition et rationalité.

Fixons, pour tout ce numéro et les deux suivants, un nombre premier
n COTPS fini ﬁq de caractéristigque p , ainsi gu'une cldture algé-
we F 0 de Fq . Pour tout entier n)1 , on notera F n 1'unique
&léments contenu dans 5q . 4

“Soit V un schéma de fype fini sur Pq . soit

£:V *'%a

q~morphisme et soit ¥ up caractére additif non trivial de Fq “
nssocie 4 cette situation la suite de sommes trigonométriques

nt Sn = Sn(V¢f,Y)

8 (V. £, ¥} = ¥ {7Tr, (£{x}}}
o XG%%%L?) Fqn/?q

a série formelle
; s &

:1.0) L{T} = L(V,£,¥:T} = expl £ — T7) .

nw=1

soit 0Ly , ¢P=1, le corps cyclotomique ot ¥ prend ses valeurs,

L{T} est naturellement une série formelle & coefficients dans

PPELS 2.1.1. Pour toute ¥q~algébre R , on note
V(R) =~ Homg (Spec(R).V)

q
enserble des points de V & wvaleurs dans R .

On a, en particulier,

VEQ = L VIE o)

T

31
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et Gal(ﬁq/@‘q} opére naturellemeni sur V(ﬁq) (i vGGaliﬁq/E‘q) Notons provisoirvement L, (T} ce produit infini, il est clair
ey € 147,82 CH[T]] et i1 s'agit de montrer que L{T) = Ll{T).

et xEV(F ) ., x est le morphisme composé
q

* .
speciF ) L spec{f ) ~Z»v) . de 1'identité Formelle
q g -

LEMME. I1 v a une bijection naturelle entre 1 ensenble |v! des points

fermés de V et l'ensemble des orbites pour 1'action de Gal(?q/ﬁ’q)

gur V(F_ ) . w deqg(x)
4 L (1) = expl L z Y(Tric(x)/ﬁ‘ (£(x) )" fn—-————-m
PREUVE. Disons simplement comment on peut attacher 4 xE€ vl une x€lvl me=1 q

orbite dans VI(F )} . 81 x€ vl , le corps résiduel kix} de x est : on fait le changement de variable n=m deg{x) , on obtient
g

ini ., de & &, noté degix sur F_ . Ce o n
un corps £ini contenant Fq e degré & gix) . a LT} = expl 2 s 1;;}
corps fini admet alors deg{x} plongement dans 'E"q . tous ces plonge- n=1
ments &tant conjugués sous Gall(F q/Fq) ; donc & x€1vl , on associe ;ur tout entier n¥l . ,
Torbite A lément ' = o
liorbite & deg{x} &léments s x€?v? degix}‘Y(W‘Trk(x)/Fq{ﬂx})) .
deg(x)in

*
{Spec{éq) e Bpac(k(x)) > Ve € Homy, (k(x}nFq)}
{oi Spectk{x}} » V¥ t la flache canonigque) ? ur tout x€ vl tel que degix)|n et pour tout plongement
ot Spec{k{x est la flé a . .

n

(%} * F_, on a, en notant x 1'élément de VI{F _} correspondant,
a = o

D'autre part, il est clair que V(F n) est stable par

13 s
m.‘rrmx)/ﬁ.q(f{x}) @ TI’:F H/quf(xz’}}

9 . ;
sal(ﬁq/i‘g) et que V(F )} est réunion des orbites de l'action de
q

q
Gal(if‘q/f-‘q} sur V(!:-“q) dont le nombre d'éléments divise n , c'est-3- . guite

i i t ints fermés de V dont le degré
dire des orbites correspondants aux po ‘ g 3;1* Sn (Vn€t§*)

divise n . En particulier
0 la proposition.
# viF n) = E deg(x) .

q x€E|v! RUUE 2.1.3. 81 f est l'application constante de valeur O ou si
deglx) in

est le caractére trivial,

PROPOSITION 2.1.2. La série formelle L{T) et le développement en - , .
: deg(x),~1
N L{T) = 2(v:T) = exp( 2 #vip ).Ty = TT (r-rde9ix],
produit infind el L <€l
deg{x) -1
B{T} = 1] {(1-T LE{Tr (£(x})))
x€ v K(x) /By

OREME 2.1.4 {Dwork, Grothendieck). La série formelle L(T) est ls
eloppement de Tavior en T=0 d'une fraction rationnelle. 1)l existe

et par suite, L{T) € 1+ LIl(wl] .
% ensembles disjoints d'entiers alydbrigues {ai} et {Sj} , les

et les ﬁj &tant tous pon nuls, tels que

32 a3
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17?1—«123 : o
L{V.£,¥:T) = % - ;,f}’ geant la valeur absolue ordinaire de .
3 (1= §T) Fixons un plongement & : @ € et poscns

w = lﬂgﬁﬁtﬁ&}fﬁ[m i, lﬁji)}

i i i 3 dans € alors
REMARQUES 2.1.5 (i) Si l'on considére ¥ & valeurs da P x|
¥

ljes =, et les B:% sont dans & et, pour tout automorphisme o
i

de € , on peut former

Trti-ﬁ‘(tti)’l‘) B 2.2.1. Avee les notations de 2.1, on o a
o 1 N
My £  TToe )m bs t ¢ (F Loy + # B D™ (mExw)
3

. 1/n w
) Yim sup |8 | = (¥ .
{ii} §i l'on voit Y & valeurs dans les entiers O de Q?(C} w n

(¢F=1) , ona . La partie {i} résulte sussitdt de 2.1.5., La partie (ii} résults

B{T)

LV, £,¥:T) = RT3 emme sur € suivant {gue 1'on dégage pour référence ultérisure) i

BMME 2.2.1.1. Soix I un emsgmﬁle fini 4'indices et soient (ai)i€1

avec
P(T}.0(T) € 13780 T] bi)iﬁr deux familles de nombres complexes indewées par I . On
et pose les a; non nuls et les bi deux & deuyx distincts. Si 1'on

(M ,o{T)i=1 dans QP(U[TS . pour tout néwn ,

COROLLAIRE 2.1.5. Pour tout entier n¥i ,

s =5 (V,£¥) =5 (B )"-E (e .
n n 3 3 g 4 .
. lim sup 1Sn§ /M 2 pax (!bil) .
Pour prouver ce corollaire, il suffit 4 appliquer 1'opérateur AT, jer

T §?%§3 aux deux membres de 1'égalité EUVE. Considérons la fonction méromorphe sur € , f£(z) , définie par

U{ i-ai‘l‘)

f(z) m 5 _.:......j;.. .
€1 Pi®

e est holomorphe dans le disque ouvert centré en 0O et de rayon

oy 2 i
gxpl{ £ 8§~} =
n=x o 0 TT(a-8 47

J

2.2. Estimation des valeurs abgolues des Sn et conijectures de Wedl.

e =min (1/1b, 1) = 1/max {{p,])
. s ok € i
Fixons une chdture algébrique § de @ de telle sorte que ¥

i€ i€1
bi¢0

v ‘admet effectivement un pdle sur la frontiére de ce disque, done le

soit & valeurs dans @ . On prendra les o, . Bj dans & . Si est

un plongement de §§ dans € , on notera encore 11 1'application yon de convergence de son développement en série entidre 3 1'origine

composée de ¢ et du module ordinaire sur € . Pour chague plongement #t exactement £ . Or ce développement s'éorit

& i ‘une valeur absolue || sur ©
de § dans € , on dispose donc d a fz) = F Sn 0
=

34 25
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done

1im sup lsnﬁl””‘ = 1/p
riH oo

d'ot le lemme.
REMARQUES 2.2.2 {i)} A prioxri, w dépend fortement du choix du plonge-
ment L:@ % C .
(ii) Pour tout wéR , un @€ { tel que

logﬁ{[ﬁil = W
relativement & un plongement & : @™ € , sera dit de t-poids w .
§i, pour tout ©:@% € , & est de t-poids w , « sera dit pur de

poids w .
Soit

B=# {ilwi de t-poids wi + # {jlﬂj de t-poids w}

alors

Is |
1im sup B § B
mie (FP™

et on a méme égalité s'il n'y a pas de &, de tepoids w ou s'il
n'y a pas de-. Bj de t~poids w . Cela résulte. en effet du lemme
gsuivant :

LEMME 2.2.2.1. §i {zi)ief est une famille finie de nombres complexes
tels aue iz;] {1 et_si on pose, pour tout n€wN ,

s = L gY
nooger %
alors
lim sup TSnE = # {i¢€ Ilizii=l} .

11 4es

PREUVE, 8§ I' = {iEIHzil =1} , on a clairement

lim sup §Sn1 = lim sup ESI‘LI
s oo x> +on

od on a posé, pour tout né€H ,

FONCTIONS L

' = E ( z

noojere
auite on peut supposer gque Izi% =1, pour tout i%£7I . Alors, si
' I

P n
est défini par nw (zi)iEI , £

an homomorphisme de groupes, donc F£(F] est un sous-groupe de

fzeellzl=1} etsi f:m~- T

‘81 £(ZY est discret, alors £(F) est finl et il existe une

ﬁﬁité de nél tel gue f(n}=31 . d'ol la conclusion dans ce ¢as.
gcz; n'est pas discret. 1 est adhérent & la suite (f(n))n&q* R
z zg est aussi proche que l'on veut de ¢ard{I} et Ie lemme

. i€x
démontré.

WROUE 2.2.2 {iii) On a aussi le résultat de minoration suivant
-

lim sup --—--nnw y Ve

ma (Vg)

B désigne toujours le nombre des o, et des Sj da t-poids w.

&sultat résulte du lemme ci~-dessous.

EMME 2.2.2.2. Si tzi}iéz est une famille de nombres complexes de
les 1 , deux & deux distincts, et si {ai}iél est uné famille de

bres complexes arbitraires avent méme ensemble d'indices gue la

ére, alors

1im sup ig a, 2.‘;] »YV 2 iaiE?' .
i€r

rdor * i€r

KOUVE. En élevant 1'inégalité & démontrer au carré, on est ramené a

1im sup ( 5 a, a.(z..2.)7) » 0.
nnowp 1?{3 P s T A | ?
, i1
sonnons par 1'absurde, ¢'est-3d-dire supposons qu'il existe e)o

NEH tel que

A = I a, a.{z, .27} { - {0
) i R At Gt
i,3€1
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Ntp , ITION. Pour (V,f} fixé, mais Y caractére additif non trivial
z A pe .
=N+l T variable, w dépend & priori de Y . Cependant, si g=p ,
D'avtre part, pour tout z€€ , avee lzl=1 et z#1, 6na : es cavactéres additifs non triviaux de ‘Fp se déduisent d'un

tére add@itif non trivial fixé de la fagon suivante : si ¥ est

N;—l e ZM(l‘*Zp} i ¢ 2
ne=N+1 1-z ) 7 Ti-z] ractére non trivial £ixé de F, . tous les autres sont de la
¥ & afE o &
donc e ¥{ax) ol a E‘p . Or ¥(ax} = ¥ (x} pour un O€ Gall(D/0) ,
ng al ¢ = 2 1ai N vu gque les wg o wj sont indépendants du plongement ¢ : g% ¢
. n - 1-z2.2. 1 ;
n=N+1 ilﬁgl’ i3 l6i, ils sont aussi indépendants du choix du caractére ¥ non

- al. Par contre, si . i1 n 4
a'ol une contradiction pour p asser grand. e « 8L g#p ., i1l n'y a pas de raison de cette nature

. que les w, ., wj solent encore indéperdants du choix du caractére
REMARQUE 2.2.2 (iv) Si, pour tout n€® , ona

nw
lsni = {Vq)

trivial ¥ .

¥ ROUE 2.2.4 (i) La majoration triviale

alors on a
s | £ #vie )
Blo} + #i8=1 ) a
i 3 binde avec la majoration
; Y1 . = i . =P .
done, soit S, BY ot BEQ est de rt-poids w , soit S, =-% ob Fuw )= ol dim v,
2#€ Q0 est de i-poids w {(of. Katz, Crystalline Cohomology, Dieudonné Qn

Modules, and Jacobi Sums, Lemma 1.2, pour une démonstration]. ) RS re gue
S8i 1l'on applicue & L{T) le résultat fondamental de Deligne 8

{Weil II) (cf. 3.5.4) on obtient le théordme : w{2zadamy.

bt : . De la partie Sord . deti

THEOREME 2.2.3. Pour tout i (resp. tout ) P {a) du théoréme 2.2.3, on déduit que pour un plonge—

dim V/t.? t fivé ov:Q™ ﬁp » o0 @ pour tout i (resp. tout j)
" .

{a) g {resp. q&m V/Bj) est, comme o, (resp. ﬁj), un entier .

Sbrigue : ord (e;) { dim Vv (resp. oxd (B ,) { aim V).

b) il existe un entier W, {resp. w.} compris entre ¢ 2t 2 dim ¥ ‘ s : ..
{b) i1 existe up entier i EE=R 3j - dp est la valuation p-adique normalisée par ':;rapgq} =13,

tel que o, (reso. 5j§ soit pur de poids w; ({rese. wy) (2.2 (ii}J. 1'on combine ce résultat de Deligne et la méthode padigue de

En particulier, _r_:k qui fournit, pour toute constante positive N , une majoration

w = tog—{max (1o 1, 18,13 ; nombre
gﬁ i, 1 3 ;
ofi || est 1a valeur shsolue sur @ induite par un plongement

# {a loxd (o, ¢ + |
f] ?( l)\bﬂ' # {ﬂj.erdpﬁﬁj)éﬁ'} .
L:8“ €, pe dépend pas du choix du plongement ¢ ; de plus, w est , obtient une borne explicite pour le nombre

# b+ ¥ (03

un entier compris entre © et 2 dim VvV .
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dolsé i dé dans un article aux Inven- . )
Plue précisément, Bombiert dfmentre. da Cependant, on sait domner des bornes explicites pour wip) .

tdndépendantes de p . Ainsi, nous établirons en 4.3.2.le théordme
ant @

tiones math. {1978), le théordme suivant :

THEOREME 2.2.5. Etant donné V/F gt £:V AL . i1 existe une borne
aq

explicite pour # {ai} + # {ﬁj} on termes du nombre et du deqré des

H__{iﬁRﬁME 2.3.1. Soient V un schéma de tvpe fini sur & , soit

27 = aM()® = ¢ 1'aspplica-

- A;, un morphisme, soit f:n : V{C

Aguations et des polyndmes gui servent & définir V et f . Cette op analviique gui s'en déduit. Posons

borne est _valable pour tout caractére Y de EE‘q non trivial st ne

N = sup laim(vie)n £ 1))@0]
£ait pas intervenir q dans son expression. C

Soit V‘W la fibre de f en un point géométrigue gindriqus de

2.3. Retour aux sommes trigonométrigues : dépendance de wlp} an p. Supposons que am{vﬁ; (¥ opu gue Ve est irréductible et de

Reprenons 1la situation générale : scit V/% un schéma de type : ension ¥ . Algrs, 1l existe une constarte A telle que, pour tout

fini et soit £:V % &; un morphisme. Pour teout nombre premier p . ; : Gibre premier p asses grand, pour tout corps fini @q de caracté-

définissons un nombre réel wip) par la formule kiogue p et pour tout caractire additif noo trivial Y de F

.

pr(?}= lim sup IS ‘1/n

e n N 25

z Y{E( { A" = AL .
xé?{l?q) x}H € A.q A Vg

En particulier, w{p} { 2N pour tout pnombre premier p assez

. v
5, = Sn{\f @n !E’P.gfgi 15%}} )

snd, pour tout ¥ pop trivial.

¥ étant un caractdre additif non trivial guelcongue de FP . D'aprés

OLLAIRE 2.3.2.V , £, N yérifiant les hypothéses du théoréme, il

2.2.3 (peligne), wi{p) est un entier et l'on a

k gte une constante &' telle gque, pour tout oombre premier p et

t garactére additif pon trivial ¥ de Fp , on_ait

syl = | B veena| ¢ Leg) + # B DR
T hewEy)

de plus, d'aprads 2.2.5 {(Bombieri), on a

e CarpN = A Er e .
XEV(E,) SRR e

#{ai}+#{&j} {a,

ARQUE. On peut voir Vg de fagon algébrigue : sai &; = spec{zlT])

ol A est une constante indépendante de ¥ et de p .

"8l B({T!] est une cldture algébrique de QT , Vg=vx lSpecmiT)) .

I 3 z
:de fagon analytique : 3i XA €€ est un nombre transcendant

et L) L vy = 2Ty,

Y

11 reste cependant 4 étudier la dépendance de wip) en fonction

de p . On aimerait gue w{p} soit indépendant de p , pour p asses

grand, mais cela suppose que L'on fasse des hypothéses trés fortes sur

la “"géométrie” du morphisme f£:V = mé, ; hypothéses gue l'on ne cerne

ELQUES EXEMPLES 2.3.3 (i) $i V = aé,z spec{#[x]) . alors £ n‘est

futre gu'un Sme, FEI -, P rd 5 ;
pas bien pour i'instant. q polynéme, £€2[X] , et Vg est irréductible si et seule-

ent si £ est de degré 1 . Comme
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Z ¥(x) =0
£
*Fp

pour tout caractére additif non trivial de E’? , on n'obtient rien de

trés intéressant.

(ii) 88 v =6 = Spec(%[x,gé}} , alors £ n'sst autre gu'un polyndme,

£& z[x,ét} st Vg est irrdductible si et seulement si £(X) = ?'(+b
ou £{X) = aX+b {pour a,p€ 7). Comme

Z L ¥ =2
Ep
*p

pour tout caractére additif non trivial de Fp ; le théoréme ne fournit

pas de résultat intéressant.

(iii) 81 v = ‘A?z': spec{2{X,¥]), alors £ n'est autre qu'un polyndne

€ 7@lx¥] .

8i F(X,¥Y) est indépendant de Y , alors Vg n'est pas irréduc-

tible (sauf dans le cas degx(f) =3 gui n'est pas trés inté;esﬁant
comne on 1'a 4833 vu) et on a., pour tout caractére additif non tri-

i ¥ de ¥
vial p '

b ¥{f{x,¥)) = p. T ¥{£{x.0}} .
x,yEE‘p xGFp

or

T ¥(£(x,0)) = O(p%)
xétﬁ‘p

{conjecture de Weil pour les courbes}, donc

T O¥(E(x,y)) = 02
X, YEF
P

ce qui montre la nécessité de 1'hypothése d*irréductibilité de la fibre

V’-f gi 1'on vent avoir une majoration en Ofp) .

Par contre, si £{X,¥) dépend de X et ¥ et si ‘f;{ est irré-

ductible, i.e. si £(X,Y}-T est irréductible dans @ITILX.Y] . le

théoréme donne la majoration

42
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bz ¥i£0e, ¥ € A.g
x,yéﬁ‘q

tout nombre premier assez grand. pour tout corps £ini qu de

ctéristique p et pour tount caractdre additif non trivial ¥

QUES 2.3.4 (a) Partons d'une siteation (V,£}/F “trés jolie",
isse, ¥V de dimension N+1 .

Loy et £ par sa restriction

- On peut remplacer V par v-£
- £71{0) , la situation restera quand méme "trés jolie". Or, ce

gement modifie la somme trigonométrigue

Eo¥(E(x)) =, T F £Hw(E )Y u)
xév(ﬁ‘p) uéﬁ'p P

# f‘lto}wp) = o(p™).

On peut aussi remplacer V par 1'éclaté de V en un point L
f~1(D) ; eela revient 3 rajouter un N oa v , dong & modifier
omne trigonométrigue en OCPN).

Cala montre gue, sous Les hypothéses du théoréme, wip) { 2N =est
meilleurs wmajoration possible®.

}1‘ Scus les hypothéses du théoréme, la méthode de Lang-Weil donne,

ur tout u€ E‘q , l'estimation

# f‘_I(u)(qu) = Mo 2N

£ ¥{f()) = I (# £ HulE ). ¥
e q

dmet une estimation en

-0t qum{l/z)) - 0 qm{l/z))

puisque

& It = o).
qu
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(c}‘ D*aprés Deligne, on sait gue w(pl} est un entier ; A'aprés Lang-
A Retour anx sommes de Klogsterman multiples.

On va veir, sur l'exemple des sommes de Kloosterman multiples,

Weil, on a

wip) £ 2841 . o
pt une estimation é€lémentaire, plus des renseignements précis

Pay suite {of. J.~P. Serre, Majorations de sommes cxponentielles, ber en p-adique, Deligne 2n -adique) sur la fonction L , plus

Journées arithmétiques de Caen 1976, Astérisque 41-42 (1977), 111-126}, fait que les o, , B, sont de poids entiers (théordme de Deligne},
) X

J

si l'on salt prouver "élémentairement”, pour toute puissance g de p t d'obtenir la bonne majoration 4'une somme trigonométrigue.

une majoration ..
. Estimation élémentaire.

i z ‘Hf{x))} = 01 Soit F_ un corps fini et soit Y un caractére addifif non

xﬁy(@qj ial de E‘q . Pour tout caractére multiplicatif X de F .

a
& t P 2o 3 2 .
avec €1/2 , alors, ¢'est que l'on a déjd en fait la majoration * , on dispose d'une scmme de Gauss

gt} =+ T ¥(x} x{x)

l z ‘f(f(x))1*0(q&)
xéi‘s‘q

=EVIP )
q
i.e. wip) { 2N ., Par exemple, Carlitz (Pacific Journal 1965} a montré, o on a

pour toute pulssance ¢ de p . gue
fgt, )] = Vg si X est non trivial

IKioos,(psa}l = 0(e*?%) puis 0(p%/5) gly,1) = =1 .

id = - k] . . -
donc nécessairement Pour tout entier n&N f£ixé, on rappelle la définition des sommes

f4 Kloosterman multiples d'ordre n : pour tout aEi”;

fl

{Kioos, (pra)] = O(p)

ral = b .
Kloasn(q.a} Yk +. . .«t-xn}

Xlu P -xn"'a

Kyreen ,xnéFq

fee gui est bien entendu conforme au résultat général de Deligne
el

2
Kloo H $ o. .
1 SH(P a}] S B-p ! Le lien entre les sommes de Gauss et les sommes de Kloosterman

(d) Pour VYV de dimension N+1 , f:v - &é_ a4 fipres de dimension N, 1tiples est le suivant

le résultat "idéal™ de majoration serait 2 :
3 @ BEMME 2.4.1.1. Soit nEN fixi. Les fonctions

N+l

T Y(E(x)) = 0(q ) Foo T
xEV(F, ) a

q a " Kloos {(q:a)
i.e. wip) £ 1 , mais on ne sait pas dire guelles hypothéses {les "

plus générales possibles} feraient marcher une telle estimation. On Ak

F =g

va en voir quelques exemples mals 1'énoncé général est encore a 9 n
x 7 {g{¥,x})

trouver....

gont les transformées de Fourier 1'une de 1'sutre. Plus précisément,
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pour tout aél?:; . oA
Kiloos_{gia} = 1 s f(a}(g(‘f’,x})ﬂ le corellaire.
& L oyep”
q

%. Renseignements sur la fonction L .

oK
et, pour tout xEFq , ona .
© Soit ﬁq une cldture algébrique de E‘q et, pour tout rEN

n —
(gt¥,x3)" = ﬁgp* x(a).Kloos (q:a) - ® _ le sous-corps 4 g 4&liéments de F, - Pour tout réw

sut a€F. , soit
PREUVE. La démonstration a déjd pratiquement é&té donnée en 1.3.3.3, on 4

. \ ; . . T _
la reprend cependant ici. Par inversion de Fourier, il suffit de mon- Kloos (g ral = £ YoTry m (xg#...42 ) .
MNowaaoed =3 b g o
1 n g

KygnnseX, EF
it n r
q

trer la pramiére formule : an a

{g{¥.x)1" = z Vg, +o.ode Ih{3 esuaax } .
xl,...,an(@; 1 n 1 n ntroduit, pour tout ae?; . la fonction L
dotic = . r
% x La(T) = gxpl = Kloqs“(q ral) .
- -1
L Rta)glrxn)® = T e o) k(S : il
xéﬁ‘q *pr- "ifnegq piori I.ea('i‘) €1 + T.ﬂ[ﬁp}['{i‘u , cependant on a le résultat plus
XEF i
9 nis sulvant @
or g
A REME 2.4.2.1 (Sperber par voie p-adique, Deligne par voie
. X(xl"“‘xn) m{ 0 si xlh..'xn#a ! )
o = . _ digue}. Pour tout a®€¥_ , la série formelle
&R g-1 8L X, X, T8 e q
q FRREETE N
X ="
d'ol la conclusion. La(T) €1+ T»XECP][ETE]
COROLLAIRE 2.4.1.2 (Carlitz). Pour tout n€N , on a 1'égalité en fait un polyndume de deqré n , gui s'derit
JURS .| n~1, n-2 -1}
2. IKloos (qra)i® = g - (g 441 2 oW (e, )
8 Fq a im=1 a,i
x * : * . s .
et. & fortiori, pour tout a€F_ . la majoration : s upe cldture alaébrique @ de ® contenant ¢, (etona
13<loasn(q:a)i (qn'/z . {n-i)n
a,i © 9 )
PREUVE. La formule de Plancherel s'écrit ici £ "
.3. D'aprés beligne, il existe, pour tout aEFq , des entiers
x| S T T 2n ©
afe? )Kleosn{q,a)i g-1 xéf‘* \g(‘i‘.xki W 17 ¥ n Y 0 tels gue, pour tout plongement complexe :§% € ,
9 q ' ’
b ait
a'ol
(- g’r*wa.i, - .
£ lkioos (q:a);z - w}-—-{i*'ﬁ'(cg-ﬁqn) Wma'i = {¥g) (i=1,...,n} .
agg* n q—l
q
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2.'4.4- Lz bonne egtimation

THEOREME 2.4.4.1. Pour tout a'i:.F; et pour tout i=1,...,n , on a
Nl

(on a mBme &égalité si l'on tient compte ds la relation
{n=1in
T« Z

. =g }
=1 7

et dong

leoasn(q:a)% < n.q(ﬁ—lj/z .

PREUVE. La seconde partie du théordme résulte aussitdt de la premiére

partie puisque (cf. 2.4.2.1)

n
n
: : = (= .= P
Kloosn(q a) (» 1) Z “arl

Plus généralement, pour tout r€ & , on a

T

n
T kel
. = {~ z
Kloos (q7ra) (=137, o i

i=1
et on sait que {cf. 2.4.1.1)

[xzcosﬁ{qr:aﬂ ¢ (qr)n/:l
donec
0 .
T T n/2. v
]j_mi u’a'lg g5yt
Comme
w /2
= =P8
fo I=q®

avec wa,iéﬂ {cf, 2.4.3), on aura gayné si 1'on montre gue
’
la, 1 € g™,

® .
-

Par suite le théoréme résulte du lemme :

LEMME 2.4.4.2. Etant donnés une partie finie {¢i|i€ 1} ge € et

. , R -
un _nombre réel R2Q , si l'on a, pour tout rEN

48
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[z &f (/R
i€x *
}aiE(R, ur tout 161 .

UWE. On sait d¢éja (2.2.1.1) que

lim sup | E nifi/r = max(}wig)
o i€y if1

“ guite, vu 1'hypothdse, on a iaif‘ék {(¥i€1I). Il nous reste a

ontrer que {i€1lle;l =R} est vide. or (2.2.2.1)

z wri

jer 1
lim sup ~——0 = #{i€1] iai’k = g}
oo R

suite, vu 1'hypothése, {1€ IHaif =R} est soit vide soit réduit
n seul &lément. Dans ce dernier cas, raisounons par 1'absurde : on
t numéroter les (e}, de télle sorte que (o, l=R et

I,...,Ianl { R . Pour tout r X1l , 1'hypothése se réécrit
r P v
1”1*“'*“:1* £ ];rli

it encore
B ¥ . x
12+(;3) +...+(a_n§] {1,
1 i
particulier, on a pour tout r€N

Re((;i)r +..,+(;§-‘}r} {o.

aura gagné si l'on montre que, pour toute famille finie (?ic)kéx
i¢ nombres complexes tels ques 0 ¢ i?k§ {1 {(YkE€K) , il existe

en” tel que
Re{ I vi) Yo .
k€K

il existe r€N  tel que
Ly v Dl G (¥k € K)

par suite, il existe rén’  tel que
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[ yi- s In [TV {3 2 IndF.
kER k€K k€K ;
* IN‘PERPRE"ITATIGN COHOMOLOGIQUE DES SOMMES TRIGONOM{’ZTRIQUES
Comme I |7k1 Y0 , on a nécessairement 3
K€K ,
r Enoncé d'un théordme d'uniformité en p -
Rel T %) >0 ;
kEK Reprenons notre situation générale : V est un schéma de type
ol tradiction cherchée. . .
d'ed la contra Fesuy K et f:V ag est un morphisme {une “"fonction® sur V).
\ir -tout nombre premier p , fixons une clfture algébrigue %P du
ps fini Ep et notons, pour toute puissance g de p, Fq le
tg-corps fini & g &léments de @p .
Alors, pour tout nombre premier p , pour toute puissance g de
;- pour tout caractére additif non trivial Y de Eq et pour tout
® , on s'intéresse & la somme trigonométrigue
8, = sn(v®@*q,f® 14, .Y)
g
finie par
5 = z ¥{Tr, {£{x))) -
Booxevie ) P o/Fq
] q
q
* * -« n
Si ¥ est & valeurs dans @(f)] oh & est une racine p-iéme
1'unité, on a
> €
5, @t
m@m@.
€ .
s, € 7]
4 »* a & z
La dounée des Sn . pour tout n€®N , est équivalente 4 la donnée
13
¢ la série formelle
W{T) = L(v®@q,f® idvqpfm)
définie par
. L n
L) = expl T 5 .5 .
n=l
B0 51
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w

on a, 4 priori,
i) € () 7])

et, mime,

L(ey € 1+ .z ¢} [7]] .

mais le théorédme de rationalité de Dwork et Grothendieck montre que

A

L(T) est le développement en zérie entidre 3 l'origine d'une fraction

rationnelle.

Choisissons une eldture algébrique § de @ contenant @) . remier €

on va démontrer un théoréme "d'uniformité en p" pour la distribution #& , pour

des poids avant simplification des fonctions L c¢i-dessus. Flus ‘55 trivial

précisément, on déwontrera (4.3.2) le théordme suivant dans le

ontrdle la

THEOREME 3.1.1. 11 existe une Ffamille d'entiers positifs. presque tous
i .
(hw)i.wéﬂ » telle gue, pour tout nowbre premier p asseg
et _pour tout caractéyre additif
L{T) goit le développement

nuls
g dg p

non trivial ¥ de Fq la série formelle

?

On prouvera l'existence des

a cohomologie

3.2. Cohomologie

S

™

Y

b 9

# {néros réciprogues de poids w} - # {pbdles réciprogues de poids w’

= (-1, -
i

i
by

.

par vole cohonclogique : un norbre

&tant fixé, alors, pour tout nombre premier P assez grand,
toute puissance q ¢e p et pour tout caractére additif

¥ de F_.h, sera la dimension de la “partie de poids

+
:

i
t-adique
situation. L'objet de ce numéro est de “"rappeler" ce gu'est

étant la cohomologie E&-adigue qui

£

H€~adique

Z-adique et de "rappeler® la fagon dont elle “contrBle®

la situation.

2-adique. fonctions zBka et conjectures de YWeil.

grand. pour toute pulssance
gn. série entidre & 1'origine d'une fraction rationnelle gui a'dcrit

une ¢ldture algébrique de F

v i un corps fini. soit F
i+1 Sott Fq :P q _ n a
TT », (?)(_l) et, pour tout n&N , soit F n e sous-corps £ini de Eq a g
i,w@& LW q
. . éléments.
o8, pour tout couple (i,w), P; LT} est un polyndme de deard hz, £

gg factorisant comme suit s

goefficients dans & . de terme congtant 1,
hi

3

1T

J=1

& _ch . LER .
o ague ul'w‘J @ e85t pur de poids w

coonnexe, de

Pi,w(T) = (l'di,w,jwl - formelle

{3.2.1}

COROLLAIRE 3.1.2. Pour tout p assez grand, pour toute puissance q Co

de p et pour tout caractdre additif noh trivial Y de Fq
(f

} le nombre total des zéros et des pdles réciprogues {comptés aveq
leur multiplicitéd

‘L{T)  est majoré par

i
de la fraction rationnelle
infini
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Si X/Fq est une variétéd projective, lisse, géométriquement

dimension ¢ . la fonction z®ta de X/Pq ezt la série

h
201 = exp( T (¥ xiw )).T .
Byl IS
FxFp )= z deg(x)
qn %€ bl
deg(x)ln

pour tout nén’ , la fonction zéta admet un développement en produit
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T

Z{X:T) =
€%

1
1~Tdegix5

Z{x;ry e 1+ 2l[T]] .

Z(X:T} west le développement de Tavlor & 1'origine d'une fraction

rationnelle qui s'écrit de maniére unique, sous 1la forme

2d il P (T)........ P 9]
T e (m D ! 2g-1
j=p P IT). “Pagttl

oll, pour chague i€{0,1,2,...,24} ,

P (T) €1+ m.3]7]

et, sur une cléture algébrigue

o de @ . P,{T) se factorise en

f

B
?i('r) ﬁ' (1‘"“’:‘; T3
=0 g

avec des ‘!ij dont tous les conjuguds complexes sont de module

:

Ve

i.e. des Qij purs de poids 1 . 4
Les polyndmes Piﬂ’} sont c¢aractérisés, en terme de ia série

2{X, T}, par ces conditions. En dépit de cela, leur définition est de

tature cohomologique. Pour tout nonbre premier @

SGA 5) a Géfini des

By-espaces  vectoriels de dimensjon finie

B (x® P @) {(¥i€a)
4q
nuls pour i)24 , sur lesquels
Px = “Probenius de X/E‘q"

agit comme automorphisme. Posons

- i =
Pi'g('f} = det {1~ '+ B (x@sq,me}) .
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Weil avait conjectur? et Deligne a démontré (Weil I) que la série

¢ Grothendieck (SGA 4,

INTERPEETATION COHOMOLOGIQUE

‘tout nombre premier £€#¥p , les Pi(‘r‘) vus comme polynbmes &

fficients dans R, ne sont autres que les Py g{?} - Plus préci-

gnt, pour tout nombre premier €¥p , on a dans QE{T] les égalités

pi('r) =Pi’2{'r) (1=0,1,2,...,248)

gui. signifie que
(X:T) wu comme élément de QgE[T]] est le développement de

lor & l'origine de la fraction rationnelle

2 1+1

e, Y Tegm
i=g

est le thaoréme de rationalité de Grothendieck)

} les wvaleurs propres des F. ' agissant sur Hi(x®§q,mz) . prises
ns une cldture algébrique ﬁ(’ de @, sont en fait dans la cldture
gébrique @ de § dans q'ig . ce sont méme des entiers algébricues
ans la clfture de 2 dans &)

et pour tout plongement de @ dans

est de module

lade= ()t

« ¢hacune de ces valeurs propres o

‘est le théordme de Deligne, Weil I).

#i on conjugue (i) et {ii) au fait gue Z(X:T) est une série

tiére & coefficients dans % , de terme constant 1 + indépendante

e £ , on obtient que les Pi g Sont en £ait dans Z{T}C QK{TE et
+

ont indépendants de ¢¥p . A fortiori, les "nombres de Betti”,
. 1 = _ _
d.tm%ﬁ (X2 Fq,ﬁ}gk) = degé?i’e(’l‘)) =B,

ont indépendants de £L#¥p .

Malgré ce résultat profond, notre compréhension de la cohomologie
g-adigque est encore insuffigante, comme le montre le prcbléme ouvert
‘suivant

PROBLEME {3.2.,2), &i X/E et ¥/F_ sont dewx variétés projectives

lisses, géométrigquement connexes ot si £:X = Y est un morphisme
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éﬁini gur Fq » pour tout €#¥p , on dispose par fonctorialité de
' }Tk:frpvhismes
*i i = i -
£*:+H (Y®Fq;®a) - H {x'@ts*q,zzzek
qui commutent 3 1'action de Frobenius, donc
Ker'(£,0,) et Coker™ (£,0,)

"
(noyau et concyau de £ °) sont des

Ry -espaces vectoriels sur
lesguels Fx agit.

1) On ne sait pas prouver gque les dimensions de ces wa

E¥p

sont indépendantes de {sauf si F

malle).

2) On ne sait pas prouver que les polynfmes

det (1-TF,, Ker' (£,q,))

det(1~TFy , Coker™(f,q,))
sont & coeffinients dans Z , indépendants de £¥p (mdme =i
reléve en caractéristique nulle).

Bien sfir, (2} impligque (1) en prenant les degrés.

Plus généralement, si Xqu n'est plus projective, on dispose

encore d'une fonction zdta

(3.2.3) Z{X;T) = exp{ T
¥

{# xip )JT-f} =
nxl qn n

TT i
x€|x| 1-pdeg (%]

qui est encore le développement de Taylor d'une fraction rationnelle

en T, mais on ne connait pas 4'é
rationnelle comme dans le oas projectif et lisse.
Pour tout nombre premier ¢

les espaces de cohomologie E-adigque 3 SUpports propres : ce séﬂt

des Qp-espaces vectoriels de dimension finie

i —
Hc()(® qu«zei {(vi €y

~Vectorie

se reléve en caractéristiqu

f se

eriture canonique de cette fraction

« Grothendieck a d&fini (SGa 4, 5@ 5)

INTERBPRETATION COHOMOLOGIQUE

pur iY2d , sur lesguels F,, agit.

x
Y a montré que, pour tout E#¥p , la série Z(X;T) , vue comme
nt de Qg[£T13 . est le développement de Taylor, en T=0 , de

ction rationnelle

= i B
?i'ei?) = det{1-TF ,HC{X®F .ﬂe}) .

4

i}ela’.gne a prouvé (Weil II) gue, si on factorise les L5 8(’1‘} sur

18ture algébrique ﬁe dz Qp
Pyel™h = ?”“‘”i,j,em

# les o, ., sont en fait des entiers algébriques et il existe

LeTs

entiers W, tels que
2

3.8
odwy 5,08t

que tous les conjuguds dans € de o solent de valeur

: W, .
ostue (Vq) f..¢

Mais on ne sait pas si les Pi E(TB

i¥p

rmes de la fonction zBta, les Pi e(T) , comme on sait le faire dans
+

iljle

sont & coefficients dans %
s’ils sont indépendants de {on ne sait pas caractériser, en

8 cas projectif et lissel.

TEN AVEC LE PROBLEME 3.2.2. Si /e, et Y/F_ sont deux variétés
Projectives, liszses, géométriquement connexes, si f£:X -+ Y est une
3

immersion fermés et i U=¥Y-X , pour tout C#p , on a la suite

exacte longue

el = =
ceeer ™ H (UBE_.Ty)

. el A
i-1 = £ iw1 - =

—r BTRE Q) T T (X F L)) - HUOF 0)
: *3 .

— B(YOF.0) L —wx8F 0y ...
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d'cl des suites exactes courtes
i~-1 i = i
0 " Cokey (f.@e) g Hchg’Fq;iﬂg) -+ Ker (frcDe3 -+ 0

dgong, avec des notations évidentes,

u . pRer Coker
Py p(Th = Py (T) Py 0 (T)

Ker )

or P i Coker gy

et Pyl

les deux énoncés suivants sont équivalents

est de poids est de poids i-1 . done

{1) Pour tout i . Pg EET) €2{T] et est indépendant de (#p .

{2) Pour tout & ., iegéT) et Pgolger(,r)e 2] et sont indépendants
* L]

de E¥p .

On ne sait pas démontrer ces énoncés.

3.3. Fonotions L et revBtements étales.

Soit X/ un schéma de type fini, soit G un groupe fini opérant

sur X sans points fixes et tel gue Y = X/G soit défini (en gros,
X est un G-torseur sur Y).

On notera G£3 i'ensenble des classes de conjugaison de G . A
tout point fermé y&€ J#1 on associe deux classes de conjugaison Q?y

Fyé qu appelées respectivement Probenius arithmétique et Frobenius

géométrigque, et lides par la relation Fyziﬁ;l . Pour cela, choisissons

une cléture algébrigue K du corps résiduel k de y ; si xy est la

fibre du morphisme canonigue
X = ¥=X/G

en ¥ . xy(i&) est muni d'une action de G et c¢'est en fait un

G-torseur. D'autre part Xy(i) est muni d'une action de Gal(k/k).

Comme %k est un corps fini, Gal(k/k) est topologiquement engendré patr

1'auvtomorphisme de Frobenius de k

A oe Y

58
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y = card{k} . on note Frobk 1'action de cet automorphisme sur
Si on choisit, waintenant, un point x€ Xy{ﬁ} ., il existe un
Maie 9€6 tel que
E‘rmbk(x) = g%
celle de §1 par défi-

est la classe de conjugaison de ¢ . Fy

on {ces classes ne dépendent pas des choix faits : ni de celui de

ni de celui du point x ; par exemple, si x'=hx , pour hé€G,on a
Frchk(x‘} = Frebk(hx) = h E‘ro‘bx(x) = h.g.X = hgﬁlx‘).
Supposons maintenant gue l'on ait une représentation
p:G hutE{M)
M ast un E-espace vectoriel de dimension finie, B étant un corps
ombre, on peut définir une série de Dirichlet formelle a coefficients

£ associée & la situation

IR L
velYl det(1-ty) "% (F,))

X
L))o £ aue (M)zs) =
Y

det{1-xp(hgh™1)) = det{1-\alg)) pour tous gh€G , donc 1'expression

det{1-Ap (g‘q) 1

0 g‘? est une classe de conjugaison & un sens}. Cette série de
irichlet formelle est la fonction L de la situation au sens de

rothendieck. La fonction L d*artin est définie par

Art 2 M}z = TT 1
L (g)s > autg(M):s) yel¥! get(1-(¥y) %4, ))

t

£ le lien entre les deux est

v
If‘rt‘(p) - I.Gmth‘{p)

8
pi1G~ Rutﬂ(i"t)

B9




INTERPRETATION COROMOLOGIQUE

N. M. KATZ
2 : P Y + -1 .
est la représentation contragrédiente de £ (2{g)= "plg “)}. . . £
i ) X ®Fq FqN R XS’Fq i"qN
83 )f}s est donné sur Fq + on remplace la varisble s par -
b4 : P, ®id (Fog) ®id
. , x* 3 X F
T=q et on pose . qN q
: . £
1 ; , X ®F F y :{@F F N
9 9 99

x
L{l)s -&-Autﬁ(m;*r) = 17 =T
¥ yEly| det(1-T°%9'Y R(FL))
mute .,

"1.2'. Pour tout novbre premier €#¥p , on a une formule des traces

3.3.1. EXERCICES. Dans les quatre exercices ci~dessous, on est sur le

corps de base E‘q ; on a donc une situation ‘
: our_1'endomorphisme Fyeg

X
;)G LA&‘EE(H} Feg . . -
i o) 71 = T 0 malren 00 g Fap)) -

SPEc{Fq}
généralement, cette formule vaut aussi pour les endomorphismes

¥
Jog (n€W J. 4
.1.3. Pour koute place finie X de E au-dessus d'un noubre premier

¥p . la série L(T) gst le développement de Tavlor 4 l'origine de la

fraction rationnelle, & coefficients dans le gompléié Ey s

on a choisi une clBture algébrique ﬁq de Fq et on note Fx et FY

1'action du Frobenius

% » a9

de gal(f‘qfl"q) sur X(f‘q} et Y(@"‘q) respectivement, On notsra L{T)

la fonction I de Grothendieck de la situation. i i+l
: i 5

TTaet (1-(F® $a)T. (HG (X8 B0, 8 (WG )

3.3.1.1. on a, dans EL[T]] , 1l'identitd "en haut"

,3.1.4. Dans le cas particulier d'un revéiement d'Aytin-Schreier

*a ol
LiT) = exp( & T..s)
pey AR

oll, pour tout entier n¥l , on sé

1 - ang
§_ = z
n 7 T8l g Tr(ﬁ(g)hlqu) .

X @éfini par une égquation d'aArtin-Schreie

3.3.1.2. 81 g st un automorphisme de foq d'ordre N , il existe

g,
n E‘q~schéma X' de type fini et un isomorphisme t %=t = £y}

. S . 1
{on Fq‘ Cﬁ‘q ¢ By = Spee(ﬁ‘q{t]) et £:Y° &g . si_on prend
Q q q
E=M=g¢ ),
o{ P)

£ X'&E F
. q o g q
tel que le carré
€p est une racine primitive p-iéme de 1'ynité, et si

=¥ :G=F_ = o )}
o Q{p?
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get _un caractére non trivial., alors

(a} P agissant sur X par (i, {t,y))» ([t ,y} . gn a, pour tout F‘robn/ae‘;(y) {x) = gblﬁx)
bt k

vEél¥l de corps résiduel k . neore, tel que.
Fy= =@y = _Trkﬂ?q (£iy)) : pmbi/dag(y}ug(x} = x .
o

{b) on a tenant, si o:K ™ E'q est un Fq—isomorphismee on a

L{T) = L(Yff;go*’Tr wog = golf sur Xyli)

sty = 1 - 1
quqo vE vl 1»'1*&6‘3(”)‘%('1*:]{!,&?%(5(}')))

et, pour toute place * de E ., agu-dessus de E#p . on a 0'°§’robkvﬂ“'1 - ?.{agiﬂ sur X ()
Lt i o, it 6 < xe »
= - i F - & 3 i - & 7 ¥ < Xie
L{T} A det{1-{F. % 1d3'rr(3¢(x®pq Fq-Qﬁ 3% EJ ™) . est un k-schéma, donc & fortiori un F_ schéma j Xy( q) (€0
dire gue
3.3.2. Solutions des exercices. Fn/deg{y) . g‘:’
3.3.2.1. Partons de 1'identité formelle ¥
- Svaut encore & dire gu'il existe x' X (F ) (x'=0{x)) tel que
T :%' Logldet(1-£F)"1) = £ T.Er(£™ ¥ q

mfl 5‘;“9(3@'} P—.
pour tout £€ Endg (M), 8i on appligue 1'opérateur T ;%. og & L(F)
on obtient alors

B oy
PR 4
xy{E‘qJ 8.

#

o m.deg(y} mn
= b3 .z gy
T T Log L{T) ¢ degly) Sy T Prio{r ))

¥ 1YE m4L "tmm que cette dernidre condition impligue automatiquement gque Yy est

d'ou ’
d ixe par P , donc que degly)in . Par suite les deux ensembles
& logL(ny = £ T degly) .Tr(p(r/3e9(¥}y, : ¥ - eatsr b
n=1 y€ly Y {yeivl I deqgly)in, PPOESY o g7}
degi{y)n ¥
Il suffit donc de montrey pour tout n*EN"F la relation
Fncg
g = b 4 K ph/degiy} | ” .
R pelyp  TYTERLY » tye vl | x @) " 4

de
siy) In coincident.

. P , ; . - -
Fixons un &lément g de G et un entier n:’yl" . Pour un y*¢ ¥l tel Chague y€ Iyl définit une orbite sous (hl(quFq) dans Y(Fq)

que deg(y)‘n » dire que t cette orbite & degly) é&léments. La réunion de ces orbites pour ¥

p/dealy) _ B
b 4

g parcourant 1'ensenble ci-dessus n’est autre que 1*image par l’'application

c'est dire qu'il existe =x¢€ Xy(fi) . ot K est une cldture algébrique aturelle

du corps résiduel k de vy . tel que X(ﬁ’q) -+ Y(i-"q)
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N : 3 : la descente du
= F?g"g o us allons utiliser le résultat sulvant : pour que La «es
: X(F . : . . . i ;
. de ( q) » _— de base de P 4 £ soit possible, il faut et il suffit que
Comme x(@q) est un G-torseur sur Y(ﬁq} , le nombre &'élément q

de cette image est .t de la Eorme

= a
1 F q}ov

k3
Feq
lx(F ) X
18] g a .
:v32 ¥ est un isomorphisme.
d'ofr la conclusion.
1 nous suffit de vérifier gue pour
3.3.2.2. Commencons par xappeler le résultat de descente du corps de
. v = X [ o
base suivant (Serre, Groupes algébrigues et corps de classes, ch. VI, E'q qN

n® 2} : soit Vv un F u—schéma. soit FV le Frobenius de V (F‘V es est tel que

:zphisme F = {Foy) B idg

q N
1'identité sur l'espace topologicue sous~jacent au schéma Vet 1'é618 q -
; o= F
vatlon & la puissance quiém@ sur le faisceau structural Bv) et sol N v
F:V 2V eut s'écrire
o :paev
un F Nmmorphism‘a tel que
4 N g1 ve = Vv est un isomorphisme.
F ' =F,, » . :
v Pour la premiére relation, comme g est défini sur F, . on a
alors "descendre de corps de base de F a F " c'est trouver un
N [+ -3 e of
g Fyog = 9°Fy

Fq‘schéma W et un F N—ismnorghisma

g
£f:W9® ¥ v ¥ N_¥
£y ¥ (Fyog)" = Fyog = Fl;i
tel que le carré isque g est d'ordre M . Mais
f
WS, F ., ~—+V N ¢ = F
(3 N F be
9 q X d"‘q}x v
E‘w'& idl?‘ F
qN toll 1a premidre relation.
we, p ., ~fay
E‘q qb: Pour la seconde, on remwargue que
commute {F‘W est 1'élévation 4 la puissance g-idme sur GW) . Py = "’x"ax
soit V9 le schéma ayant mdme espace topologique sous-jacent que
: » . q .
V ., mals ayant pour faisceau structural le faisceau GV . 8oit oy ¥ x

GV :v s v e morphisme qui est 1'identité sur les espaces topologiques . .
3 i $ ' 4 sur les espaces topologigues sous-jacents e
sous-jacents et 1l'inclusion 33‘* %, pour les faisceaux structuraux. est 1'identite o B

:
H
{
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g .
s a”a ,&;!( sur les faisceaux structuraux. Done

X
B, 9g = goPR,, = goyp o8
X Iy T 9% {nvariants sous G . On a alors, pour tout nEn’
et _ i Ty . i = G
s =1L {~1) Tr(]’:‘x‘& 1&,(H¢(x N Fq.ﬂe) ‘@Q (M2, 5 0)7)
= : " i £
(Fgo9) ® idg . [lgoey) @ ig, Nla{sxcs idg N] q
q o g a conclusion s'en d4&duit par la méthode habituelle.
or, ot 3 un isomorphisme _ =
z.4. Si == {t,y1 € xy(k} ot k est une clfture algébrigque du

{ Fq qN} =X Eq Fqﬂ g résiduel k de y . Ona
ot 1n triangle comwitatif degly)
, Frc:»bk(x) = (¢9 '3
: q
A (X8 ¥ )
x® ¢ lz a g
¥ N degly) deg{y} g Q
q o m\xq o 4 -t = (t%-t)q L (hqo-t) ® 4 (£ Teg)
x" XN Fq o e
g = ’rrk/ﬁ. ft Yot} = Ty /F (fly}}
) q ]
#ioh 12 décomposition ° °
F = 908, F = -0 = -Tr (E{y)) .
¥ ¥ k/F
¢ dtant le norphisme composé
(gov.) ® id on a prouvé {a) ; (b} résulte de {a) et des exercices précédents.
- X oy
xa Eﬂ}q——-ﬁx’q‘@g FNM}{@ F. .
Fq q g o Fq qN ;4. Pongtions I et faiscegux <{-adigues.

.4.1. Rappel sur le 7, .

[a descente du cOTPS de base est donc possible.
Soit Y un schéma localement noethérien, normal et connexe, pour

3.3.2.2". Compte-tenu de 3.3.1.2, la formule 3.3.1.2¢ découle de la for-
sule des traces ge Lefachetz pour 1'endomorphisme de Frobenius {$GA 5
113 3, Saa 4% (Rapport], voir aussi 3.5.1).

3.3.3.3. 5i en combine 3.3.1.1 et 3.3.1.2', on obtient, pour tout

out revétement fini étale galoisien de groupe € de Y ., on sait asso-

ier 4 chagque y€1¥l des Frobenius arithmétique et géométrique, q’y et

YE G7 . Mais pourquol se restreindre & un seul revétement fini, étale,

nﬂf , la relaticon : L
galoisien de Y ?

3 1 1 i =
Sn”i; -1} 1’5{ gzs Tr((qug}\%p(g},ﬁﬁ(x gpq @q.ﬂgl ®QE (M@E Ea]) . 8i l'on considére "tous" les feuétements finis étales galoisiens
o %/%¢ , leurs groupes G forment un “systéme projectif” et il est naturel
n P de considérer le groupe profini
(Fyeg) ply) = (F.® mM@E E}}o(ggp(g}}
: . HI(Y) = 1im G .
ot, corze 1'action de G sur X est définie sur Fq ¢+ l'endomorphisme XY
?ﬁﬁm comgte & L'action de G et induit un endomorphisme sur L‘eépéce Plus précisément, si K est le corps des fraceions de ¥, .=

si K est le corps résiduel du point générique M de Y , si E est
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*‘41}, sont done des éléments de

une cléture algébrique fixée de K , définissant un point géométrique onjugaison de ces images, FY et

cy)k’ .
‘Pour y variable, .les !riiY,v}jh sont tous canoniguement isomorpht

f de Y localisé en 1 , on définit 'r;l(Y,'TT) comme guotient de

Gal{K/K) = lim Gal{L/K)
L N K .
; si ¥ est un point géométrigue guelconque de ¥ et si y est

ol L parcourt les extensions finies de K contenues dans R o N .
point fermé de ¥ , on a dans ¥7,(¥,7) deux classes de conjugaison

ﬂ'lf‘!:ﬁ') est le quotient correspondant aux L , KSLEE , [1:K] { #e . , a
‘ et ¢, canoniguement attachées & y . De plus, on a le résultat de

tels gue le normalisé de ¥ dans L soit fini &tale sur Y . gitéd suivant (Serre, Abelian £-Adic Representations and Blliptic

¢s, Benjamin 1988} .
{EGRf‘:ME DE DENSITE DE éEBOTAREV, Les Ey {resp. cpy), pour v parcou-
fv! , sont "denses” dans wl("x‘,i}% . Plus précisément. pour tout

tement connexe, fini. &tale, galoisien de groupe G . de Y, les
. . i
sses de conjugaison Fyé G&’ (y€ hﬂ) remplissent tout ¢ .

Plus généralement, pour tout point géométrigque ¥y de Y , on pe
A&finir un groupe profini »'!1{1',9"}. Pour ¥ variable, les 171(1'.55)

isomorphes entre sux, mais par des isomorphismes gui ne sont canonigu

£ A

qu'a automorphismes intérieurs prés.

Fonctorialité. Pour tout morphisme f£:X = ¥ et pour tout point géom

trique x de X , on dispose d'un homomorphisme de groupe .2, Définition des E, -faisceaux.

Soit £ wun nombre premier et soit Ey uwne extension finie de Qe

Eo s (X)) = T (Y. £(x)) .
t % un point géométrique générique de Y .

EXEMPLE (i} Si k est un corps et Kk une oidture algébrique de k : o
DEFINITION. Un E)k«-faiscéau lisse sur ¥ st "par définition" une

représentation continue

définissant un point géométrigue s de 8§ = Specik) . on a

!

.(5,5) = @llk/K) .

P ?Tl{Y.“T) - Autgl(m)

En particulier, si k=¥§_, Wl(S,ss) contisnt deux Frobenius : le . . .
4 vectoriel de dimension fipde : M est appeld

Q}}. M est un E,-espacs

Frobenius arithmétigue 9 , tel que o) =19 , pour tout AEF_ , et - P
1 15 fibre du E, -falsceau & ay point géomdtrigue T eb eskt note <y .

le Frobenius géométrique F=9"1 .
o, . . L. - i & ind i ¥ est un
{i1) 8i Y est un schéma de type fini sur %, si ¥ est un point Si Y est un schéma de type fini sur & et si

géométrique de Y localisé en un point fermé y de Y , par foncto- Ex-faisceau lisse sur Y , on définit

7 1
yeiyl d@t(lw{NY)-sp(FY)}

riglité on a un homomorphisme :
a P i {3.4.2.1) LY, %;s) =

GaUE /F ) =7, (y.¥) ? 7 (¥.F) o
) est, en fait, un schéma de type fini sur E'q , on considere

{ol tﬁ*q est le corps résiduel de vy , §q la ¢l8ture de Pq dans ¥}

1

et on peut considérer les images de T
vEi Y| dat(l—*f&eg(y)ﬂ{?y)}

L{Y,3;:7) =

F,e€ Gal{@q/s‘q) =7 (y,7)
; =E, . on retrouwve 2Z{Y:T) (3.2.3)).
par cet homomorphisme ; on note Fy at Py respectivement les classes

68 &




N. M. KATZ INTERFRETATION COHOMOLOGIQUE

‘De mfme, si Y est en fait un schéma de type fini sur Fq , on

ux ¢onstructibles. Sur un schéma Y noethérien, la notion

L it plutdt
“fafneoau  constructible géndralise la notion de B, ~faisceau liss s .
‘ L2.4) Ly, %) = 11
veiy! det(l—?deg{y}i‘"‘y'a‘;}

cdéfinie ci-dessus. On a les propriétés suivantes :

(i} e un morphisme f:X * Y de schémas noethérisns et pour un )
o ’ F est de type finl sur ?}‘q 2t si &

L2.5. FPormule {exercice). Si Y

Ey ~faisceau coustructible ¥ sur Y , on sait construire un ) ‘
un Ek—faisceau constructible sur Y , on a

Elwfaisceau f*g constructible sur X de telle sorte que, si ¥ es o "
LY. 37} = exp( & — §_(¥,¥))

lisse, i.e. correspond & une représentation £ de ?!l(Y) , alors £F. 3 ' n=1

est aussi lisse et correspond & la représentation pof, de T (X},

(ii) pour un Ey~faisceau constructible ¥ sur Y , il existe une B ) S“(Y’m - c‘ﬁn ¢ ‘yﬁi{k Tr{Fg/d‘:};)
partition finie Y = 1{{ Z, - ol les 2, sont des sous-gchémas constru : degly)=d

tibles de Y , tels que {ia)*?ﬁ' = 3‘& soit lisse sur Z, (i,:8.°Y sorte que

est 1'inclusion), pour tout o . * 8,(v. ) = T e TI(FY'%?}

yGY(?q)

les diverses représentations assocides nux E,~falscesux lisses 3,
lz - Flvw .
S (Y.F) =5,(¥Y@, F Fy®, F )
g 4 q 4

mais on n'en parlera pas pour le moment.
i ¥ est un schéma

avec la situstion d'un revétement Stale fini. Si

si iy YT Y est l'inclusion et si ¥ est un El—faisceau construc- type fini sur %, si X/¥ est un revétement fini &tale galoisien de
groupe G et si PG 2 Ruty {M} est une représentaticon de G dang un
' %

A

. L * .
tible sur Y , alors 1y{3‘) est un E;-faisceau constructible, done
A cette

lisse, sur y ot correspond donc & une représentation continue de ~gspace vectorlel ds dimension finie M, on peut assocler
7,{y.¥) dans un E,-espace vectoriel de dimension finie noté F- et tuation un FEy-faisceau lisse ¥ sur ¥ : # provient du G-torseur
¥

appelé la fibre au point géométrique ¥ . X/¥ par extension du groupe structural par

S5f ¥ est de nouveau un schéma de type fini sur F, si 7 est p16 " Aut, (M)
A

un point géométrique de Y loecalisd en un point ferméd Y
P y de . de (¥ “est" XXGM = Y gomme "espace &tald" sur Y). On a alors

corps résiduel E‘@t (¥ correspondant & une cldture algébrigue F‘q de " ;
E‘q) et si F est un Ex-faisceau constructible sur Y . alors le L(é)ﬁ £ AutEA(M}:S) = LY, #:s) .

Frobénius géométrique F_E€7 (y,%) = gal(f /F ) agit sur la fibre J-
y 1 ‘1/ 4 9 Y EXERCICE. Si ¥ est en fait un schéma de type fini sur Fq » ON a,

et on peut done considérer la fonction L
pour tout ifW ,

1

ETETYI det (i “Sp ¥ <.
Y et {1-{Ny} Fy.ﬂ';)

{3.4.2.3) L{Y,¥;s) =

i R TR § =
H{:{Y@Fq E“q, F) HC€X®in ﬁ*‘qrM@ @y

70 71



N.M. KaTZ

3.5. Fonctions I et cohomologie des E,-falsceaux,

3.5.1. Formule des traces et rationalité des fonctions L .

Soit X un schéma de type fini sur E“q . soit ¢ un nombre pr

et soit ¥ un El~faisceau constructible sur X , on dlspose de

E, ~espaces vectoriels de dimension finie

ngm%sq,s; (1€
nuls pour 1i>2d ol 4 = dimg, {X}) ., sur lesquels Gal(@q{?q} agit.
9

La formule des traces de Grothendieck (8GA 5 111 B, SGA 4% [Ra;;pd

dit gue, si 2;‘p=carfl?q). on a

s, (x5 #2 ¢
XEX(EE'CI}

) o= T of_13d i =
TrCFx,?Fx} < (-1} TZ‘CP.HCGC@F E‘q.g))
o
et, plus généralement, que, pour tout entier ny1 , on a (avec les
hotations de 3.4.2.1}
=5 (o133 i =
5, (X, 3) i (~1) Tr(Fn,Hcix*&Fqu,S})

On en déduit (exercice) que L{X,%:7) {3.4.2.4) est le développement g
Taylor & 1L'origine d'une fraction rationnelle & coefficients dans Ey

L {epitt
- qud‘)}

(X, %1 = 1 det(1-7F,H-(x®
i < q

3.5.2. Cohomologie & supports propres.

I1 est commode d'interpréter

(H(x®_, & ,%) + 1'action de Gal{F /F
" ?q q action de { q/ q)}
comme un Ek-faiscemz constructible sur Spec{?q).

De fagon générale, si

rh
(R

est un morphisme séparé, de type fini, entre schémas noethériens et si
¥ est un E,-faisceau constructible sur X , "on" peut définir des

Ey -faigveaux constructibles sur Y , notés
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r'e 3 (i€w)

max{dim ﬁ”liy}} de telle sbrte que :

pour i)?d O\:l d =
' ¥

£33 = Rif,,ﬁ (Vi) , si £ est propre ;

x' -9 x
f'l £
v ey

¥ tout i . la fléche de changement de base

. . .
g*lea”&”“ leig' K]
it un isomorphisme
si g:¥ > Z est un morphisme ol % est noethérien, on a une suite
ctrale de Leray

z;j = rig Rl ¥ == R T (ger)m ;

{3) si U eds X est un ouvert complémentaire d'un fermé D dix, ona
o suite exacte longue &'excision : si on fixe les notations & 1'aide
qu diagramme
&
—] c-i-»;{: «>D — Fip

NI

Y

Fiy

ette suite exacte s'écrit

— = ’'f 34 » Bz » mbey (3p)

Ul
~ R (5)) > -
ULty !
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(ar = A ‘ ‘ Rijgsmﬁ pour 170 :
a=* ¥~ LGwH+o ' e }si i:2% X est une immersion fermée et si ¥ est un

: . . % ible s
est une suite exacte de E}‘-faa,sceaux constructibles sur X ., on a un disceau constructl ur 4, alors

suite exacte longue de cohomologie N %1 (3 = 1, = “faisceau F sur 3 prolongé par O"

——— = RYF T Rifi(}" Rif!u
. ‘ i, \ .
- R1+1f23,“, —_— - , R'i,5 =0  pour iY0

l

Maintenant, si Y est un schéma de type fini sur @ et si y @ } ei on a une situation :

un point fermé de Y de corps résiduel ?q , alors : - .
RYE. 3 » fx /f
¥y B

n'est autre que le K, -faiscean 1lisse défini par : .
( 1'.{ . F ) - ) est une immersion ouverte et ol £ est un morphisme propre et
H X F ,F) + l'action de Gali{F /F J) . -
ey Fq 9 q/ a ~¥# est un B, -faiscean constructible sur X , alors

Résultats ou remarques complémentaires ou exercices : ris

{i} s8i 1'on a une situation :

3= RE(,® i) g

si on a une situation :

F o= ak-faiaaeau constructible

i Uede x «2ap & X-U

X .
£} : fl
Y ’ Y
S e |
% schéma de type fini sur 1/8] . . j est une immersion ouvaerte et si ¥ est un E,-faisceau construc-
alors Lo J’ble sur X ., alors
: i .
LiX, 5rs) = L(Y,lels;s}("” a) on a une suite exacte courte de Ey-falsceaux
i _ oo
. i _q33¥] i ] w5 3y A -3 it
= 1T uz,8g,m e 30 7N : 0* 333 FrraF~0
1,7 ;
n (-1} B) 1la suite exacte longue associée & sette suite exacte courte
= TT (3, RMgef)t¥;s} : : :
n ‘est rien d'autre que la suite exacte d'excision ;
i}y si j:U™ X £ ou 1 o i i L - . )
(31} 3 est une immersion ouverte et si ¥ est un : si 3 -2, § est un homomorphisme de ¥, -faisceaux constructibles
~faisceau constructible sur U . : . . e . - R -
E’& 1 » alors ur un schéma ¥ noestharien et irréductible, si 7 est un polnt gene-

T . s . S P :
R j\{? = 1,# = "faisceau ¥ sur U prolengé par o' ique géometrigue de X et s
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. L g : ~fai ¥ t "pur de
o ¥ 7 G . INITTON. Soit wE€® , on it que le E, -~faisceau es

s w® si, pour tout point feymé x de X, les valsurs propres de
ggissant sur F. {15 encore X g8t un point géomeétrique arbitraire
x

*y T ® Hy A == o
. isé en =)} sgont des nombres algébyiques o itels g

est un isomorphisme, alors, il existe un ouvert denss UCX tel gue

soit déja un isomorphisme ; —
fol = ™% (= (V")

{vii) supposons que sur X rnoethérien, on att une suite & homomorphi ) -
abgolue archimédignne 1} gur & .

oute valeurx

de Ekwfaisceaux constructibles
: i i €

o g RQUE. 8i F est un Eknfalsceau entier et pur de poids w&Z ,

SMQWE x 2 3

s wY0 (en effet, soit x un point fermd de X , solt K/@ wune

F

alors cette suite est exacte zi et seulement si pour tout point géomé nsion galoisienne finie contenant les valeurs propres de F

d wvaleurs

trigue x de X la suite sant sur Fy ; si A= [} . si 1‘1”"'3Ed sont les

e -
3 gx

TR S ¢ SO T - I lues archimédiennes de K et 31r 4€K , on a
X T X ;

o -

est exacte. ) lali = INK/Q(ﬂ)i H

[
fl

3.5.3. Résumé du théoréme fondamental de Deligne (Weil ¥¥). agissant sur 3§ , o0&

, si o est une valeur propre de Fx

‘8pit X un schéma de type fini sur % et soit & un Ek-faisce

dw o= n, , (e}l EN
constructible sur X . V) ij; ‘&ll | /o'

DEFINITION. Le E,-faisceau F est dit "entier” si., pour tout point

—faiscean constructible ¥ est dit “mixte" g'il

INITION. Un By

fermé x de X, les valeurs propres de F_  agissant sur ¥F- (X es&
X 4
wiste une filtration finie de F par des sous-E,

-falsceaux construc—

F) > ’ i v i . ra ~
un point géométrique arbitraire locslisé en x) sont des entiers aloe

bricues.

REMARQUE. Dire gque les valeurs propres 4d'un endomorphisme 4'un

Le résultat fondamental de Deligne (Weil II} est le suivant :

BOREME 3.5.3.1, 81 £:X %Y est un morphisme entre schémas de type

fini sur 7. si ¢ est un nonbre géemier inversible sur ¥ . i B
Qg et g1 JF est un El~faisceau construc-

Ey~espace vectoriel sont des nombres algébrigues (resp. des entiers alg
brigues) a la signification suivante : on fixe une clfture algébrigue

ﬁk de E, ., de sorte que 1'on peut prendre toutes les valeurs propres

gt une extension finie de
fible sur X , alors

i T
i) gi ¥ est entier, les R £,F sont aussl eobtieks s

i -
i) si % est mixte de poids £ n , alors chague R f!3 est mixte de

dans EA » mals on dit en plus gue c¢es valeurs propres sont dans la

clbture intégrale de @ (resp. de %) dans EX .

EXEMPLES {i) le faisceau constant ER est entier ;

{ii) "entier" passe aux sous-faisceaux et aux faisceaux quotients.
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poids $ nHio.
nie en 2.1.0,

Précision. 5i X/Fﬁi est une courbe propre, lisse et géométriquemsnt
n
r b
n=1 0 vEV(E )
q

{(£{v)1))

Ll

connexe, si U 1, X est un ouvert non vide, si F est un El-faisc LAV, £,¥:T) = exp(

t

?{TIF n'/‘?q

lisse sur U , pur de poids w (/@ avec L £ p= car(l?q)) , alo q

H‘i(x@) F_.3.%) alors le développement de Taylor 4 1'origine de la fraction ration-
F_Tgte¥
4 le (& coefficients dans EX)

est puy de poids wei (i=0,1,2}. Pour i=1 , ce groupe de cohomsl
1

e ity
est e "H “{..1)

i -
parabolique", LV Sy T) = TS det(lw??.ﬁcﬁf@qqﬁq,ﬁyff

=l = 1 = 1 =
H (Uu® . = & . - H @, F . . . 3
( FQF‘Z B = I, ?qu 2 (v E'q q':”} 4.2. Deuxidme méthode. Scm point de départ est la relation
3.5.4. Applicatd d . -
pplication aux sgmes exponenticlles 5 ‘L’(Trl, /F (£{v))) = T [,{;{ £ l(u) (# n)],‘i’(fm;s, /F (al)) .
Soit V un schémz de type fini sur E‘q , soit £ une fonction VI{E n) qn 4 uQE‘qn 4 qn 4
9

Vv et soit ¥ un caractére additif non trivial de . O i . X :
ere a a F n peut int tte relation s'interpréte cohomdlogiquement de la facon suivante

préter en terme de fonctions L de faisceaux ¢ adigues la fonctie
définie par les scmmes exponentielles
8 (V.£.¥) = = g
vEv(F )
n
<%

Soit ‘:Y le E;s—faissceau lisse de rang 1 sur Aé: provenant du
(£(v))) . q

n/Fq orseur d'Artin-Schreler sur al a'éguation
9

PR B Tq...'f = ¢
On choisit pour cela un nombye £ #p , une extensicn finie ¥, 4

2 . 1 s N
N i x P " structur &
QE contenant les racines p-iémes de 1funité et on regardera ¥ comme coordonnée affine sur A"} par exention du groupée tural

o % . . - . - 1 "
un caractére de E‘q 3 valeurs dans E; . jde de Y : E‘q "By . Pour toub point géometrique U de A localise

. . ) un point fermé u de al , ona
3.5.4.1. Premiére méthode. On associe & la situation (v,£.¥) un

Ey~faisceau lisse de rang-l sur V , que 1'on notera -ﬁ.,}, g« tel que Tg(Fu' (‘g‘i’)ﬁ) = YCTrkaq(u))
1

pour tout point fermé v de V de corps résidue)l k et pour tout k est le corps résiduel de u .

int géométri v i i ~
pa géométrigue v localisé en v on ait ) Pour tout SEAt(E o TF L qui se trouve au-dessus d'un point
g |

Tr{F_, (£ =) =¥ . . -
x{ v { ‘i',.f}v) (Trk/ﬁ‘q{fgv)” fme u de degré dEn , et de corps résidusl k , on a

R ot st P _
{&Y'f est le Ey-faisceau lisse de rang 1 sar V qui provient du # e n} = I (=3}7 Tr(Fi’fd:Hg(f ’*(u)ﬁwq‘aa))
q 3
_1y3 n/a@ .3 -
2 (-133 re(E /T RTEQIZ) -
¢} En combinant {a) et (b}, on trouve que

Fq—-tora ear d'Artin-Schreier d'éguation

L1

1 = £lv)

par extension du groupe structural par ¥ Fq -+ E;}, On wvoit facilemen"

gu'on a Sn(v,f,“i’) = Sn(v'i‘f f}" La série L attachée & la situation, .
¥
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z B (-1)7 ol Gy B RIE 0,0 5)

8 (V.£.7) :
T§€Al(ﬁ*§/d) J

Un argument classique (déterminants d¢ Hankel et lemme de Fatou,

i

Deligne, Weil I} montre que les &, et ﬁj sont des enticrs algée

£ (-1)3 sn{gﬁ.l,&,’.% RIF, @)

> : gques. D'ol 1'énoncé 2.1.4.
=2 ndz et ot aleg £, 57,0, o
3 i ey 1ue I dnoncé 2.2.3 {a) est une conséquence facile de la dualité de

2

Par suite L{V.£,¥:T) est le développement de Taylor 3 l'origine de

Enfin, le & -faisceau lisse de rang 1, £?'f , sur ¥V est pur

. . P4+l
- £, 1 3 -1t
il lj det(1 TP.HC(%?quY‘g‘R £0pt) .

poids 0 , donc, pour tout n=0,1,...,2 dim V ,

Hg(v%qu,&%f)

REMARQUE. On a £y . = ffig . ce qui permet de faire le lien entre le
[ 4

g5t mixte de poids € n {3.5.3.1}, @'od 1'énoncé 2.2.3 (b).

deux points de vue cohomologiques {la suite spectrale de Leray pour 1

morphisme £

id o plal 3 i3 F g
E Hc(%q,iyg'R Ty} ==>H "V, s*q. Y‘,f)

permet de passer 4'une interprétation cohomclogique & I'autre : d'ail-

leurs les calculs que l'on s fait ne sont autres que la version combi

natoire, ensembliste, de cette suite spectralel.

3.5.4.3. Hous pouvons malntenant donner 1'interprétation cohomologigu

des entiers algébrigues o, et Sj de 2.1.4 et 2.2.3.

La premidre interprétation cohomologique de la série L(V,£,Y:7T)

nous dit que cette série est ie développement de Taylor en T=0 d'une

fraction ratiennelle gue 1'on peut écrire, aprés simplification, sous

la forme

ET( 1-a,T)

Tj( 1-8 jfr)

a
o {ai} et {ﬁj} sont deux ensenble finis disjoints d'é&léments d‘une

cloture algébrique E, ds E : les @ et ﬁj sont des valeurs pro=

pres de F agissant sur les groupes de cohomologie

}Ig(v®ﬁqpq‘£Y,f} -



THEOREME D'UNIFORMITE POUR LA STRUCTURE COHOMOLOGIQUE DES SOMMES

NENTIELLES

‘Le but de ce Ghapitre est de prouver les résultats apnoncés en
1 et 3.1.1. Hous les déduizroms (¢f. 4.3.2) &'un théoréme dit
réme clef (4.3.1) qui sera &tabli en 4.8 (et amélioré en 4.9}.

‘Ia_situation globale gue 1'on veut comprendre.

‘Snit RS € un anneau de type fini sur Z , soit V un schéma de

fini sur R , soit
1
Ly
£f:V AR

- "fonction® sur YV .

Chague fois gue l'on se donne un triplet

.

(E‘q.m.‘f}

DY Fq est un corps fini de caractéristigque p , ol ®:R Fq gst un
dmomorphisme d'anneaux et o ¥ est un caractére additif noo trivial
F_ & valeurs dans E = Q(CP)J Gp étant une racine primitive

|
iéme de 1'unité, on peut former la série L ,

LUV ) E Sy € el

_pour toute place finie A de E qui divise un nowbre premier ¢ #p.
a (d'aprés 3.5.4.2) llinterprétation cohomologigue suivante de la
rie L o

i+j+l
L{(V, )8 nE  ¥1T) = TT det(z-7F.H {aés E s @ij (2, py -3

ll
et augsi, pour ménwire
i - (-1
-~ ® £
TiT det(1-TF H (V8 & Ly o)) 3
ROBLEME. Comprendre la variation en fonction du triplet (Fq;W;Y) de:

(i) L{V,£)8, 5 F ,¥:T}

RTo g

R & ¢ ol
(11) Ho(A® 7 F Ly 9R71,0)) (et O Fofy, g0

En fait, on va voir gque le probléme est de comprendre les Rnfl@e -
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4.2. B guol ressemble un Ex—ggisceau constructible sur Aé .
ao,al...«,angﬂl . anfe , n¥1 . Soient r,=r.a, et
1

On considére la situation suivante ¢ RE ¢ est un anneau de typ .
R’{}.}.] . On peut décomposer
2

by £(T) en facteurs irréductibles sur
fini sur ¥ . E, est une extension finie d'un coxps @, ., F est un n

Elh-faisceau constructible sur &; . l'l:(ﬂzl :

8
1 % — i
LEMME. Il existe r€R-{0} tel que a. £lm) = ?fi(‘l‘)

n

»

(i} R' = R[%',] est noymal {et mBme lisse sur 2Z) . fi{'r} sont unitaires, irréductibles & coefficients dans Fract{Rz).

(ii) i1 existe wun diviseur : rés le lemme de Gauss, on a en fait fi(T) € R2§T] , pour tout i ,

N

Lini, étale sur Spec(R') (i.e. D Spec(R'(7]) est défin rune ) : rsible dans R, . mais peu importe car, dans Ry = R{%) ol
3

D Axl{, orte gque
l £(T) = Tini(T)
Spec{R") 2
dans Rz[‘ﬁ. A priori le discriminant & deé £{T) n'est pas

¥

Squation £(T) €R'[T]. unitaire. vérifiant (£(7),.£°(T)) = R'[7]) & -. . £, . il 1lest.

A

e ' - : Il reste a4 nettover chague composante connexe D:i de

est un K, -faisceau lisse, done correspond 3 une : ' {£{1} = 0} {Di = {fi(tr} =0}) des singularités du faisceau 321} H
i

al 3}@\; -

1 &oisément est structible, donc il existe un ouvert
représentation continue de ﬁ}_{ﬁ;,—l}) 8 precilaement., 3}9]._ st con '
: ., : ; e de D, sur lequel ¥F est lisse ; cet ouvert s’écrit
b) i (Ei)i est la famillse des composantes connexes de D {al i
£{T} = Trfi(’f‘} ef £;(T) est unitaire et irréductible dans rtiT], Spec(sitgjij
i i
Di est défini par 1'équation fi(’f‘) =0}, de sorte que D = _U_Di N
i ) :
alors, pour chague 1 . Ftb' gst un By -faisceau lisse sur D; . g ‘ 8y = R3£Ti/(fif'}7”

correspond & une représentation continue de ﬂl(l}i).

s; € Si—{ o} .
PREWE. Comme KRSC , Fract{R] est une extension séparable de @
. . 1 . . .

done il 3 €r-{o} tel E Rf =

existe r, { el gque Spec( Erlj) soit lisse sur Spe c = r3.TT Normeg e (sy)

i 73
Posons R, = RlL] , 5 est constructidle sur AL , donc il existe .

¥y ~ Rl ' pond aux exigences du lemme. z

F(T) Ei{li‘r}-{(}} tel que ¥ soit lisse sur ,g; -fE(7) =0} , mais on-7 . Ce lemme nous conduit 3 introduire la notion suivante :

sait rien de £(T). si £(T) = a €R, ., alors r=r,.a  répond & la B CrrINITION. Soit RS C  un anneau poymal. de type fini sur # . Soit

faigceau congtructible sur Aé . Opn dira que

question (D=g). Sinon g an By~

p; ; .. e alep o At e
£{T) i U= po-D ™ A, YD
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Par contre, en caractéristique 2 , on a

est une “décomposition adaptée & 3" i D est un diviseur dang ékl';
gui_est fini et étgzle sur Spec(R) et _si ¥ U gst Yisse ainsi que

+ 1
xt+i=tepxla ntx¢=?(’iz—l)2~(§~t—i} = £

B Pt

F{D, pour toute composante connexe D, de D .
On dira gue F est "bon sur A;"‘ s'il existe une décompositioh
gdaptée 4 7 .

fi¢le "dessin” est le suivant

On peut reformuler le lemme sous la forme :

LEMME., 8i ¥ est un Ek-fgiseeau congtructible sur A:; » il existe
r€r-{0} tel gue R' = R[1/r] soit nomal et que ¥la;, soit bon.

EXEMPLE. Boit

£ gm,z' = Spec{zfx,}%l) - Spec(ﬁ['l‘]) = AA%

le morphisme défini par

Xti=r : ’
B sur Ay .
. - . : 1
et soit F = fiﬁg : 3 est un Qe~fazsceau constructible sur By { La situation géométrigue gue 1'on vient de décrire est celle qui

3 _ : . s .
a R'E,Q, = 0 pour tout 31 car £ est de dimension relative © associée asux sommes de Kloostermen & une variable.

En caractéristigque p#¥2 , le "dessin" de f est le suivant T “x_!_:z;
=)o

egx*
*q

* est la nature exceptionnelle de "2" dans 1'étude "géométrique” ci-
ssus qui nous a conduit & ajouter "“de niveau une puissance de 2" dans
ST T re gquestion sur l'existence d'une forme modulaire non holomorphe de
- ]
/ o R { ids 2 attachée au produit eulérien
s d
=2/ ‘£l .
1 7 e
:'} ¢ <2 . - 1~2s8 °
o w1, p 1-Kloos(p:llp S+p
. y ,/
o 3. Le théoréme clef et ses conséguences.
¥
Dans ce numéro, nous allons énoncer le théorédme clef st en déduire
uelgues corollaires, cqui nous permettront de démontrer les théorémes

3.1 et 3.1.1.

I1 ¥ a deux points de ramification, x=1 et x=-1 , qui sont modéré . PR
: : La démonstration du théoréme clef ne sera donnde qu'au numéro 4.8 :

puisgue 2 est inversible :
i effet nous aurons besoin pour cela de rappels et compléments sur la

x+

AL

S - 1,2 _ £°-4 ]
t X ot tl o= Ol (X”’ﬁ} . chomologie €~adique qui font 1l'objet des numéros 4.4, 4.5, 4.6 et 4.7.
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4.3.1. Enoncé du théoreme olef et corollaires.

* .
actére additif non trivial ¥ de E‘q & valeurs dans Ei,p {on

Soit RG € un anneau de type fini sur Z , soit E  un oorps de .
R = r{1/r] on rér-{0} , les triplets

caractéristigque de E‘q), si

nombres,scit A une place de E au-dessus d'un nombre premier g, .
¢« R' s'identifient aux triplets dans R dont e morphisme ¢ 8¢

soit Ey le complété de E en la place X | Pour tout nonbre prenie o
jonge & R', i.e. dont le morphisme ¥ vérifie e{r}FO «

ﬂ&l@ﬂ E

p#E , soit E, le complété de E(G )} en une place divisant X . 1
B P A tout triplet (Fq,cp,‘f) on attache la droite A, R R T

(£ étant une racine primitive p-iédme de Ltunité). 1
F E;\ P-faisce«au 1isse de rang 1 , S‘Y ; SUr A{p , tel que. pour tout
: +

Soit F un Ek—faisceau constructible sur Ai . Quitte & rempl N N . L
nt fermé x de A, de corps résiduel Xk et pour tout point gsome-

cer R par RL1/rf} oft r€g-{0} , on peut supposer que £ est B
1 gue X localisé en x , On ait
inversible dans R , que R est normal et que EJAR est bon. Alors, .

une cldture algébrique arbitraire E‘q de Fq . On peut alors consi-

U@i»afi@émb
DL

une décomposition adaptée & ¥ . On associe 3 ¥ et i la décompositis er les Ex’p~faisceaux constructibles 388:‘? ¢ gpetgx‘i’ : 3npct Y
adaptée vi-dessus les obiets suivants : Uy Ai') et les Elipwaspaces vectoriels de dimension finie, nuls pour
- le E,—faisceau constructible 3,3 sur ﬁ\é et 1a fldche 0,1,2 ,
canonigque Qg‘q » @S

3,37 s

in1
H_ (4

C

HoB,®F 4 T B0
H

- o ; S 3, B5,)
les E)L faisceaux congtructibles :?Pct et gnpct {"pct” pour a "npct ¥

. u M b AET . d ' - . ;
Yponctuel” et "npct” pour “non ponctuel”) sur ’AR définis par les Ur lesquels Gal€Fq/Fq’ opére. (Quand on parlera de dimension de ces

suites exactes paces. il s'agira toujours de B, P—dimensicn : par exemple,
.

#
0% F L T F™ 3,35 1= 2 i i1l .
ot * = - i 2 L5848 .
|2 xa(%@e‘q, F8LI,) i‘fo (-1} qimE)k P(Hcmq: Fq FB L)
- ¢
owspct‘*gqsnct*o 1
i Enfin, comme RS $ , on peut aussi considérer la droite Aas'ﬂf et
de sorte e F est concentré D j i i ' Py :
- pot o ¢ car ) estoune ;merslon s Ex-espaces vectoriels de dimension finie, nuls pour 1#0,1,2 .,

*
ouverte, et que est contenu dans §,1 F

F

npct i

P . ~ H:': (ﬂlji@ T.¥)
- le conoyan de la fléche cancnigue qui n'est autre gue le quotie

}

*

343 3%

sur D .

iga1
npet ¢ c'est un B -faisceau constructible sur A;i . concentré H¢(AR®c ’ 3pct
i W1

H (A BT, rﬁnpct) .
Un triplet (E‘q.v;‘i’) dans R sera toujours composé d'unr corps wand on parlera de dimension de ces espaces, il s'agira toujours de

fini a?q , d'un homomorphisme d'anneaux $: R ™ E‘q non trivial et d'un )\-dimensian + par exemple,

a8 89
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sorte que l'on a les formules suivantes

1

2 ; :
I o-nt dimEl(Hé(ARgm,S‘)) .

1 Ot - 1
X B B EF) = hc(&q?@lﬁ'q;?@xy) XC(AR®€,Spct>

i=0

THEOREME CLEF. Soit RS € un ameau de type fini sur % et soit F

x 1,.len N 1 . .
un E~faisceau construgtible sur @.;; . On _suppose 4ue R gst norma hQ(A:p@ Fq 38IL = x (B BE, ”J*npct) + dlmﬂlwﬁ) :
1
gue € est inversible dans R gt _gque JF st bon sur A avag L ¥
R si j*S est pur de poids w et si la fléche cancnigue F 7 J,3 F

U ujm,»p.é o [ un isomorphisme, pour tout triplet (anci’a‘i’? dans R, gn a

comme décomposition adaptées. Alors : Hé(&i,@ ﬁq’ 3@y =0

(1) pour tout triplet Eﬁ‘q.w,‘i’) daps R ., on a r tout entier i1 st

2. am 1, dgm
chawﬁvq,sﬂ?a&.,!) 0 Hc(%@t?q,:f@%}

pur de poids w+l et de dimension

et
X (8298 , 328, = x_ (823 €,3) - dim, (F=) vtaleF , 308, = x (al®e,® + aimg (32
By PF TR, B2 c e, (% SO F ¥ lag®e, 5 (T
o8 T est un peint géométrigue générigue de Ai ; ) s - Fpee EE si F est pur de poids w . pour tout triplet
. e \ LoLx F 9% dens R, ona
{ii} Les E,-faisceaux constructibles 3,3 ¥ . 390,: ¢ Fopot et g

1

. i le _ .
Coker(F ~ 3,3 ¥} sent bons sur Ap gt adwmettent ac(%@gq, §®£?§ =0 (¥is50)

H b3 3 £
{)A‘Bg z @ ?)

pour décomposition adaptée : leur formation est compatilble & toute

sget pur de poids w ef de dimension
extensgion des scalaires R ™ A (A un asnneay gueleornkue) ; :

RO 8F , 58Ly) = X, (Ag®€,B) .
(iii) pour tout triplet (E‘q.‘@.‘t’) dans R , on a le tableau suivant

s

des isomorphies et des évanescences de la cchomolegie & support propre”

On va meintenant déduire quelgues corollaires de ce théoréme clef

vi sera démontré en 4.8. Commengons par un rappel et une définition.

i 3
gpm' T’g J‘»En}?c"'“ Si ¥ est mixte sur AL lors, d'aprés Deligne {cf. Weil II)
! . R ‘ a3 2 3 B o - .
O, B ! z v 1 - 3
Ec(%gﬁq ;B4 =:a : o ur tout triplet (Fq;% )} dans R, les EKrP espaces vectoriels
¥ t N
i, logm
o ; : ®F ,304&
Hlia,@F . .38,) | o | = HLag®F L 398y)
1 ¥ -
I P P— sont aussi mixtes pour l'action e FE Grai{E’q/E‘ ) : on note
H(a 2 F . LBdy) 0,05 0 . *
L hy(ag®F . 38,
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. 1
‘ ) ) i i Introduisons la notion suivante : un  E, ~faisceau G sur & est
la E}\ Pmdimanszon de 1a partie de poids w du Hg ci-dessus et on
*

> sas i i 5
ponctuel (relativement 3 la décomposition U LLQR «= D} s'il

pose
bon, s'il admet la décomposition

log i,i,,1em
x (B BF ,395,) =E (-1} n(a ®F , 3835, . ' '
W e g ¥ i WP g b4 , ﬁéln

On a aussi

x 4*
i e décomposition adaptée et si la fléche cancnigue G- j,i G est
B, BF_, FBE) = H {pdles réei ues de poids w} . L
XW( T Y A Hprogues 8 poreE ¥ léche nulle. Les Ek-faisceaux ponctuels et mixtes sur BR. vari-

- ¥ {zéros réciprogues de poids w!

ht la conclusion du corollaire 1 : en effet, si G est un tel fais-

1 ez )
pour L(Ang@&Y:T,) vue comme élément de E,;,?(T). i1 existe ré€R-{o} tel que CHA;;., oi R' = R[1/r] , admet une

*

ration par des sous-faisceaux 4 support dans D , lisses sur chaque

COROLLAIRE 1. Soit R€ € un anneau de type fipi sur Z et _soit ¥

ascante de D , avec graduds lisses, purs et ponctuels ; cecl nous

Elmfgisceau gonstructible et mixte sur A; , alors il existe r€ R-{

.
-falsceaux nctuels et purs sur et dans ce
tel gue, pour tout w€@ ., llentier néne au cas des E,-fals po p ? oy

1o = ¢ 1a conclusion résulte de la partie (v} du théoreme clef.
Xw(Aq,@t?q ‘ 335‘13

Montrons maintenant le corollaire pour § {Exmfaisceau pur et

{défini pour tout triplet (B’q,tﬁ,‘?) dans R , donc 3 fortiori dans o sur A;)- Il se dévisse en

R' = Rl 1/r2)} est indépendant du triplet {Fq,cp,\\’} choisi dans

o~ 33"+~ 1,370
R = K[ 1/r2] .

) 1 « . L%
:;.,li*3 est pur et ponctuel sur A, et ou ] F est pur et bon
PREUVE., Par additivité de ¥ sur les suites exactes, on peut suppose s
N ’ i i fa Afi . Par additivité de Xw , on est donc ramene a prouver le

ue F est pur (bien entendu, si on a une suite exacte courte Yo ] . )
; ' rollaire pour le faisceav 1,1 F . Soit ¥=3 F , alors H est lisse

-
0431 3-*334{}

2 £ pur sur U et on a la suite exacte

de E,-faisceaux constructibles et mixtes sur All{ et i r, " i*;‘;*}i e

Fe T d jj,;* ~ j*x wp il
ur ¥ et r, ™ he" ¥, , al =r. . " hat ' ‘ '
o ’ 2 T PUOTS ¥pTEp Xy WAEERET BOWF iii*j*?&i = Coker(jgh‘v - j*j'jsﬁ} est ponctuel et mixte (eof. partie

32 . done si r, "marche” pour le quotient pur Grq(3) d'une filtrat

) ii) du théoréme clef). Toujours par additivité de X, » OR st ramene
finie convenable du E,-faisceau constructible et mixte F , r = e
o

prouver le corollaire pour le faisceau i . La conclusion résulte

“marchera" pour @&).

jors de la partie (iv) du théoréme clef.
13

Partons d'un EA~faisceau F constructible et pur sur @.; . Quit

OROLLAIRE 1' {Deligne). Sous les hvpothgses du corollaire 1 , il existe
r€r-{o} tel gue, pour tout 1i=0,1,2 gt pour toub wEdT .

L1 )
h;%wq, FBL,)

est_indépendant du triplek (E‘q,w,“:‘} ¢hoisi dans R[l/rﬁ] .

& agrandir R (cf. lemme 4.2), on peut supposer gue R est normal,

que £ est inversible dans R et gue ¥ est bon sur @% . donc que

¥  admet une décomposition adaptée

UJ—-A;JLD .




N. M. KATZ THEGREME D’UNIFORMITE

PREUVE. Quitte & agrandir R , on peut supposer < bon sur al . de; ologigue &'une courbel. D'aprés la partie (i) du théoréme clef,

sorte gque & admet une décomposition adaptée et que pour cette décom

ot
bons sur A}; eux aussi. Appliquons le corollaire 1 & 3pat. et &

position on digpose de EP et snpct , gui sont des Ek-faisceau ; E%‘b - Hi(&;,&g.q' (Rbfigl'g’;:wg) = 0

tout bEN . Donc toutes les £léches a, - dy 4.v. sONT nulles,

, on trouve ainsi qu'il existe ré€Rr-{n} tel que

3np¢t

X, Al # los faute de place, ©'est-d~dire gue
k:d , ¥ 248 e @

q° snpc’t@s‘f) sont indépendants du

: la suite spectrale dégénére en By,
triplet (Pq.va,‘f} choisi dans R[1/re]. I1 ne reste plus qu'a applig

2P = 520 (Ya.,b) .

Il ne reste gue les suites

les résultats d'évanescences de la partis {iii) du théoréme claf.

COROLLAIRE 2. Sodent RCEQC up anneau de type fini sur 2, V up sch
de type fini sur R, f:V ™ 1&; un R-morphisme et ¥ un Ex-‘fais
constructible sur VvV . Alors, il existe r€ Re{ o} tel gue lee

exactes courtes

it,n-1 n 0,0
O*Ez’ "Em"Ez =0

"la conclusion.

Rbf*g (bEw) ' WOLLAIRE 3. Soit RCC un anneay de type fini sur # . goit V o

ychéma de tvpe fini, soit frvV = ﬁ; m R-morphisme et soit ¥F

E&mfgiscagux constructibles

sont simultanément bons suy E&Il{; ;s RY = Rr_i/rk’]. Pour tout triplet

et &‘,Y £ = £2 E, ~faiscean constructible et mixte sur V . Alors il »ex;gta
r

(E’q.v,‘i’} dans R' , 2i l'on pose Vy = V*@R, v

19 r - 11 tout if€MN L ur tout w&7Z la
i pour LOUT £t _pour TOUL s L8
8 spectrale de Lera =30} {0} tel gue, o} ou

pwdimensign

! 3 -

(v, 8F , FRL, o)

a partie de poids w de H*{v ®F , ¥@3, ) est indépendapte
= -Te e Y, f

triplet (Fq.w.‘é’) choisi dans R' = RLi/rt].

UVE. C'est une conséquence immédiate du corocllaire 1' et du

g9

qui_s'écrit

ollaire 2.

ab _ p@lae= b ath =

EL” = B_{A-SF_, (RE F)OL,) ==>u""(y OF , 352 .

2 e Tq i ¥ c Y q' v, SAROLLATRE 4. Sojent RS € un anneau de tvpe find sur %, V un
dégénére en ¥, et. pour tout n€MN ., op g la suite exacte couite “achéma de type fini et £:V = AL un R-morphisme. Supposons que

o= Hicﬁi®§q’ (Rn“lfg&@:w) = Hgiv@‘@i‘“‘q‘ $®£\t‘ H v. : morphisme f a toutes ses fibres géométri de dimension maiore

+F
P ” o i ibre générique géométrique est

- Hg(A;®Fg. (Rnfls}ﬁii‘k.) -0, ‘ sar un certain entier N et gue sa fibre g que g q

’ oit irréductible de dimension exactement N , goit de dimengion {w.

PREUVE. L'existence de r résulte du lemme 4.2 et du fait gue Alors il existe r Er-{0} tel que, pour tout friplet (Fq.%‘f) dans

b - . .z i — .
R f!3 =0, pour tout b?>0 . Pour ce qui est de ia degénérescence de Y om Ri:_i/rﬁ] , H;{V‘p@ ?q' gy’f) est mixte de poids § 2N , pour tout

la suite apectrale, notons d'abord que Eg’b= 0 si a3 (dimension €N
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b

PREUVE. Quitte & agrandir R , on peut supposer gue tous les K f,0 B gi X est un schéma & caractéristigues résiduelles premidres a

1 :
{p€mN) sont bons sur A, . Essayons alors de montrer que, pour tout. e n note encore @G(“ 1*image réociproque du faisceau ci-dessus

triplet (Fq.ﬁp,‘?) dans R , le groupe de cohomolegie : R ‘le morphisme structural X - Specl? 1781} .

Eg’b = Hi(ﬁ\é® ;'s"q, (Rbf,ﬂi‘g)@iy) i toutes les racines de 1'unité d'ordre une puissance ée ¢
stent dans X (par exemple, si X est un k-schéma ol k est un

est mixte de poids € 2N , pour tous a.b€W ; d'aprés le corollaire 2
¥ps séparablement clos de caractéristigue p#). alors {Dgil) ast

cela montrera ie corollaire 4. Notons gque =0 €1 a#0.1 ou si

98 =]
: : t o0 X
= 3 » ¥ E 4 X 5 . .
1Y 2K ; de plus, d'aprds le théoréme de Deligne (3.5.3}, Rbf!Qe est" orphe (non canoniquement) au faisceau constan p SR
i i i ini ’ int géométri
mixte de poids { b (Vb€H) =t, comme £, est pur de poids O, Ey! $i X est de type fini sur #{1/¢] , pour tout point glométrique
sz ; . -
est mixte de poids { a+b (¥Ya,p€M). Or, pour de X localisé en un point fermé x , F, agit sur QEU}}E 2,
e 1'% &t 3 -t i i 1} est pur
{a.b)€{0, 1} x{0,1,2,...,28} , (a,b} ¥ (1,28}, on a atb { 28 , donc, sife 1'homothétie de rapport N(x} T ; en particulier, @,(1} est p
poids -2 . Qe(.l) correspond 3 la représentation continue, de

il reste 4 essayer de montrer gue, pour tout triplet (E“q,fp,‘i’} dan
R , le groupe de cchomologie gnsian 1, P . de ﬂ‘l{“x) carattérisée par le fait que

pir,) = Nix)}"F

1,28 _ .1, 1o = 2N
By ~Hc(Aq’®@q,(R fgee}x@&‘i,)

r tout point fermé x de X (ef. théordme de densité de ?:ebo.;arev
4.1)}.

rappels. ( e , . pour tout entier n€Z , on pose

g, (n) = @eilfg’“

est mixte de poids { 2N . Pour cela, nous aurons besoin de gquelgues

RAPPELS. ®,(1) désigne le ®,-faisceau lisse de rang 1 sur

spec(Z 1/2]), correspondant au caractérs X de Cal({®/®}, non ramifi n) est un Qe-faisc:ea.a lisse de rang 1 sur X . 81 X est de type

en dehors de £ , suivant : : sur 2[1/¢1 ., pour tout point géométrigue X de X localisé en

Gal(8/Q) Gal(0ll ) /@) point fermé x , Fy agit sur @,(n)y ™= 0, comme 1 'homothétie de

\i ¢ C pport M{x)"® ; en particuliexr, Qe(n) est pur de poids -2n .

Ed
% ’ Ces rappels étant faits, revenons 4 la démonstration du corollaire.

ol @(f .} est le sous-corps de ® engendré par les racines de l'un = B worphisme

d'ordre une puissance de £ . Si X est un point géométrique de v
Sp@c(i{lfﬂ) iocalisé en un point fermé x . E‘x agit sur Q}e(llﬁ = » fi
copme 1'howothétie de rapport : p";{x/ﬂ

x{F ) = wx) 7t tant & fibres de dimension £ N, on sait associer un “"morphisme trace®

en particulier Q,(1} est pur de poids =2 . BGA 4, XVIIL)

2N Tx
; (-x)
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1 ur tout L1EN et pour tout triplet (ie‘q,cp,‘f) dans R'. On obtient
qui est un isomorphisme précisément sux points géométrigques de 2y =
¢ un diagramee
1a fibre géombtrigue du morphisme £ est irréductible de dimension
linlem 28
. . : . H (%®E‘ + R f;@e)
Le noyau, Ker, de ce morphisme trace est concentré aux points ou la c q

fibre géométrique de £ est réductible de dimensien N, alors que o) 1 - : )
. - * - -
, X lgg rBL ) Llog 22 @, ) /Ker)BL,) » B (838F L 0,CHBL, )0
conoyau, Coker, de ce morphisme trace est concentré aux points ou la {A@ q’ceke y! H (A q‘(( [3a8 / ¥ I H

fipre géométrique de f est de dimension ¢ N . choisissons 1a fléche verticale &st un isomorphisme et ol la suite horizontale

R* = R{l/r*Z} tel que Ker et Coker soient bons sur &1 {rappel

Rf
que tous les Rbflme . en partic¢ulier Rzgfltj}e , sont déjd supposés

exacte, Comme Coker est un ¢uotient de QE(WN), Coker eyt mixte
poids § 2N , donc d'aprés le théordme de Deligne (3.5.3},

1
bons sur AL)- o
R B (B O F_ . Coker®dy)
8i la fibre géométrique générigque de [ est de dimension {w 4

faisceau Rggflﬂe est ponctuel, car il est bon sur z;xé et que sa fil t mixte de poids { 2§ (&y est pur de poids 0). Par suite. on aura
P N . : s e .

en un point géométrique générique de '@‘Iit est nulle : par suite, on né si 1l'on montre gue la f},ec}ze {*} est surjective, ¢'est-a~dire si

conclut dans ce cas que 6 omontre que

1,28 _ H(Bg®F_ o 9o (-K)®Ly) = 0 .

5 Ea]

E

‘ - . . )
' 2 . PO BE ¥} est isomorphe (non canoniquement} au falsceau
grice aux résultats d'évanescence du théoréme clef, partis (iii). . sax By g 0, (-1 P
. . PO s nstant , donc ie corollaire 4 résulte du lemme suivant :
Supposons waintenant gue la fibre géométrique générigue de £ 4 g;

e
FMME. Pour tout caractdre additif non frivial ¥: E‘q - ﬁ}eﬁf;pi . ona

i1 .
ﬁc(%qrxsg} =0

irrédductible de dimension ¥ , alors Ker et Coker sont pondtuels
1 o . .
AR' {mBme raisonnement gue ci=-dessus). On a le diagramme de suites

exactes

pour tout i€ .

o .
i REUVE DU LEMME, On considdre le reviétement 4'Artin-Schreier
Ker io= Spec(@q{‘rl)
9 g ¥ *
~p=X F .
RZNfs R ‘{ T q ot p
1. =
] Aﬁq Egec(lé*q{}ﬂ) .

[+ J0ed {szfxﬁe}/l(er hd Qa(uu} “A‘Coker = 0

|

)

groupe de Galois Fq agit par translation
{T,0) B TH (YA E Fq}
et, comme Kexr est ponctuel, on a

haut, donc agit sur les

B al®F , Ker®Z,) = 0 i1 o =
(B BE,  Kex®y) Hlag 18y(¢p)) = H_(spec(F_[T]).0y(6,))
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(1€8) et on a, pour tout i€WM ,

ialgs N . | ¥
H (8, ®F Ly} = HQ{&@gch(Qp}) .

o, .1 ol 1 -
I-xc(&@qmg(épn = Hc(%q’%“p“ =0

et

*

Holog 0,00} = 0,6 )(-1)
< 1 - ?(f(x})\ {ai™,

aver action trivizle de Fq {"classe de cohomologie d'un point”). XEV(F_}
g
Comme ¥ est non trivial, on a 2N
A = E:: pie¥
i,

Hi(ﬁéqf@giip))v =0

dlol le lemme. 2.2.1 (i) ek 3.1.2 {i}}. Comme A est indépendant du triplet

4.3.2. Démpnstration {(modulo le théoréme clef) des énoncés 2.3.1 et

Fixons un nombre premier £ . On se raméne 3 la situation du th

. %) choisi dans 2{1}:2}, Te théordme 2.3.1 est &tabli.

constructible sur une

Description explicite d'un Ek—faig_:*.eau

rbe.

clef et de ses corollaires 2 et 3 (et pour 2.3.1, & celle du corollal

4), en prenant pour R llanneau Z, pour E le corps @ , A=28

pour F le faisceau coanstant Ly sur V. Soit k un corps parfait, solt %/% wune courbe propre, lisse.
D'aprés le corollaire 3, sous les hypothéses de 3.1.1, il existe Striquement connexe, de corps des fonctions K , de point générigque

r€z-{o} tel que, pour tout i€N et pour tout w€w , la Soit F une cldture algébrigue de X , @éfinissant un point géome-
B p~dimension ¥ que générique A . Soit k la cldture algébrigue de k dans K .
hi(V{f,@@ Ly gl Les points fermés de X sont en bijection avec les places v de
W q“>¥, N
i i i B PP Poute place v de X  se prolonge en une place v de K et tous
de la partiec de poids w de H;(V:p’& Fq,&Y f) soit indépendante du P F o
g prolongements sont conjuguds sous 1l'action de Gal(K/K).

triplet (Fq,%‘i’) choisi aans Z[1/7el.

i i Soit ¥ une place de K prolongeant une place v de X . le
Pgr suite, si l'on pose

i_ .1 = cupe de décomposition de ¥ est le socus-groupe
hw = hw(V(p®Fq,£Y'f) ¥ ¥ 1 )

i ; . D= = {¥ €GallE/x) | v. %=}
ol (E‘q,%‘?) est un triplet arbitraire dans Z.1/rf] , les h:; ain: v

s Gal{B/K) : il s'identifie au groupe de Galois de 1'extension locale

définis vérifient les assertions de 3.1.1 {on aura alors :

i sy
- be ;;/Kv entre complétéds. Si k(v) est le corps résiduel de la place Vv
P, {1} = ] (1-e, .7 - - , ;
Bew ) J=1 ( re¥.3 } celui de ¥V étant K), on a un homomorphisme surjectif
ol les o, ;. sont les valeurs propres de peids w de P aglssant

1w,
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- i iotion. hagqu €U , on choisit  vlv . Se donner
DG —r Gal{k/k{v)) midre descriptign. Pour chague Vv .

ctest se donner
et le noyau de cet homomorphisme e¢st le groupe d'inertie Iz da la

an ouvert,non vide, VEU ., et une représentation continue de

- A . - - -
place v . 8i (k.xv) est 1'adhérence de k.Kv dans K5 Gallk/k{¥

_ A ¥.R) dans un E,-espace vectoriel de dimension finie Fp :
s'identifie au groupe de Galois de l'extension (k.K‘“) ,va et Ir au :

}  pour chague vE€U-v , une représentation continue de

groupe de Galois de 1'extension ?;/(E.KV)A . En résumé, on a le

{(k/k(v}) = Dz/Iz dans un B, -espace vectoriel de dimension finie
diagramme

X > K T {i} pour chagque vE&U-V , une fléche D;-équivariante
v
_ . A - 3 T Fo
DV (k.Kv) s5.% ¢ Fow mraniy b
~al R/ () 5 ) s o . .
X « K, . ) Ee fliéche de spécialisation {ou ce qui revient au méme, une fleche
{K/k{v))~équivariante ,
3 € % , - = Y. De. -1 I - -1 :
8i Y€ Gal(K/K} alors D’}',v b3 DV’V et ZY.V Y. 13.¥ . . 31‘_’
Si VCX est un ouvert non vide, alors on a un diagramme de 5.7 %% n > .

suites exactes EMARQUE. Pour tout v €V , on peut dé&finir

1 1 F_o=F- et s- -=id .
i ) v SR
I{v) I(w)

wiidme description. Se donner F , ¢'est se donner

§ l

1 — Gal(K/K.K} — Gal{K/K) — Gal({K/K) s I
{ l i

1 -——-*‘Fl(\f@ﬁ,;f) MWEW,?—!) TN £ 75 B— |
j }

i 1 = finie ¥. et une fléche, dite de spécialisation,

¥ une représentation continue # de Gal{E/K) dans un E, -espace
ctoriel de dimension finie 3,5 h

pour toute place VivEU , un Ey ~espace vectoriel de dimension

3

B

-3 J——
v.R

o I{V) est le sous-groupe distingué fermé de Gal{K/K) engendré pa v 7

les sous-groupes d'intertie Iz, o v parcourt les places de K av i telle sorte qu’'il existe un ouvert non vide VCU tel gue sg

Vcﬁ

dessus des places v de K qui correspondent aux points fermés de v olt un isomorphisme pour toute wev ;

{on écrira VivE€V pour une telle place ¥} : en offet, 3i) pour toute place TivE€U et tout ¥€ Gal{K/K), un isomorphisme,

Gal(X.k/K) = Gallk/k) car EKNk=k , puisque, par hypothése, X est 0té encore Y
géométrigquement connexe.

Soit US X uan ouvert non vide, un El-f:'aisceau constructible
ftransitif en ¥ , de telle sorte gue

F sur U admet alors les deux descriptions suivantes :
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{a} le carze & méme action de Wl(V"ﬂ“\') =ffl{‘~’,ﬁ) ot V"= 3{V) ., pour toute place

€U,
a fléche de spéoialisation s 5 est celle de F ., enfin, pour
*
. lace vivE U -j{u)
est commutatif ¢ e ’ I
. - co i aami < . . : ' {§,5)- = 3
{b} 1'action de D;; sur 3;} ainsi definie est continue ot l'a *" Ty n
de I;;C Dy est ménme triviale.
g . _ v - -
Pour ces deux descriptions, les notions suivantes sont claires : 55,5 ¢ (3*3}\7 = 31'; i 351' - (31.3)“

"morphisme”, "suite exacte"., “section globale", "passage de U ‘& 1*inclusion.
U k" (3) 8i j:U™ U" est une immersion ouverte, le & -faisceau

REMARQUE. Dire que le E, -faisceau constructible F sur U est lis S ongement par zéro de ¥, 313 + est déorit de la fagon suivante :

c'est dire que l'on peut prendre V=U dans les descriptions ci-dess ) {jls)ﬁ = 3;{
{(V est unouvert de lissité du faisceav F) ; on a alors F-=35. et - " . .

_ voon « méme action de 171(13",11) = “1(?¢"E3 of ¥'=3(V} , pour toute
s~ ==3id pour toute vive€y .

v, 1 ce wiveu,

EXEMPLES, Dang les cing exenples ci-dessous. on part d'un Elwfaiscea (3,31 =8
5% T Te
constructible ¥ sur un ouvert U , nen vide, de X .

la fldche de spéclalisation sj 5 est celle de # , enfin, pour
’

{1}y 8i J:U'S U est une immersion ouverte, le E)&-faisc:eau 1

X viveu'-j(u
restrictionde ¥ & U' , §'3 , est décrit de la fagon suivante : ute place viv 3{U}

(3"F) = 7,

on remplace V par V‘mjwlﬁv) at l'action de vlsv,?g) suy

sa restriction & nl(v*,ﬁ) , enfin, pour toute place FIvEU',
gt L'unigue fléche possible.

.
( i 3:!-« = e ..
395 v . : Do {4} Le El—faisc:ez«au 3pc:t e;sff décrit de la fagon suivante :
la fléche de spéecialisation 55,5 étant la méme pour F et :‘;3 . (7 3 o
+ -
pet

{2) 81 j:U“ U' est une immersion ouverte, le El-faisgeau
t' pour toute place vivey ,

image directe de F par 3% 3,F ., est déerit de la fagon sulvante
s 8- =
. . Cm _ v, 7 FuY .,

(155 = % _ . (3pc;t;)v = Kex(F; ~-—t— ¥z}

] a fléche de spécialisation
104 . 108
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— o= B ¥

55,5 (% ) pot '

P -
v, h pet v F o j*j 3

édtant 1'unigue fléche possible. nsi que le conoyau de la fléche

3) Le By~faisceau & est déerit de la fagon suiwante :
( X npet g jlj*:’ =

(3 )= = 5
apet 1 K nt ponctuels (¥ est dit "ponctuel” si ¥ . = ¥).

avec méme action de #lw,n) et, pour toute place Fiveu . Eafin, si V est le plus grand ouvert de lissité de & , si

e S YV U est l'inclusion, alors
(3npc:t)v Im(va *“l) !
. « . 3 = 5o 3 .*3
1a fléche de spécialisation pet Ker{ 1.3 ¥
¥ = Im{F - 3 jﬁg}
- o T [ o oteiin g Fe [o—— - - -
sv,?\ : €3np¢€3v Im(ﬁv ’I) 9 wnpct)ﬁ npet *
étant 1'inclusion. . Cohomologie des Ekmfaiggggux congtructibles sur les courbes.

Comme au nouméro précadent, soit Xk um corps parfait, soit X/k

. %
Relations entre les fonctewrs j . 3, 3, - (.)Pct . (')npct R
e courbe propre, lisse. géométriquement connexe, de corps des fonco-

fa) Seit j: U ¢sr U une immersion ouverte, le foncteur J, admet -
- éns K ., de point générique % . Soit K une clbture algébrigue de
4  comme adjoint & gauche; on a, pour tout El—faisceau §F sur U, ' - _

 définissant un point géométrigque générique 1 , et soit k la
une Fléche &'adjonction : .
&ture algdbrique de k dans K .

- .*
F oo 5 F Soit E, une extension finie d'un corps Q}e avec 2¥p=carik).

Pour tout Ex-faisceau F* gur U' , la fléche naturells it U un ouvert non vide de X ; on note 3j:U X 1'inclusion.

j*j*a‘ H 1 out E;\'-faisceau constructible & sur U , on associe, pour chaque
€N , trois espaces de cohomologie
est un isomorphisme. ) .
i -
24 3
D'autre part, pour tout E, ~-faisceau ¥ gur U, on a une inject HoUs k, )
~3 - din .3 = s
5,38 — 7 HH{U® k. 5) H(x8, &, 3.5)
i g5 40 giixe £,4.8
et pour tout Exnfaisceau F* gur U Hc{ugkk’m (X kk'jl Y.

»*

2

3%5 3 ¥ . sont des E, ~espaces vectoriels de dimension finie, nuls pour
i

Y2 . sur lesquels Gal(k/k) agit.

{b) Soit ¥ un E,~faisceau sur U , on a une suite exacte
EMARQUES, (i) 8i U=X , ces trois aspaces de cohomelogie coincident.
[oJmm—ny: s B i F — (L

pct npot

i} Pour UCX quelcongue {non vide), on a

51 j:U'™ U est une immersion ouverte, le noyau et le conoyau de 1

fléche d4'adjonction
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4 o & -
f(u@kk,s) = HO(U®, K.3)

~1 = _ 1 P 1 =

B (U® K, = Im(H_ (U® kK.F) » H{US k,5))
R s - — 2
H"(G%’k k.3 = }{Cm@k £.®)

de sorte que la cohomologie “paraboligue” ﬁi

~1
sante que pary son H .,

{iii) si H?X , on'a, quel gue soit ¥ ,

2 = =
)31 iuﬁkk,ﬁ) =0 .

4.5.1. Supposons, dans un premier temps, ¥ lisse sur U, i.e.

correspondant & une représentation 35 de ﬂl(ﬂ.ﬁl. Alors =

{i) dualité de Poincard : l'accouplement naturel {(compatible & 1’act

de Gal{k/k)). pour 4=90,1,2 ,

i - i = ¥ 2 -
EHU® K.F) x BINUR K, F(1)) —> uI (U8 F,E (1))
est une dualité parfaite de By -espaces vectoriels.

Variante {dualité chére 4 Deligne} : 1'accouplement naturel

(compatible & 1l'action de @Gallk/x)}}, pour i=0,1,2 ,

i — ~dai - ¥ -

B (U8 R.3) x WHUS K,3(1) — m(x®, &5, (1)) 5.
est une dualité parfaite de Ey -espaces vectoriels ;
{ii) on a

~ T (ue, k,7)
E(US, K,F) = (55 b KT
5 P
l'action de Gallk/k) se Faisant 3 travers
17 (U K A) =7 (UA) = Gal{k/x) » 1,

et o a

2 -
He (0B k.5 = (Fgly (ue g.5) (1)

s

isomorphisme compatible & 1'action de dall{k/®) :
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i) si ng . Oonoa

3 -
H {U@k k. %)

il
[}

o £.3) =
éic(LE@kk. 1 =0,

2. Cas général, ¥ gst un E -Falscesu constructible sur ugz(.

s, on dévisse F en

- F - %o 3 -t
° pect npct 01
Wote VE&U l'ouvert de lissité de ¥ , de sorte que 3pct est

centré sur U~V et que F est isomorphe & gnpat sur V : 31v

donné par une représentation Fo de ﬁl{vlﬁ). Alors, on a le

leau suivant @

1 -
HC(U®kk,.) o

()
O i —
Hdﬂ!@k k. .} =
]
'

5 =
H¢(U®k k,.) ¢

veco

2 - - = = (F - o (=
HC(U'gkk’:;) = Hc(u®kk'5npct} = (aﬂ}ﬁlivﬁ‘kkm)( 1y .

. Caractéristigue d'Fuler-Poincarf. Ramification sauvage.

Dans ce numéro, on considére toujours laz situation suivante : k

st un corps parfait, X/k est une ‘courbe propre, lisse, géométriguement
onnexe, de corps des fonctions K , de point générique M ; on choisit
he clbture algébrique K de K , ¢'est-d-dire un point géométrigue

ot on note E 1a clbture alydbrigue de k dans K1

localisé en M
nfin, on fixe une extension finie E, de ma pour un nombre premier
¥ p = car{k).

108




N. M. K4ATZ THEOREME D UNIFORMITE

Soit ¥ un Ek-faisbeau constyuctible sur un ouvert non vide

de X , on pose - - e
« (U, F.3) = x (vo EFlv) + T aim{Fo) .
ok ¢k W€ (U0 () u

2 s ,
& - % = T - X b3 -
X (U8 k,3) -1k (U'gkk‘g} ¥|v est lisse, on peut montrer, par

i=0

{1 En caractéristique nulle, si

e transcendante, que

2 A
xUBEH = T (1)) ny(u8 EF) . ) _
i=0 x(ve, R,3|V) = rang(®) x (V3 X)

&) & K, 5y = o - —
LEIME TRk (U ! wa@kK'g) ‘ X(Vﬁkﬁ) =3 - 29 - # {(x-V)(K), g étant le genre de XB _k .

nous amenent A introduire la caractéristioue

F ; s8i V= U est un ouvert,

PREUVE. La suite spectrale de Leray pour 1'inclusion j:U= X donh Ces r rques
exua [

la relation ; » - :
ler-Poincaré modérée du Ek—falsa:eaa

x(u@x k,¥F) = 2 (—:i)i x(xﬁbki,aij*ﬁ)‘ ¢ , au-dessus duquel ¥ est lisse, c'est l'entier
1

soit x (UB_K,3) = aim(F:).x(VE, K} + _aim(%s)

mod ™"k n k w€ (V-0 (R} v

" = oo : i,
X (U9 kB = x(XBy k.3, - xﬂXZg){E) aim(R73, %) . 11 est facile de vérifier que cet rentier ne dépend pas de 1'ouvert V

Dautre part, la suite exacte
o - 2 K, = k. ¥ i . t

0= 3,37 3,5 i*i*jﬁ 50 STION. A-t-on x{U3 k.3 Xpoa VP K:F) et sinon, comnen
rimer la différence ?

(o0 i:X~U™ X est l'inclusion) donne la relation
{cF. Raynaud, Sémi-

JPONSE. En termes des cepducteurs de Swan de 3

x(x®, k, 3,5 = x {(U®_k,F) + - i Fio ‘
ko ek %€ (X=0) () e re Bourbaki 1965, et Grothendieck, SGA 5, exposé X).

Par suite, on a la relation els sur les gonducteurs de Swan. ¥ désigne toujours un Ey -faisceau

structible sur un ouvert non vide U de X , VSU est un ouvert

(u® k,5) = ¢« (09, _k,5) + Z: laim(3.%)_ - di Rl. 5y
x ek €EEE 355 - ain(®3 Bgl

vide sur lequel F est lisse. Alors, pour tout x€Xx{K) ., on peut

or, pour tout x€ {(X-U)(K}., on a inir un entier
en

i, L .
(873,15 = B (15,5 (Vi €m) swan, (5) Y 0

et
yant les propriétés suivantes

- Fd = hP(T=,F2) = R (1=, 0] =
x{Iz 95} = hollz, 1.‘) h(lx,ﬁﬁ)—o

* si x€V(E) , swan (3} =0

ne dépend que de la restriction de la représentation qui

{cf. Serre, Cohomologie Galoisienne ; SGA 5, ewposé I), d'ol la 1) Swan_ (3)
x

conclusion. Ly 1
finit JiV ,

REMARQUES. (i} Pour tout ouvert V , non vide, de U , on a trivial o (Vi) —r GL{F) .
, : R w

(*) Ce résultat a été récemment généralisé en toute dimension par

0. Gabber et, indépendamment, par G. Laumen (& paraltre}. groupe d'inertie Iz (on a
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- - = ¥} on a la formule &'Cgg-Safarevitch-Grothendieck,
IchaliK/k‘K} _-,»ﬂl(v*%kk.‘?} C--—a-ﬂ'l(‘;l.“\)) f

x(ts’&kkﬁ) = xmod(fv%kk,s) - & Swanx€$) :

{iii) le groupe d'inertie admet un dévissage R ()

d n particulier,

petin
1 — Py — Iy —> ITT 1

®{(U®,_K,F) = x

k ﬂmd(g®kk’3}

o P st un pro-pegroupe. appelé la partie sauvage de 1; , et ol
mod ast un groupe "d'ordre” premier 4 P qu'on appelle le groupe i ot seulement si ¥ est modérément ramifié en tout point xEx(E),

pd
d'inertie modéré. Si

I

t est un paramétré local sur X en x , de
La construction de Swanx{EJ est basée sur la théorie de la rami-

sorte gue
ication ; on dispose, sur le groupe d'inertie I;“E . de la filtration

{K.E)x = k({t)) ,

£ £4 { . ‘ . €
ge ramification en numérotation supérieure (Ié ))E}O {Serre, corps

dcaux, ch. 4) : pour chaque nombre réel £ %0 , (e est un sous-

. = e =
on a. pour une cldtuxe séparable FUENTP de k(L)) ,
73

1z = Gal{R((£))5®P/R( (L)) roupe distingué fermé de I. , pour tous &'Ye)yO,

i ‘ ' (e') o () o« (L0}
et P).-{ - Ii_g‘m sont définis comme groupe de Galols des extensions Iﬁ [~ Ig fed Ig = 25";

R((£))5°P Q) ¢
! P Pp= U Ig . N I}(,é)m{l}.
I U R #o o
{n,pi=1 ),1@wd A toute représentation continue de Iz sur un Ey-~espace vecto-
b

k{(£)) el de dimension finie M (pour ce qui nous intéresse, Mmﬁﬁ}, on
.ﬁocie alors Yla fonction croissante
on a canoniquement {i.e. indépendanment du choix du paramétre local
lo, 4l —> 7
()

un isomorphisme
£ r—rdim_, M ) .

s I AEP B
¢#p Cette fonotion présente un nombre f£ini de sauts o YO ,
Alors les conditions suivantes sont éguivalentes : ) (k+e)

X

dim_, (M

Y
pour £)30 , on a
I(ﬁ)
: ® s
dmeA(ﬁ } = dim

: %
{a) Swan_(F) = 0 1 £ dlmE (M y ., ¥edo,
= - Q
(b} la restriction de P & P, est triviale ; si ces condition

I

sont vérifides, on dit que ¥ est modérémwent ramifié en x 3

(M) .
B

{iv) si G est un Ekmfaisceau constructible sur U , modérément
ramifié en x , alors

SWanx€3® §) = Swanx(s).rang{Qﬁ} :
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) Swan est additif sur les suites exactes courtes.

4} 51 & est un &El-msﬁule libre de type fini, muni d¢'une action

ontinue d¢ Iz , alors, pour tout réel €20, on a
1) 20) ()
dimg (O 8) T = rgy ()T < ding WOm)
g, 2} 33) F, X

Aim{M) Lo e e e——————

est l'anneau des entiers'de , B, le corps résiducl de ¥ :
* B

est ce résultat gqui permet de faire le Iien entre la définition de

=

sauts n pour les Fy~faisceaux donnéde dans les références ci-dessus et

gwan pour les F, -faisceaux).
Dans le cas modérément ramifié, on a

LLe)

SPION. §i l'on définit, pour une ﬁg«xeprés@ntation de Iy se
dimg, (M X ) = dim

EK{B) torisant par un quotignt fini G . le conducteur de Swan par la

’ 1 3 ~- s - 2 -
pour tout e)0 (1la fonction est constante). ormale de 1l'exercice (1) ci-dessus, obtient-on un eatier ? Est-ce gue

4¢onductaur est additif sur les suites exactes 7

Alors
{ed0) L8]
Swan{#) = § wadimy (M * /% ® 3. “7. Bpécialisation de la cohomologie (of. 5Ga 1. exposé XIII ; SGA 4,
['pds} .S . I
b saut 7'- xposé XVI ; SGA 4%, Appendice & {Pinitude} ; Deligne, Weil II1 ; SGA 7,
Le fait que Swan{M)€Z égquivavt au théoréme de Hasse-Arf. ) . kposé XIII}.

EXERCICES. (1) 81 p:+I » GL{M) se factorise & travers un guotient

fini G de I , on a aussi

Swan({M} = i§1 ‘3{;‘31 dimEk(M/MGi) U = X-D ﬁ—».x«—* D = J;L D,
RN
5
6 =G, 76, D6, ...

¢d F est un morphisme propre, lisse, de dimension relative 1 , &

est

est la filtration de ramification en numérotation inférieure (6, .
” fibres géométriguement connexes et’oll B  est un sous~schéma fermé de

un  p-groupe et GO/G1 est cyclique d’ordre premier & p).

fini, étale sur 5 , de composantes connexes {(D.), .

{2) 81 M est un Ey ~vectoriel de dimension finie muni d'une action
S0it ¢ un nombre premier inversible sur § et soit E, une

continue de P cette action se factorise 3 travers un quotient £ind

g 7
{utiliser le fait que Ps est un pro-p-groups et que E, est une

wtension finie de @, . On se donne un El—faisceau F lisse sur U .

2 M ” 2 > * »
extension finie de @, avec E#p). THEOREME 4.7.1. On suppose, de plus, ‘31!5? modérement ramifie en tout
peint de X? . Alors
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2) 81 le point générique § de $ est de caractéristique nulle,

(i) pour tout point géométriague 5 de § , 3%0; est modérément ;gmiﬁié
gn_tout point de Xz gt

K(U-s-.ﬁ} = rang{3) ‘x(ﬁg)

‘hypothése gue glﬂ? est modérément ramifié en tout point de XE

&t auvtomatiquement vérifide.

7.2, Précisions et compléments sur la démonstration de 4.7.1.

Reprenons la situation de 4.7.1. Kous allons rappeler la description

Wi} les R;flﬁ sont des K, -faisceaux lisses sur 8 :
(iii)} la formation de 3,5 sur X gommute & tout changement de base -
8' ¥ § e, pour chague « , (j*a}%D; est.un E,-faisceay ligse sur Dé

45 explicite des faisceaux 3,%]/D. et de leur filtration par la mono-

-3

liv} se domner un ®,-faisceau constructible § sur X ¢ui prolonge romie donnée dans Weil II. Pour ceci, il sera commode de supposer qu'il

¥ revient & se dopmer, pour tout o , un Ey-faisceau constructibie xiste un ouvert VCX et une fonction g€T(v,8) sur V tels que
G, sur D, st une fléche § — (3,%p, .
i, de plus. ¥ gstopur de poids W . alors « : s ‘ t- D est défini dans V par 1'éguation
{v) pour chague « . (j‘ﬁ)gﬂu est mixte de poids { w et admet une £ :
tration, dite “de la monodromie®, pax des sous-faisceaux lisses. dg
gradués purs, cette filtration étant compatible § tout changement de

bage S§' * S .

itte & se localiser, pour la topologie de Zariski, on pent toujours
rouver un tel couple (V,g}}.

Désignons par L l'ensemble des nombres prewiers qui sont inver—

PREUVE, La partie (i) rédsulte de SGA i, Exposé XIII 2.3 al), et de la: , P 4 aver

i ¥ v L. . .. ibles sur S et par # (1) 1e faisceau lisse

formule de NMéron-Qgg-Bafarevic, appligués a Elug . La partie (ii)

résulte de ce que les R £,F sont des faisceaux constructibles sur (1) & 7T @, (1)

" : g€y,

de formation compatible & tout changement de base (théorémes généraux .

‘ . .. . ' r un  S-schéma guelcongue.

et de ce gque toutes les fléches de spécialisation sont des isomorphis

. En nous servant de 1'égquation = 0O ur B, nous allo -

{pour le voir, il suffit de traiter le cas ol S est le spectre d'un ) T 9 po ' § ations cons
. . , L, : wire un foncteur

anneay de valuation discréte complet avec corps résiduel alygébrigueme .

clos et, dans ce cas, 4'invogquer SGA 7, XIII, 2.1.11). Nous verrons g TN

dessous que (iii)} résulte du lemme 4 abhyankar relatif. On a mis (iv ¢ la catégorie des E, -faisceaux lisses ¥ sur v-D , dont la res-

pour mémoire. La partie {v) est prouvée dans Weil II : c'est un des iction & V?"Df est modérément ‘ramifiée en tout point de D? , dans

points clefs de Weil II, on va en rappeler certains aspects ¢i-dessoll - catégorie des E, ~faisceaux lisses 30 sur D munis @'une action

REMARQUES. {1) De fagon imagée, on peut dire que les parties (i), (i Gu faiscean F {1) ; la formation de (30,9D} & partir de ¥

et (iii) du théoréme expriment le fait gue, localement sur & , la onmutera & tout changement de base §' 4 5 .

situation considérée est "topologiquement®™ triviale. Pour construire ce foncteur, nous allons utiliser le lemme

fﬁbhyankar relatif ¢i-dessous.
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N : c 2. . v wfai i lement constant sur
rour chaque entier N inversible dang S t'i désignons par V;g le gt un Gl/)\ ‘Qk faisceaw 1liBse, et donc est localemen a

merevétemnt fini et plat ge V &éfini par Vg . i.e.

D {i1 correspond & une représentation continue de fflw-l)v"i) dans

W
¢ groupe fini .&ut(iﬁ;éﬁi ,?ﬁ;‘»i).

v, = virl/itt-q) . o
on peut donc appliquer le lemme d°Abhyankar relatif & chacun des

Notons gue le diviseur d'éguation T=0 dans Ve peut~&tre identifié

: isceaux localement constants 3\2 {v¥1}. On tyrouve gue, pour chague
4 D et gue Yy-D  est fini, étale, galoisien sur V-D de groupe By

htier v¥1 , il existe un entier N , dépendant de v , inversible

LEMME D'ABHYANKAR RELATIF. S8pit & un sché noethérien, irréductible ur S ., tel que 1'image réciprogue de ;ﬁv sur VN—D se prolonge, de

de polnt aénérigue | . soit F un point géométrique localisé en |

Soit YV un S-schéma lisse de dimension relative 1 et goit DSV un

agon unique, en un faisceau lisse sur ‘%}'N tout entier. 8i nous fixons

#s notations par le diagramme c¢i-dessous

diviseur, fini étale sur 5 , qui est défini dans V par une Sguation I
VN_D s “JN
£=0 . Soit § un faisceau localement constant sur V-D dont la res-.
N 7 P
triction & Vy-Dy sab dérément ramifide en tout point fermé de ¥ N ( 1 N, £ N
VoD fodp ¥

Alors, il existe un entier N inversible sur S tel gue 1'iwmege réci
progue ds ¢ sur VD se prolonge, de fagon upigue. eun un faisceau:
localement constant sur v, kout entier.

ous pouvons exprimer ce résultat en disant gue, pour un tel N, le

algceau

PREUVE. Gri3ce & SGA 1. XIII, 2.3 a), l'hypothése impligue ague § est (jﬁh(ﬂﬂ)*(mv?

modéerément ramifisé sur V=D le long de D au sens de SGA I, XIII, era lisse sur VR . Notons aussi que ce falsceau est naturellement

L1.1. . . 1, ) 3 ' -
2.1.1. La conclusion découle alors de SGA XI1I, 5.9 par la méthode uni @'une action de By -

de SGA 4, XVI, 3.5 et 3.5.1. I1 est tautclogigue gue nous pouvens récupérer @v sur V-D et

On veut appliguer ce lemme & F , mais ¥ est lisse sans Stre bn image directe j‘_ZBv sur V & partir du faisceau lisse

nécessairenent localement constant. Le ~faisceau F correspond & 3 PR sur V., muni de son action de @ & l'aide des
gt « Ty v N N

une représentation continue de ﬂl(v~—D.’fE) dans mzt(ﬁ;;-} (7 est um srmules suivantes :

: P PR P - B
point géométrigue générigque de V-D), i.e. dans un groupe linéaire - s v % * N
4 i ® = Lo, G (G im) " ® )]
X-adigue, mais cette représentation ne se factorise pas nécessairement - n
. L3 »*
. fos - " - ' 5 = 4 B 1 ¥
par un quotient fini de 7,{V-D,%). Par contre, comme ¥, (V-D,7} est 3, = Hpg) (G ) E )

compact, il existe un ©, -réseau stable Fpcdp (8  est 1l'anneau des
L] 4 i | X *ZE | ]"LN
entiers de E,} :; nous noterons F le ’S);faisceau correspondant . (3*3\2 2D = E“}N)*Wﬂ) w1P )

i i . ; ; A v .
Pour tout entier v¥1 , le faisceau Ceci &tant, la construction qui associe & «'ﬁv le SA/)‘ ,Sl—faz,screau

afn ur D
fovauarud

=
u

AV ®
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(Gyd (7 ) 1D

choix du réseau &),

Z,{1)
. 1
(3,5 D = 3 .

Fiv.p st Flp soient tous deux lisses et tel gue

modérément ramifié en tout point de Dy ., alors

P

-*
& =4 3 3 &
pet Ker (¥ — 3,3 &}

muni de 1l'action naturelle de by » pOUT N dinversible dans
suffisamment grand, passe & la limite et définit le foncteur wvoulu

(qu'on vérifie 8tre indépendant des choix faits, en particulier du

F bméy(ﬁo sur I muni d'une action de Kh(l)} .

Hotons gue, par passage a3 la limite, nous avons la formule

Ctest L'unicité du prolongement de (ﬂu)u$; en un faisceau loca
lement. constant sur Yy gui assure gque la formation de
commute & tout changement de base 8' * 8 . De cette propriété, il
sg'ensuit que la formation de j ¥ commute & tout changement de basg

8' - 8 &t que le falsceau (j*s)is est encore lisse sur D.

COROLLAIRE 4.7.3. Spient & , V et D comme dans le lemme d’abhyan

relatif. Si J est un Ey~faisceau gongtruchible sur

est congentré sur D , lisse sur D et de formation compatible 3 t g

changement de base 8' = S . Le faisceau

/3

Enpct = pot

est isomorphe & ¥ sur V-D , ga restriction § D

A

120

put lizse et sa

formation commute & tout changement de base &' = 8§ .

EXERCICE. Soit R un apneal intégre normal, dont le corps des fraot
K est de caractéristique nulle. Scit T une indéterminée. On consi
1'anneau R{{T}}. Soit A une R{{T))~algébre finie étale. Montrer’

gu'il existe un entier N inversiple dans R et une

THEOREME D UNIFORMITE

btale B tels que le revBtement f£ini #tale de B({Tlfmi)

artir de A par L'extension des scalaires R({{T)} = B({(T

1/8
A ®g(gmyy BUTTD

pec(R{{T)}} est un produit semi-direct
7. {Spec(RU(TI}]) = 7 (Spec(R)) K Z (1)(K)

) groupe fondamental de Spec{R) et du groupe zi(l)(ﬁj

nsetible des nombres premiers inversibles dans R .

7.4, La Filtration de la monodromie.
. »

En termes du foncteur

¥ M(Gogpnk

D sur D n'est autre gue la filtration induite sur
Z (1)
i comme le sous~falsceau des invariants 30L e Ko).

hisme nilpotent, nécessairement unique,

: ¥ F -
Nied w3 (-1} .,
yant la proprifté suivante : désignons par

tp: WL(l) — y{1)

2L(1}. nous dispogons d'un endomorphisme nilpotent

te(a).ﬁ: 30 ——a—SO

121

oclegtion sur 1a ¢ sante d'indice £ , £€L ; slors,

obtenu a

l/ﬁ))

Jde B€(?lxN3)w péduire de ce yésultat que le groupe fondamental de

o L est

iscean 3{; sur D {la filtration de la monodromie du faisceau

(5, %D

Pour geci, nous supposerons en plus que le gchéma de base 8

%

st complétement décomposé, i.e. isomorphe & une somme directe de copies

Notons, en particulier., que Spec({F((T))) est simplement connexe |

ppelons aussi la définition de la "filtration de la monodromie” du

‘type fini sur z£1/£]. 5'il en est ainsi, le théoréme de monodromie

ale {(SGA 7, exposé I ; Well 11} garantit l'existence d'un endomor-

pour tout
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ce gui nous permet de définir wne action de ?L(l) sur 30 par ia

M, . =
for srighzﬂim = 0

a k> expit,(a).0}
m N

ziia,) -—-—="Aut(30) .

pour tout entier i Yo .

La derniére partie (v} du théoréme 4.7.1 résulte du théorime

uivant de Deligne (Weil II, 1.8} :
Alors cette action colncide aveg l'action dongée o dg QL(:L} sur

FOREME. Soit S un schéma poethérien, irréductible, de tvpe fini sur

30 sur un sous-qroupe ouvert de Z {1}.
., de point générigque } . soit ? un _point géométrigue localisé en
Ceci étant, Deligne définit la filtration de la monodromie de & i ‘
<, goit € 1un nombre premier inversible sur & . Spient V gt D

conmie 1'unique filtration finie croissante . i .
gonme ci-dessus (D défini par une dgustion g=0 dans V) et soit

¥ wr oz
e MgF S M T, S un F,-falsceau lisse sur V-D (12) rel gue d!‘kg-i)? est modé-

i+l o

tells que ment ramifié en tout point de D?- . Supposons gque ¢ est pur d'un

gertain poids w . Alors. poup tout entler i , le faisceau lisse

Lo -
Niﬁiﬁa) (ME*Z:}G)( 1) "
r. (F.} sur D est pur de poids wti . Bo particulier, pour tout
et telle gque, pour tout entier 1 Y0 , 1'application induite sur le o M

: gntier 10 . le falsceau lisse Gri({j,ﬁ}ibl sur D gst pur de

gradué
. goids wHi (il est nul pour i) 0),

s Gy (F ) — Grl (5 ) (=)

7.5. Llanologue transcendant.

soit un isomorphisme. Sa construction se fait dans la catégorie abéli . , L ) )
Boit 8 un schéma de type fini sur ¢ , goit V un S-schéma

des E,-faisceaux lisses ¥ sur D , munis d'un endomorphisme nilp . . . L Lo,
© lsse de dimension relative 1 et soit PTV un divissur fini étale sur
tent N:F_ =+ F (-1) ; en particulier, les E, ~faisceaun M. F_,
" o o 7 (1 " gL(” X io
3 F 10 {F i
Gri{ﬁo} . (Mi 0) { - } et Gri(ﬁa )} sont tous des faisceaux
lisses sur D , dont la formation commute & tout changement de base

, défini dans V par une éguation g=0 . On considére des faisceaux
ar les espaces topcologigues v(t}anwDEC)an et D{E)a" {pour la

opologie “classique"). On va construire un foncteur

2o

8' * 5 {lz point &tant 1l'unicité de la filtration).
;;a!’l Ean

Hotons en passant que e (F T Py
. 5 : ; Fan .
(3‘3}!3: KeriN : 30 - 30(-.1”:»40{3;) e la catégorie des faisceaux localement constants sur l'espace

opologique v(g)2" ~p{€)®®  dams la,catégorie des faisceaux localement

{on a Ker{n)c M, car an an
onstaints 30 sur D{T) munis d'une action pD de 27i% , foncteur
wt M:;’fﬁi~i i M-i/M-i-l jui sera 1'analogue transcendant du foncteur

dong si i¥1l et si Ker NG M; . ona Ker NTM, , et par suite, com 5 (3 _,0,)

Mi@iﬁo pour i assez grand, on gagne par récurrence descendante)
onstruit précédemment, dans un sens gue l'on va préciser.

par suite
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voici la construction : au-dessus de l'espace analytique 1 ¥x {z€g [ Ce}
V(m)an—}}(ﬂ!)an nous fabriguons le revétement £tale. galoisien, de
groupe ¥ , défini par log g r plus précisément. nous posons : ]

« {{v.t)|vE W), e € g, e¥ = glv))

vlog

ui transforme la fonction glV¥ en la coordonnde g . Par suite

(51 (v,%) Evlog , on a en fait vEVIOIPP-D()®P). Alors Vlog

an -~ -
trouve dans un diagramme commutatif D) ®*ny = @ x {z=0}

(e op(ey®™ny 2 ¥ x {z€elol ]l (e}

vlﬂg

oriT TFJ’ )
gW ~yx{{z.e)€axal 1zl (e, e¥=2)

V@)% - p(0)® cediss viE)2P s p(r)a : «# x{tee] re(t) {Log s} .

»

siey@n S “En résumé, le diagramme

et T{{v.t}) = v , Ceci &tant. posons v, v
. og x
FR A LR TR 3 A L | » Wi 7
(e o ple) @ v eda 'k e pre)@iny

537 o5t muni d'une action pD de 2ri%¥ provenant de 1l'action natu

%«m

de 20iZ sur V*W*Eaﬂ qui, 2lle-m@me, provient de 1l'action naturelly

L3 n 4
de 2MiZ sur le couple (V, ¥ 37}, Il nous reste & voir, pour te . . .
couple log } us reste + PO t $-isomorphe au produit par ¥ dAu diagramme habituel de la mono-

ner la construction, que %27 est localement constant sur D{C 2" .
o onie locale

Pour tout point A€D(€)® , on doit donc montrer qu’il existe

. an an {t€¢lreft) (Log €}

voisinage de 4 dans D{C) au-dessus dugquel 3@ est un faiscea

constant. Fixons un point A€Dp(¢)® 4'image s dans s(C12® | 11 i exp exp = joexp

clair que le comportement de 32“ au voisinage de d dans D)% . {z€elolzl (e} c...i.;{gquuz! (o) oo {z=0} .

Ean

dépend gque du comportement de au voisinage de & dans WO )

ant au Faisceau Jo0] (?(c)an-D(d;)an) OY , vu comme faisceau localement

r suite, on peut se localiser, au sens analytique, d N1C .
pa ! pe . ' ytique, dans V(€) nstant sur 1'espace analytigue produit

autour de 4 .
Fx {zeclod|z] (e}

Plus précisément, on peut trouver un voisinage ccntractile ¥

de s dens S{)® , un voisinage U de d deans V(C)?® , un réel 1l est isomorphe 3

£Y0 et un #isomorchisme : px; G
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ou 321) = Fan|y
prz : x {zéﬁ‘:i{}( Im] Ceb —>{z€ Cﬁ[{)( lz§ (el : avec action triviale de Zﬁiﬂ .
est la seconde projection et ol . ; 4.7.6. Comparaison de la construction aluébrigue et de la construction
27 = (przl,ﬁan ) trangcendante.

on garde les notations de 4.7.5. Supposons que & ge prolonge

est un faisceau localement constant sur {0¢ izl (€} , le point &tant

an .
i I 0V, —»V est le
que, par hypothése, § est contractile. en un faisceau localement constant sur VN(@} o N

revdtement fini obtenu par extraction de la racine N-idme de )‘équation

on a alors
g de D, pour un certain entier N . Alors nous aurions pu aussi
L . »
$§nt8(¢)ann I prz(l EXp  exp Qan) S

considérer le diagramme

oft maintenant 3 i
12 p(@)® ey (0)*" s o)™

V&(C

TR T

VIR - D) cwdes 9(0)2" s p()®®

pry : pe)®ny > % {z=0} —>»{2z=0}

est la seconde projection. Ceci montre bien gque 33“10{&:)3“0 ¥ est

oonatant de valeur
i s'insére dans le diagramme pour V de la facon suivante :

L — *.an J— . an ui s'insére da ‘o

i exp,exp § = {exp,exp G0y 9

[}
On peut préciser cette valeur en remarquant gque {t€ @lRelt) { Log ¢} Viog -
N k
est simplement connexe, donc que exp“!;a‘n est un faisceau constant de 'W(m l X
3
valeur . VN(GIEan . D(m)an - I VN(di)an aw)an

BP({t € clre(t) {Log t},exp ¢ ; 7 l 1
N Py

cette valeuwr est clairement indépendante du choix de € , donc vie)®® - pe)h 3, vig)ya® 4,_.._..,i p{g)3t

Kgn;mmann I est le faisceau constant de valeur

. les groupes de Galeois sont les suivants
#{{t € ¢lrRel{t] { Loy &}, exp M)

. . v
{pour un & arbitraire) muni de l'action évidente de 27iFT . Log
N - T
27T iNZ ( k
REMARQUE. De cette description explicite de 325'} : on déduit le
: an arn
résultat suivant iz VN(Q) - pie)

‘“»:(1

V“c;afl”‘nng}an

(j*gan}m(man o (3?1}2#5,2 .

Fan

En particulier, si ge prolonge en un faisceau localement constant:

~an n . .
¥ sur v{C)®" tout entier, alors, on a avec la suite exacte
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by ae’/ﬁ

O b 2TANG e QRAT e = 1 1isse sur V-D et spit 3 le faiscesu localement cons-

‘Ex-fgiscggu ligge sur
‘tant_en E,-espaces vectoriels sux vie}2® - p(e)®®  associé (cf. SGA 4,

XI, 4 et XVI, 4). Alors nous avons un isomorphisme canonique de fats~

qui les relie.

®
LEMME. Si jN .”N;}an gst localement constant sur \?N{ﬂﬁ)an . zslors on a- an
: rgegux localement constants sur D{@)
Fan i*j 7 Fan :
Q NN N - 3&333;:\!‘1:
Q <

et l'sction de 2Mi% gur 3’2n ge factorise & travers 1'action de By

A *oan B : " “
sur i, 4.7 F par 1 homomorphisme "transcendant
NN N

c ot ze’!/N
2T LE vy L

V‘;‘gctian de 27iZ gur 52n se factorise 3 travers 1'action de

F1) = lim by
N

ur {Z‘Fo}a“ par_1'homomorphisme caponique

PREUVE. En effet, on a par définition .
201F > F(1)

gin - i*k}" *gan
limite des homomorphismes 4

. . (8. (80} anrig ---,-3:-N
: o Tyan .* N " ) *y gan
ik, w i pN*k* N 2ria/N

qui_esnvelent 2fia gur e

COROLLAIRE. L'action de &(1) sur 30 est unipotente sur un sous—groupe
) 2 R . . wan
ouvert de Z(1) si et seulement si 1'sctjon de 27iZF sur d‘z est

inipotente sur up sous-qrovpe @'indice fini dans 20iF . 8'il en est

et, par le théoréme de changement de base propre pour Py r On a donc
gan _ . * (N} (N}« *ean
o = g @t

»*
Comme le faisceau ﬂNﬁ”m sur Vm(e)an-D(Gf)an se prolonge, par

hypothése, en un faisceau localement constant jN ﬂ;;gan sur VE(C)an
*

lui appliquer i;kimff(s'h '

‘aingi, désignons par

i.g. la construction transcendante, redonn

L. MTF oaM  Foo,

. . an - . s io i+l o

sa restriction & D{€) d'ol le résultat. La compatibilité entre les

: . . ' et par

actions de 27i¥ et de MN résulte de la formle
N e m (B en  (F0) .,
th“ = exp{%} ito i+l o

les Filtrations pay la wonodromig correspondantes pour 3‘0 et _pour
F™ | alors 1'igomorphisme .

[»]

t‘-_-
sur Vng {puisgue e =g).

A partir du lemme précédent, un passage & la limite donne le
(3 )an - 3&1’(
[+ o

an
induit des isomorphismes de faisceaux localement constants sur D{e)

an .. an
(Mi:?c)) Iﬁiwo }

théoréme suivant de comparalson.

THEOREME. Soit S up schéma de type fini sur ¢ , goit V un  Se-schémg

lisse de dimengion relative 1 et soit DO W un divigeur, fini étale

sur § , défini par une éoguation g=0 dans V., Scit ¥ un
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(3,5 100 M F )% = 5, (3 Ipie)?70 1, (377
pour tout entier i .

4.8, Preuve du théordme clef.

Rappelons bridvement la situation considérée en 4.3 : REC est u
anneau de type fini sur Z : E est un corps de nombres et £, est le
complété de E en une place finie A de E , A divisant un norbre

: 1
premier £ ; 3 est un Erfaisceau constructible sur &y i r € r-{ O}

L

I

1 .
est tel que R' = R[l/r€] soit normal et gue glﬁk, soit bon
X 1 ~
Uv-l*mn.@-»u-%iba
1

est une décomposition adaptée & 3;@.R.

4.8.1. Conséquences du théoréme de spégialisation de la cohomologie.

Soit

la complétion projective de ﬁé. et soit D, le diviseur a .'infini
de A;, dans @;, . Comme R' est normal et de caractéristigque nulle

les hypothéses du théoréme 4.7.1 sont vérifiées par la situation

1 ET .
U = gL, - (DUD,) <o}, <topUp, = {J‘;L D, )& D,

Spec{R'}

(ot I,3 sont les inclusions) et le faiscean FlU .
Par suite, on a les conclusions sulvantes

{i} pour tout homomorphisme d'annesux non trivial

P 1R s
9

et toute cldture algébrigue £ de F (Fq est un corps fini nécess

q q
rement de caractéristique p#E ), S!Uwﬁk‘ Eq est modérément ramifié 1

q
long de DUD, et
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1 = . 1
xiawﬁﬁ.qs'q.& = xiag, ¥, %)

PP S ] - .
{8, = By, ﬁk,jﬁ'q . U, G\S*R.?,FQP :

P

- {ii) le noyau et le conoyau de la fléche d'adjonction

3lag — 3.3 Flag)

. sont bons sur A}. ; aveo méme décomposition adaptée que 31&;. . et

leur formation commute & toute extension des scalaires R' ——»A ; en

" particulier, 3? et 7 sont bons sur A}, et de formation

ot npet

‘ecompatible 4 toute extension des scalaires R —3> R .

-4.8.2. Lemme clef.

Pour tout nombre premier p#é€ , soit E, p le complété du corps
td

:E(Cp). ol ﬂp est une racine primitive p-idme de Ll'unité, en une
» place qui prolonge la place A de E . Pour tout corps fini Fq de
;caractéristique P et pour tout carsctére additif non trivial ¥ de

: +* . .
?q 4 waleurs dans Ek P’ on dispose sur l'ouvert affine
8 L3

1

‘ﬂp = {Xoffoi da Pé = Proj(Fq[Xo,xl}) d'un B, p-faisceau lisse de
q &

9

‘rang 1 , &, , déduit du €q~torsaur a'artin-Schreier @'éguation

Lo =
T = X /X

_par extension du groupe structural 4 1'aide du caractére
s * -
¥ :Fq __’"El,p : si Fq est une ¢ldture algébrique de Fq , on note

‘encore £, 1'image réciprogue de &, sur Aé .
¥ k4 a

‘LEMME CLEF. 81 % est un El—faiscegu constructible suy 1'suvert

i

affine £z de Pé , Hodérément ramifié & 1'infini, plors on = :
g

q
{0) 1z fldche canonigue

* ad *oa1
Hc(ﬁg,q,b'@ﬁ‘,) —>H (%q,mxy)

‘est un isomorphisme ;

() el e, = (o)
=]
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(ii) Swany, (383} = dim(Fz).
Si, de plus, F gst modérément ramifié en fout point de Péq '

on a

so s 1 - 1 :
{iii) xc%(}ﬂﬁ%) = chﬂk@qﬁ) -dlm(:’;;l)‘

PREUVE. La partie (i) est conséquence de la partie {0) et du théordme

de Lefschetz affine gui nous assure que
2, 1 _
H (% ,IF@SY} = Q ,
q\i
La partie {(iii) résuite par Qgg-safazevié—(}rothendieck de la partie

{ii).

Il nous reste donc & montrer (0} et {ii). Pour cela, considérons '

une cldture algébrique K du corps des fractions X de A@l-. et
- = g

choigissons une place « de K prolongeant la place o de K . On
dispose alors du groupe d'inertie

Iz & Gal{E/K)
soit Pe la partie sauvage de Ig . 5i % = Spec(K), Iz agit sur

£V = F_ -

(F2ly)z = Fp@ L)z .

L'hypothése de ramification modérée & 1'infini s'exprime par le fait
que Fg agit trivialement sur 3‘5 . On va voir maintenant gue pour

montrer (0} (resp. {ii}} il suffit de montrer
(0"} {(S‘f)ﬁ} =
(resp. {ii') Swan,(fy) = 1),
En effet, l'assertion (0) est éguivalente & la nullité de la coho
mologie galoisienne de Ig agissant sur (F® SY)ﬁ— y l.e.
*
H (I5.(F8dy)5) = 0 ¢

or

Pz
)

B (Ig (38 L,)5) = H (Ig/Bg ((F®Ly)g)

car
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Bpg (38 8y)5) = 0 (vi)0)

{Pg est un pro-p-groupe, alors que (75®£¥}ﬁ est uné représentaticn

B-pdique de Pzl ; par suite, pour montrer (O}, il suffit de montrer que

3
(3;?@ {3\!3;}-) =

3.8 (Em) 2= 0

puisque Py agit trivialement sur 3.5 , ce gqui nous raméne & meontrer
{0'). .

D'autre Vpa.rt

Swan,(¥@L,) = aim(%-).s»:anw(ﬁ‘,)

car ¥ est moddré & 1'infini, donc (ii) éguivaut & (ii}'.

pour montrer enfin {0') et (iil'), on considére la filtration de
ramification en numérctation inférieure du groupe Gmﬁ“q du torsesy

d'Artin-SBchreier : elle s'édcrit simplement
= k=3 £ = - £~
(0} =... G3 (-I'2 G G ¥
donc

Pz ]
((E)5) = (g P =0

car ¥ est non trivial et

G
1 . 1
L dim,  ((S)2/((Ey)) D)
[6,:%1 mELp k4 ¥4q

= 1

Swan, (L)

d'od le lemnme clef.

REMARQUE. Pour montrer Swanw(-‘:&,} = 1, on aurait aussi pu invoguer la

formule d‘Oggwéafarevié—@rﬁthendiéc:k et le fait que
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puisque

(¥ est non trivial).

4.8.3. Conséquences du lemme clef.
Pour tout triplet (&‘q,%‘i’! dans R', le lemme clef s'applique & .

31&:)@@ Eq , compte-tenu des résultats de 4.8.1, et par suite, on a
q

(1) aﬁmi@qu:‘vq.am‘f) = (0)

(11) x_(ay®

- ; 1 <
FqE‘q’3®£Y’ = XC(AR‘®R’ ) “&Im(ﬁi“‘)

ol 7 désigne un point géométrigue générigque de Aé

e o, 1 = . 1
{diiln (ﬁcp’gl?q Fq,@@é:y} = X,E-ﬂau E’R. m’gpct)
s i,.1 = 1 :
- £ == & - -
() 0}y B B TOLy) = nlhg Sy, €7, p0y) - atn(Fy)
{pour les deux derniéres assertions, il suffit de remarquer que

1 = - 1 = - 1,1 = o
(ial%sﬁq@q)mgmt m%%q%)mt@% z:fpctf%swq@q)@w

puisgue la formation de # commute aux changements de bases, idem

pct
pour “npet”).

4.8.4. Derniére dtape.

Faisons les hypothéses supplémentaires suivantes :
(i) slal, = 3,37 Ak,
(ii) #Flu est pur de poids w .,

on va voir alors gue, pour touk triplet (E‘q,%‘t‘) dans R' .,
whals §,79%,) = (0)
Lol 4 E’% q’ ¥

pour tout 1#1 et que

1,1 =
Hc(ra@%,q t?q. FoLy)
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‘est pur de poids 14w . Pour cela utilisons le théoréme de Deligne

{Weil II) gui dit gue, pour tout Ek~faisceau G lisse et pur de poids

w sur U{&@ ﬁg . le groupe de cohomologie

1, o= =
H f@ﬂwqu*f})

est pur de poids 14w . On applique ce théoréms a

&’ 4 -
G =3 (FBLy)
fh aura gagné si 1'on montre gue
1, lem= = % P D
H t%@%,;*: {(F8Ly)) = "c(‘%@"‘q'&@&w)
done si 1'on montre que
v ¥ -
1,3 (d‘@x?) = kl(3@£¥) .
Pour ¢ela on remargue que
T #*
3.3 (Kggxf} = k(3,7 (E®Ly))
et gue
L . ¥
1,3 (F28,) = {3,] )@,
{£, est lisse sur Aé@e* ﬁq}, donec, comme par hypothése
§,3°F = §
sur 1z § , onoa
% ¥F g
- ¥
J.3 (3‘55?) R AFBL)
Maintenant
iz
(k*(s‘ﬁf-y})ga = (3,-)-@(43&,).5)
13
done
Pz
(k*w@&y))a = (3&*59 (‘g‘f)ﬁ)

et comme Py agit trivialement sur ¥ et que

Pz
() = ()
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on a
(%, (59 5y) )5 = (0
dton
5,0 (38, = K, (FBL,) = k, (§B5)

ce gui achdve la démonstration du théorédme clef.

4.9, Indépendance d= la place A .

La démonstration du théoréme 3.1.1 donnée en 4.3.2 faisait interw

venir un choix préliminaire 4'un nombre premier ¢ dans la définition-

des h:; . Nous allons voir que les h; ainzi définis soni en Ffait
essenticllement indépendants de ce choix en un sens gui sera préeisé
plus laoin.

4.,9.1. B~familles faibles et E-familles : sorites.

Soit B un corps de nombre, i.e. une extension zlgfbrigue finie

de @ , et soit X un schéma de type fini sur 7% . ¥ous appelons

BE-famille faible de faisceaux sur X les données suivantes :

{1) wocur toute place A de E , un Ex-faisceau constructible

31 sur X@Zz*f_i/é’} ol B, est le complété de B en la place XA et

ol € désigne la caractéristigue résiduelle en A
{2) un E-faisceau algébriguement constructible sur 1'espace
analytigue {X@gt)aﬁ H
{3) pour toute place A de E , un isomorphisme
. anR o~y
% e (R X800 23 208,
de E,-faisceaux algfbriguement constructibles sur (X@xﬂl)an .
Etant données deux E-familles €aibles F , § sur X, un
morphisme
o F G
est une famille de morphismes de faiszceaux

& ¢ E). - Q)‘ pour toute place A
e
telle gue, pour toute place X de E , le diagramme

136

THEOREME D UNIFORMITE

an

an [ an
(:&]X@wm} > (G IX®, C)

B % o, ®id 154;0)“"”
;?w@EE)s e Qm‘@E E)‘
soilt commutatif.

Avec cette définition, on vérifie facilement gue la catégorie des
E-familles faibles sur X est une catégorie abélienne et que les
foncteurs

¥ r———?&l .
de la catégorie des BE-familles faibles sur X dans la catégorie des

E, -faisceaux constructibles sur x”&zziifﬂ . et

’

s

de 1a catégorie des E-familles faibles sur X dans la catégorie des
E~faisceaux algébriquement constructibles sur (x%ma“ , sont tous

exagts.

Nous dirons quiune E-famille faible ¥ est une E-famille
s'i1l existe une décomposition finie de X en sous-schémas locvalement

fermés

avec les propriétés suivantes
{i)} pour toute place X de B ,

ENEPEIS SVEY

est lisse quel que soit 1€1 ; '

{ii) pour tout 1€1I ,
- an
¥ .
Wi{zlfaz,c}
est un faisceau localement constant d¢ E-espaces vectoriels de dimen~

sion finie (nous dirons simplement “lisse" dans ce cas aussil.
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Nous regardercns les ES-familles comme une sous-catégorie pleine Propriétés suvplémentsires gue pent aveir une E-famille : une E-famille
de la catégorie des E~familles faibles. Les E-familles forment une ¥ sur X est dite

sous-catégorie abélienne et, un peu plus généralement, ©n a la propriét - lisse 5i la décomposition X=X “marche" pour ¥, j.e, si tous

suivante les ’5*3_ et F_  sgont lisses sur X@zs{l/ﬂ et (x@zm)an respecti-~

{*) &tant donné une suite exacte vement

O s F ey § e d —> O - purg de poids w si tous les faisceaux 3k sont ponctuellement
purs de poids w sur les schémas x@ézz{ue]

de E-familles faibles, si deux des E~familles faibles F , § et

- pure si elle est pure de poids w pour un certain w
¥ sont des E-familles, alors il en sst de méme de la troisiédme et
~ eptiére si tous les 3}L sont entiers

toute décomposition
- mixte si elle admet une Ffiltration finie dans la catégorie des

X = %L zZ,
i€
i "marche® ur deux d’'entre elles "marche” aussi pour la troigiéme.
oqu PO

E~familles dont chaque gradué associé est pur (giteption | contrairement

aux propriétés précédentes, mixte ne se vérifie pas &’\ par % 3.

EXEMPLES DE E-FAMMILLES : (1) la E-famille triviale dé&éfinie par 4.9.2. E-familles sur les courbes.

{ :51 = E, pour toute place A de B Soit 8 un schéma de type fini sur 7 qui est irréductible et

I o=p dont le point générique est de caractéristigue nulle. Soit

o0

{2) 8i Z est un sous-schéma localement fermé de ¥ et si

0 e €y
it

J iz e X

"

sst 1'inclusion, alors, étant donné une E-famillie § sur 2 , nous une courbe propre et lisse sur § A& fidbres géomdtriquement connsxes et

définissons une E-famille jIQ sur X eft prenant soit

(3,8 = 3,16 pour toute A o

(3,80 = 3,(8)

£

v

un divigseur dans € qui est fini étale sur S . Nous supposons aussi
t

w0 )

{3) é&tant donné un morphisme

fi:X ¥ : : .
gqu'il existe un voisinage ouvert de D dans € dans lequel D est

entre schémas de type fini sur Z et une E-femille ¥ sur ¥ , nous défini par une équation “g=0", Désignhons par U l'ouvert C-D de
2 3 N x *, . s * - 3 =
définissons une E-famille £ ¥ sur X en prenant £, par j:U&C Ll'inclusion et par £:U ~» 8§ 1la restriction de

b

iy
fue
=

if‘ﬁ)R f‘()il} pour toute A

» *
(£ 4), = £ (4,)
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U = C-D Coder € 45 p DEMONSTRATION. Comme § est supposé irréductible avec point génédrique
£ l £ de caractéristique zéro, les faisceaux j“ﬁk sur U@%KZEI/E] sont
5

avtomaticgquement modérément ramifiés le long de 05%32{1/2]. Les énoncés

{3}, {dii) et (iii) découlent immédiatement de ceci et de la comparaison

THEOREME. Soit § une FB-famiile sur C telle que #u et Fp

sont _lisses (une telle E-famille ¥ gera dite "bonne” sur € ., adaptée entre la monodromie locale algébrique et transcendante {cf. 4.7.8).

L'&noncé (iv}, qui se vérifie % par A , est 40 3 Deligne

3 la décomposition (U,D} de C). alors on a 1
{ef. 4.7.4).

(i} les faisceaux j*i*(ﬁl}. j*j*(&w) sur € définissent une

* PR " s i £ . P P
E~famille., potée 3,5 % . sur © . gui est boone sur € gt adaptée 3 Une fois vérifié (v}, (vi} se vérifie A par X et éguivaut

1a_décomposition (U,D} : ~alors au théoréme fondamental de Deligne. Vérifions (v} : il résulte de

{ii} le novan et 1'image de 1’application canonigue

4.7.1 gue les faisceaux le*ﬁk . Rl?*ﬁw sopt lisses sur 8®g2{1/€],

an ¢ s : - Y :
5 jfj*3 ) (S®2ﬁﬁ respectivement ; ils forment une E-famille grice 4 1'iso-
morphisme de commaraison entre cphomologie étale et cohowmologie trang-

gue npous désignerons par $pct et ¥ oo, EISspectivement, sont des
cendante sur € ,

BE-familles bonnes sur € , adaptée & la décomposition (U,D)

(iii) la filtration de la monodromie sur Jes faisceawx 3,3 (31D,
»

3,3 (3w§ED définit une filtration finie, dite encore de la monodromie,
de la E-famille 3,3 3D,

LR an ., pi= n
(R'EF 188, ¢) RVE (3, {x®_ )" .
_en effet, puisgque F est une E-famille, on a un isomorphisme
R H an
Pyt (HIXBL )T 2 B @Ry

e i @ G ..
donc des isomorphismes

par des sous-E-familles lisses sur D . Les gradués Gr?(j*j*ﬁ]ni son

des E-familles 1lisses sur D et on a

s

KE, (% 1%8, 0% = r¥E, (3,8, F,)

= R

g -
(R7L,5,) 8 By

6ry(3,3°%Ip) = 0

si 120 ; d'ot la cancilusion.

{iv) gi j*3 sur U est pur de poids w , alors Gr?(j*j*ﬁiﬁ) est

4.9.3. Le cas général.
pur_de poids w+i pour tout entier i$0 ({2t nu ur i 0)

(v} les faisceaux le,ﬁk y le*sw forment une E-famille lisse, notég

R'E,F, sur 8 ;

THEOREME. Soit £:X - Y un morphisme entre schémas de tvpe fini sur

¥ et soit ¥ une E-famille sur X . Alors on a _les résultats

suivants =

(1) il existe un eptier N} 1 (dépendant de £ st de F) t ue

pouxr tout entier i%»0 , les Ffaisceaux leﬁ)‘ . leiﬁm forment une

{vi)} si j*3 sur U est pur de poids w , alors. pour tout entiey
%0, la E-famille lisse R'Z (5.3"%) est pure de poids wi .

E-famille, notde i{lfﬁ ., sur ¥®zz{1sz] :
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(2) si ¥ est eptibre, alors les K £,7 sont entidres :
{3) g ¥ est mixte de poids { w ., alors, pour tout entier %0,

Rif!ﬂf est mixte de poids { wii .

DEMONSTRATION. Le théoréme est visiblewent vrai pour £ une immersion
fermée avec N=1 . Par le dévissage habitugl {(couper Y en morceaux
couper X en morceaux, factoriser le morphisme £}, on se raméne au
cas od Y est irréductible et ol Xz;p.; . De 14, on se¢ raméne au cas
ol X= 9;: en prolongeant la E-famille ¥ par zéro. Quitte 3 couper
Y en morceaux une fols de plus, on peut supposer gu'il existe un divi-

geur DS i’,} . gui est fini étale sur Y et qui est défini par une

- N “ Lo T A 1
équation "g=0" dans un voisinage de lui-méme dans 'PY ¢ tel que la

E~famille ¥ sur Pl soit "bonne” adaptée & la décomposition (P;,-B.D

¥
Si le point générique de ¥ est de caractéristigue )0 . on

prend N=p et il n'y a rien & prouver.

8i le point générigue de Y est de caractéristique zéro, 1l'énoncé’

{1), avec ¥=1 , résulte de 4.9.2 (v). Pour démontrer (3), un dévissag
standard nous raméne & traiter le cas ol 319;:—1} est pur de poids w
et ot Flp=0 : dans ce cas, 1'énoncé (3) résulte de 4.9.2 {iv) et {(vi)

via une suite exacte longue de cohomologie que le lecteur explicitera.

4.9.4. Applications aux guestions d'indépepdance.

COROLLAIRE 1. Soit R un sous—anneau de € gul est de tvpe Finl sur
Z gt soit V un R-schéma de tvpe fini. Soit ¥ upe E~famille
mixte sux V (exemple : E=Q, ¥,=@, , F,=0). plors il existe un
&lément r€R-{0} tel que, pour tout corps fini ¥, . pour tout homo-
morphisme @ :R[1/T] - E, eb.pour toute place A de E ds caractéris

tigge résiduelle € # car(!ﬁ‘q?. on a l'énoncé suivant :
"pour tout entier i Yo et pour tout entier w , la dimension h;
de la partie de poids w de

H(vey oF F)
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est irdépendante du choix de (w‘q,q}.k)",

PREUVE. Pour T convenable, les leﬁ gsont des E-familles lisses
sur Spec(RE 1/r1) qui admettent une filtration finie par des sous-E-
familles lisses dont les gradués sont des E-familles lisses et pures.
La somme des rangs des gradués de le’z} gui sont purs de poids w

est alors l'entier h{: . d'cl la conclusion.

COROLLAIRE 2. Scit R un scus-—anneau de € gul est de type Fini sur

€, goit VvV un R-schéma de tvpe find, soit f:v = ﬁ; uns fonction
sur V et seit ¥ une E-famille mixte sur V , Alorg 1l existe un

s1ément 1€ R-{0} tel gue, pour tout corps Fini F‘CI de caractéristigue

p » pour tout homomorphisme @: R[l/r) d E‘q » pour tout caractérs non

B

trivial
*
¥y (E'qri') wmicp}

et pour toute place X de E de caractéristigue résiduelle E#p .,

on.a les énoncés suivants
{1) pour tout entier 1% 0 et tout entier w , la By P—dimensicg'
L

)

i - -
hw(V®R,§§Fq.3 o] Aﬁ?,f

de la partie de poids w de

i "
e
HG(V'ER,T;?Q, % @ .S‘g' f)

est indépendante du choix de (Fq,ro.‘fel) H
{(2) 1a suite spectrale de Leray
b log b +b -
B3P = Hz(%@gq,(a £,3,)85y) m__w;,gz (Vaa@‘“*q*%"“\f,f’

satisfaiy Eg'b

¥
=0, pour a#0,1 , et par conséuuent dégénére en B, .
PREUVE. Démontrons (2}. Quitte & se lovaliser sur Spec{R). nous pouvens

supposer que les E-familles le!3 sur Al sont "bonnes", adaptées

R
. . ‘s 1 N
4 une décomposition (R-D,D} ol Dﬁaé est un diviseur fini étale

au~dessus de Spec{R}, défini par une éguation. Cela étant, il résulte
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de 4.7.1 que les Riflﬁx sUr ﬂgﬁaxzflfﬁl sont modérément ramifiés le
conduit & poser le probléme plus général suivant :

long de 1l'e , d'ol Eg‘bz=0 {cf. 4.8.2). Pour une raison de dimension,
on a Eg’h==0 pour a7??2 , et on trouve 1l'énoncé (2). ' 4.9.5. Question.

Démontrons {1}. Grice & (2) et au théoréme 4.9.3, on se ramdne au Disons qu'une B-famille ¥ sur un schéma X de type fini sur Z

cas VmAl . f=id et ¥ = “une E-familles mixte sur ﬂ;“* Quitte & est "compatible® si pour tout point fermé x de X et pour toute place
R .

rétréeir R . nous pouvons supposer en plus que R est lisse sur A de E de caractéristique résiduelle &#car(k(x}). le polyndme

Spec{Z}, donc gue R est normal, gue 3 est "bonne" sur m; , adapté caractéristique

& une décomposition (@é—u.!}) . avec DCAJIR un diviseur fini étale su get(1-T.F_, (3 )-) ,
-4 X

Spec(R}, défini par une éguation, et gue ¥ ., & et 3 . admette

pct gqui 3 priori se trouve dans EAET} ; est en fait dans elrl ot i1 est

toutes les trols des filtrations finies par des sous-E-familles gqul sonk . )
g indépendant du choix de la place X ,

toutes bonnes sur &; , adaptées 3 (Aé-ﬁ,n), et que les gradubs de ce . )
Egt~il vrai que, s1 £:X " Y est un morphisme entre

filtrations sont des E-familles pures. Dans cette situation, le . L. .
schémas de type finl sur % et si ¥ est une E-famille compatible

théoréme clef de 4.3 et ses corollaires 1 et 1' marchent tout aussi ] . L i
sur X, alors il existe un entier N2 1 tel que les R flg sur

Pien dane le cadre des E-femilles {car dans les formmles explicites - \
Yé%zzil/ﬁj soignt encore des FE-familles compatibles ? ¥ a-t-il une

de ces énoncés, seuls entrent en ligne de compte les entiers i K .
action encore plus exigeante de “E~familles strictement compatibles”

Q¥

i an . ;
X {{as&, )5, F ), dim{ (¥, )=) et levrs analogues pour J et 3
c* R R o wih pct npct gui est stable par les le! et telle que la E-famille triviale

RETOUR AU THEOREME 3.1.1. Premons pour E le corps ® et pour R (+ereBgs-e.s@) soit une B-famille strictement compatible ? On n'en
i ig f

'anneau 7 . D'aprés le corollaire 2 ci-dessus, appligué & la sait presque rien !

@-famille triviale {...,@....®) sur V, il existe r€z-{o}

2l gue les entlers
1 _ i, =
b, = hw“"@ﬁ’?q’ é:*i‘,f}
définis en (loc. cit. {1)) soient indépendants du choix de
* > 2
(petlifr] = FYiE Q(CP) non trivial,f¥p).

Les entiers h; ne dépendent que de £:V - &%“, a la différence de

ceux définis en 4.3.2, gui dépendaient du choix de £ .

Par contre on ne sait pas si les polyndmes
i —
w B .
det{1 TF{HC{V zﬁ;Eq, LY,f)

sont indépendants de 1z place £ cheisie (cf. 3.2.2). Cela nous
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TRES BELLE

5.1. Introduction.

Le théordme clef du numéroe 4 est un théoreme générigque {"pour
presque tout p ., on a...") ; dans une situation particuliére
(*p domné"}, il ne nous fournit par contre ancun résultat.
Cependant, si on considére une situation
v
L3
fl L, ¥iF. —2 @)
1 9 P

AF

q
ol Vv est un schéma de type fini® sur a?q , £ une fonction sur V &t
¥ un earactére additif non trivial, on dispose, pour toute place A
de Q(Cp) s AeFp . a'un Q{ﬁp)k—faisaeau ligse de rang 1 , &y , sur

Aé et des groupes de cohomologle

q >
] -
H (VO F
¥
o g @

*
,E £Y3 (Liem
sur lesguels "Frobenius" agit &t on attend les résultats suivants s
{1} les dimensions et les structures de poids de ces groupes de coho-
mologie sont indépendantes du choix de la place A de Q(‘Sp)e Ae#p g

(2} les polyndmes caractéristiques
p. (T} = det(1-T.F,H-{(VE_ F_,£E))
ii)i e Fq q, Y

gont, en fait, & coefficients dans Q(\’;P} et indépendants du choix de

la place 2j2#p (rappelons quion sait seulement Jjusqu'd présent gue
13
1la fonction L .

i+l
s =TT ey ym Y
i

est & coefficients dans Q(Gp} et est indépendante du choix de la

place Ale#pY :
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{3} on espére aussi gue les structures de poids des groupes de cohomo-

logie ci-dessus sont indépendantes du choix du caractére additif non

trivial ¥ .

Dans certsins cas gque 1l'con va tralter ci-dessous, on sait démontrer
gqu'il existe ioﬁ:l@ tel que, pour toute place A de Q(Ep), Al #p
*
et pour tout caractére additif non trivial ¥ : E‘q — G}(Cp)
i = * _ . : /e
{a) Hﬁ(vﬁgql?’q.f i.*,) =0, pour tout i €W , 1#10
i I
{b} B, (V®Fqli‘q.f vy} est pur de poids i -
On en déduit aussitdt que
(i) les P, (T} sont & coefficients dans Q(Cp) et sont indé-

pendants du choix de la place *|e#p (Pi y{T)=1 =i ige‘ia et
L
yig*l
P, = nm YT
o

{ii) les racines réciproques de
i +1
P, L (m) = nm "
i .3
©
sont des entiers algébrigues aj purs de poids io B

Par conséquent, pour tout entier n %1l , la somme trigonométrigue

i
s = F 1 (T (£lvN) = (~1) ° 7 &%
B GEVE ) F ./ 73
q" ¢ 9
admet la majoration
. :‘10 - . ni,
Isyl € =1 .xéwqut’q;f L) (Vq)

et cette maijoration est la meilleure possible au sens ol

-
lim sup

i
n ] B *
s = { e ] x {vE L OF L, Fd .
ne e wamse e e R Y

§i. de plus, on connait une formule explicite donnant
- *
ch‘@(«‘ E‘q,f E.g) en fonction des degrés des polyndmes qui servent &
9

définir V,/@’q et £:¥ -—-»Aé , on aura complétement résclu le
aq

148

ANALYSE PRECISE DE SOMMES EXPONENTIELLES

probléme de majoration des sommes trigonométriques s, ci~dessus.
La fin de ce cours est consacrée 3 la démonstration de théorémes
qui résolvent ce probléme de majoration dans des cas ol la géomé—

trie est particulidrement belle. Le premier de ces théordmes s'énonce :

THEOREME 5.1.1. Soit X une variété oroiective, lisse, geoméiriguement

nnexe, de dimension m ., sur un corps fini &“q , BOit X e Pg =
' q

un plongement projectif de ¥, soit LE HQ(EP,(QP(:L)) définissant un
hyperplan de ® , noté encore L , transverse 4 X , soit

*®
HE HO(P.@P(G)) » A€W, 4 premier & la caractéristigque p de Fq .

définissant une hypersurface de ¥ , notée encore H , transverse &
XNL . On associe 3 ces données le quschémg de type fini

-

V= X-{X01L)

et 1a fonction

me/Ld;Vwa; .
q

*
Pour tout caractére additif non trivial Y Fq d Q(ip) et pour toute

place A gde a(cp), Ale , £¥p, ona

(0} pour tout i€K , lg fléche canonigue

. 7 N

s AP = *o i = #*

H (VS Fpfdy) — W (V8 F .f Ly)
9 q

est un isomorphisme s

{1} Hg(‘il@'&. F*q,f*ﬁ\f) =0 , pour tout 1€ , iFm ;:
q

{2) Hrg{vﬁﬁ.qg‘q,f*iw) est pur de poids m :
(31 x (VS B £dy) = x (XN L)) - ax (XN L) - (XOLOR)

q
3') si HeE HG(E’,BP(d)) définit une hypersurface de P , notée encore

H ., transverse 4 X gt d X0L (H p'est pas supposfe transverse & X},
— * ~ ~
= - - 0 - .
xc(v&veq E‘g,f Sg) = x (X~{XN L))} x (XD R) ~ (XAROLS) ;

G c(X) est la classe de Chern totale de X ,

s
5
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c{X)
X Ve F f‘g‘ ) = S (T ivan) °

q

REMARQUE. Deux cas particuliers de ce thécréme sont déjd connus :

(i} (Deligne, cf. Weil I). Cas ol

X = zegq = Pm;(es‘q[xo,xl, S
ol H = H(xc,xl..‘..xN} est un polyndme homogéne de degré d ,
(d,pj=1, et L=X . 8i xi=xi/x° (i=3,....0), on a

Vs X- (XML = N = Spec(F [x x
{ } AF PC( qE qeet NE}
et
£ = f{x x, ) = E/LT = H{iI.x Xood
E A Mt SR dts

L'hypothése signifie que la partie homogéne de degré d de

i(xl. - ”XN}

Pgwl = Proj(!ﬁ‘qixi, “”XN}}’ Deligne a prouvé alors gue les conclusions
4

{C},

définit une hypersurface lisse dans

{1), £2} du théordme sont vérifiées et que

_ N BN+L
xqw% F ,f x,i,) (-1}7{a-1)

{énoncé éguivalent dans cette situation aux énoncés (3), {3') et {(3"))
de sorte gue

P

xl.”,.xNE‘ a
g

¥(Trg ¢ ta-ny"yg™

/F if(xl..,.,xn))}

{ii) (Xatz, exposés & Irvine 1977 ; c¢f. Séminaire E.N.5. 1978-1979,

exposé n® 10). Cas ou

3
X%—rﬁ’w-
q

est une hypersutface de degré n . (D:pl=1

pmjmq[xo,xl.xz,xsh
(X &st @éfini par un

polynéme homogéne G(xo,xl,xz.xaz de degré D), ol

H= a X, +u

1%y 2 .Six‘

L F e, et oll L=X,

3% = X, /%,

{i=1,2,3), on a

3

&

4

V=X~ (X0 L)< = Spec(!ﬁ‘q[xl,xz,xa}}

et
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f = f(xl,xz.x3} = E?lxl+a’2x2+crax3 .
(2} @u théordme sont vérifides et

N a2

XC(V‘@Fqurf w\?} D{D-1}

{énoncéd équivalent & (2), (3') et {(3"}), de sorte gue
2 n

- ‘f(-er n/F (ulx AP IR 3 { plp-1)" ¢ .

XXy Xy o .

G(l,xl,xz.x:!)ﬁ{}

HISTORTQUE. Le cas (i}, démontré par Deligne, était corjecturé depuls

longtemps par Mordell,et plus récemment par Bonbieri.

Le cas {ii) &tait "commandé™ par C. Hooley, dans le cas a=3 ,

¥ une surface de Permat : il en avait besoin pour ses travaux sur le

probléme de Warings

QUESTIONS (1) si pld . gue devient le théoréme 7

{2) Sous les hypothéses du théordme, quelle est la dépendance en ¥ du

"polygone de Newton" [i.e. des valuations p-adiques des valgurs pro-
— *
pres de Frobenius sur }fg(\l@@\ qu,f Ly} ?

{3} Si l'on part de X, L, H, ... définis sur % , quelle est la dépen—

dance en p ., {p,d}=1 , du polygone de Newton 2

EXEMPLE {Sperber). Soit V l'hypersurface affine de %m L oa équation
q
mkl
T %, =
i=1
et soit
mg;l
£ = Xs »
i=p *

o *
Deligne a montré que Frobenius agissant sur if;‘{%l@F in,f Sy}  admet

mt]  valeurs propres uj {4=1,...,m#t} de poids m et Bperber a

montré que, si p 3 mE2 . les ordq{a*j) forment un ensemble gui est

{C’lllziosnfﬁ\}
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Ce gui est frappant dans cet exemple, ¢'est que le polygone de
Newton est indépendant de p . En général, on ne sait rien surx la
variation avec p du polygone de Newton. Méme le falt que, dans
1'exenple de Sperber, les sommets du polygone {"break points") sont &
coordonnéss entidres semble tout & falt exceptionnel, ¢e n'est déja

plus vral pour la somme d une variable

= ‘i’{x2+1/'x)
3]
{les pentes sont O , 1/2 et 1}.

Les idbfes de la démonstration de 5.1.1.

Notons j:V = X={(XNL) ¢ X 1'inclusion, 1’énoncé (0) résulte,
via la suite spectrale de Leray pour J . de L'énoncé local & 1l'infini
de V suivant :

{0'} la fléche canonigue

3y E Sy 3, Ty
est un isomorphisme et

ghy,£%, = 0

pour tout entier 150 .
{Cet énoncé est un cas particulier de résultats plus forts dus &
Deligne, ©f. Séminaire Eﬂé, 1978-1979, exposé n® 10 ; cependant on
donnera une démenstration globale de 1*énoncéd {0} au numéro 5.3).

Les énoncés (1) 2t (2) se dé&duisent alors de 1'énoncé {0) via la
dualité de Poincaré, le théordme de Lefschetz affine et le théorime
fondamental de Deligne (Weil II}.

Pour les formules (3) et (3'), la suite spectrale de Leray pour

le morphisme f: Vs%. ﬁq — Aé nous ramdne au calcul des
q

1 i R
xc(ﬂgq.éﬂ @) B3y} {i€m)
pour cela, on utilise le lemme clef du numéro 4.8.2 : en effet, on sait

montrer que les R"f!we (1€} sont modérés & 1'infini.
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Y

Enfin, on passe des formules {3) et (3'} & la formule (3") en
utilisant les relations suivantes entre caractéristiques d'Euler=—

Poincaré E-adigues et degrés des classes de Chern {cf. §6A 7, XVII] :

xt0 = { oo
X
L
XN L) = = o{¥X}
SX 1+L
~ AL
X (XD H) = {30
Sx THaL
et
nE ar?
X (XN LOH) =gx Ty (wany © % -

Conclucns ce numdro en remarquant gue 5.1.1 est un cas particulier

du théordme un peu plus général suivant :

THEOREME 5.1.2. Soit X une variété projective lisse, géométriquement
N

connexe, de dimension m , sur un gorps fini Fq , Boit X ﬂ—d-EF = P

un_plongement projectif de X , spit 2€ HD(P,gpﬁa.ﬁ)) définissggt une
hypersurface de P , notée encore % , transverse & X, goit
He HQ(P,GQ(b.&}), définissant une hvpersurface de £ , notée encore H,
transverse & XA Z ., On suppose gque a.b.5 en" varifient :

(a.b} = {a,p) = (b,p} =1 {p = car(fql)-
On asseocie 3 ces données le quschéma de type fini

v o= X~ {xN 2}

gt la fonction

f = Ha/Zb: v ——9ﬁéq .

*

Pour tout ecaractére additif non trivial ¥ :Fq ww»»Q(Cp}* et pour toute

place X de @ ). xle , 2¥p . ong:

(0} pour tout i€m , la fléche canonique

F.ES,)
a

i = ot 3
HC(V’@Fqu,f Ly) —> H (V3 ¢

q
est un isomorphisme i
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(1} Hé(\iﬁ‘? ﬁq,f*&y) = 0 pour tout iE® , L1#m ;
q
- * .
4 g8k BUL _de Dolds H
{2} Ei’;'EV%F Fq £ SY) est pur de woids m
q
- *
& - o n - n - ] N 5
{3} xc(v%ﬁqfq.f ) xc(x (XN z)) -bx _((xN2) - (X032 HY}

3') si §€HG(P,®Eib-6}} définit une hypersurface de ¥ . notée encore

H , transverse &4 X et ad XMz

% E » * = - 4 - b - (’EWP\ -
sc¢{v®Fqu,ﬁ Ly LG (XN 24} a*xc((x’?m (x"HO 2Y) 3

(3") si cilX) est la classe de Chern totale de X .,

1+b(1-aliL

TR (1oL %

et *
% (VS F o, fa,) =
c Fq 1 ¥ SX

o L est_la classe d'une sgotion hyperplane de ¥ .

Comme 1'énoncé 5.1.2 n'est pas beaucoup plus difficile 4 démontrer
gue 1'énoncé 5.1.1, on se placera dorénavant dans la situation un peu

plus générale de 5.1.2.

5.2. Preuve de 5.1.2.
PREUVE DE (8}, {1} et {2}. Boit j:V = X- (XN 2) ~— X Lllinclusion,
Deligne a démontré le résultat suivant {cf. Séminaire ENS, 1878-1979,
exposé n® 10)
{0') la fléche canconigue

3Ry~ 5,57,

est un isomorphisme ot

R%5,£%, = ©

pour tout entier S0 .

Considérons alors la suite spectrale de Leray pour 1§ .
rs _ T &8 . s & * .
E,” =H (X@Fqu,R §,E Sy} == H {v&ié,qs‘qff Lo s

dA’aprés {0'}, on a
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.0 - T -~ *
B, HC(VQEqE'q,f &g} {¥r€u)
et, pour tout entier &) O,

=0 {(vrEn) .

s

donc la suite spectrale dégéndre en E, et se véduit & une ecollection

4'isomorphismes

e I (Yr €

d'old {0) (pour une autre démonstration, ¢f., 5.3).
Maintenant, déduisons (1) et (2} de {0). Tout 4'abord, comme V

est affine, on a

H"*(v%q F ety =0 (vi¥m)
done, d'aprés {0}, on a aussi R

niw@Fq E‘q,mf*é:‘f) =0 ¥idm) .
D'autre part, ngqu est lisse sur @q et f*iy st lisse sur
V8 ﬁq , done, par dualité de Poincaré

q
i - * 2m-i - * v ¢
RtV By Ly) = (B veg Bl £4) ) (m))

et par Lefschetz affine, on en déduwit gue l'on a encore
i E * = ;
HAv®, F . .fiy) =0 {(vilm) .

*
Oon a denc prouvé {1}. Pour (2}, on remargue que <, , donc £ Sy + est

pur de poids O , donc d'aprés le théoréme fondamental de Deligne

{weil 11},
™ -
Hy(U® B £0y)
q ¥
est mixte de poids { m ; d'autre part, la dualité de Poincaré donne
1'égalité
- % - * A ¥
H(ya, F . £3y) = fa;"cv@%s-qwf L¢3 m)

[*4
done., si on appligque de nouveau le théoréme fondamental de Deligne, on

trouve gue
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e *
BV, F o fiy)
q
est mixte de poids ¥ m ; la conclusion résulte alors de (0} (cf. aues

SGA 43;, [ sommes Tr:i,g.l, prop. 1.20}.

PREUVE DE (3}, {3') ET (3"). La suite spectrale de Leray pour le mor-

. = 1 . * = ‘2
phisme £: V8, E‘q ~—> @& et le faisceau f S‘Y sur V&, E‘q s'écr
"4 4 q
i3 _ il 3 o it E g
By = Hcﬁﬁ@qf%?’ﬁ £,0p) == H_ (vwﬁqsq,ﬁ iy}

par suite
ot = 13 P @ gl
X«:W&wqwq’f £y) 2 {-1) xgé%q,i\f R fstae) .

Si l'on montre qgue les Qe«faisceaux constructibles Rjﬁlmg (e
1 roz C s 2 3 Y

sur Ag‘ sont modérément ramifiés & 1'infini, on pourra appliquer le
a

lemme clef du numéro 4.8.2 et on aura, pour tout JEW ,
x_(ak s.2r%f 9) = @E ,R'E,0,) ~aim_ (=i @, )
c%q'\f 19 c%q‘ 1% 0, N1 %R

ot f est un point géométrique générique de é%%: . Par suite, on aurs
@

- * B N -l =

xccv’@l,qsq,f L) = £ V=X (£ 7 (A

81 l'cn montre que

Xc(f“}*{ﬁl) b.xc{(xf? Z) - (X0 20 H))

a.x (XN H) - (XN HN 7))

on aura gaghé pour ce gui est des formules (3) et (3'}. On passe ensul
de ces formules 4 la formule {3") de la maniére habituelle (cf. 8Ga 7,
XWIT).

On va prouver simultanément la modération des Rﬁf (9 et les

formules donnant la valeur de xc(fml(m).

PREUVE DE LA MODERATION DES RVF @, ET CALCUL DE x_(£7%(R)).

Commengons palr remarquer gue, duitte i remplacer le plongement projecti

donné de la situation par son &-iéme multiple, on peut supposer 8 =1 :

on suppose done que
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deg{Z) = a , deg(H} = b,

avec [a,b} = {a,p} = {(bwp} = 1.,

On considére alors le revitement suivant

v = \[u/®P,g1/2) ey

11 L
' !
P

Pa———

»
N

{si P = Proj{f‘q{xo.xl..”,xn}} et 5§ X9 P est défini par 1'idéal
homogéne IC u?q{xo,xl,.mx&h, alors P' = Proﬂ@q{xo'x}"""XN‘TI;U])
et Y P! est aéfini par 1’idéal homogéne J engendré par I , T -H
et UP-Z). ¥ est une variété projective lisse sauf en un nombre fini
de points, ceux gui sont au-dessus des points singuliers de XDH '

(z est transverse 3 H ¢t transverse & X0 H , donc d'une part le

lien singulier de X" H ne rencontre pas 2 : d'autre part X0 H ne
présente gu'un nombre fini de points singuliers, puisgue toute courbe

singuliére dans XN H rencontrerait 2Z}.

LEMME. Pour tout A Gq_‘vm , le rev@tement % induit un morphisme

RS 4 #/P =2zM?) e xn (5 =23PF)
p

gul est radigiel., surijectif et propre.

x

PREUVE. Comme 7 est propre, il ne reste & montrer que T, est radi-
ciel et surjectif et pour cela, om peut supposer X affine 1 B et I
induisent des fonctions h et 2 sur X respectivement. Un point de
X(@q}ﬂ (#* =22Pz")  est un point xﬁxtﬁq} tel gue

A PrenT = 20
et un point de Y(f“q)ﬁ (Hl/bmlzl’la} au-dessus de x est un triplet
(x,2,u) o t, uéﬁ‘q 2t ol

2= hix) . «@ = g{x) et £ =2iu.
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or, si on se donne A,Bé?q tels que 22=p" , il existe un unique

2o Ay = k(@ =)

h*xciixﬂ 2y~ {x0 zN g)) + k(XN Z0H)

wrxn (5 =230

ué€F el gue
a o

|3

puisque f{a,b) =1 {d'aprés Bezour Ll=aa'+bb' et u=ab'Ba'3.

Dponc —i-

x (£ A = bax (XN Z) - (XN 2O E)

- 1/o /s = a _yab b < c
gy;t:Y(IE‘)ﬁ(H = X% } e XEF 10 {HY = AVTZT)
4 4 puisque, pour A€ € . ona
est bijectif, d’'cl la conclusicn. -
1030 o (x- (x0 20 B =22
En particulier, pour tout A €@ , ona = (XN (5 =22P2P)) -« (xnznE) .
. ab, b - 1 i/a a ) . "
X(x0 (BT =2%g")) = x(¥0 (" Pz / 3o Maintenant, si H est une hypersurface de degré b transverse & X

Considérons la variété 4'incidence et 3 XN 2 , on a clairement

Fesyxe! x (X0 Z) - (XN 2N M) = X (XN 2] = (XA ZN )

Q’I 3 Pry dong pour montrer gue

E

x LELAYY = a.ax, (XN HY - (X0 HN 2))
2 i 1 (=] o]
o, pour A€ATCP .
on peut remplacer f = #2/z° par £ = W /z° ou, ce qui revient au
o~lon = ¥n mMP gl n . .
’ méme, on peut supposer que H=H , i.e. gue H est transverse aussi &
End
‘s . 1 ~ - .

¥ est 1'éclaté de ¥ le long de (¥ ‘{hﬂzl’/amo) et Y est lisse . . X . Mais alors % 1{0y est nen singulidre : en effet,
sauf en un pombre fini de points mppartenant & e 10y (Y est lisse ; : e Lioy = ¥n (Hle’bmc; = (X0 ﬁ)le"’a]

sauf en un nonbre fini de points, ceux gui sont au-dessus des pointe
: ; -1 et 7 est transverse a XMH, qui lui-m@me est non singulisr : de
singuliers de XN H). De plus, ® (i} est non singulidére poux X gén

. plus, On a
ral ; plus précisément, si o est le point & 1'infini de a2t adans

1 -1

-1 _ !
P, 9 “{m) est non singuliére : en effet, x{g T(0}) = E-XC((X"‘ H) ~ (XN EAZ)}) + X (X" BN 2}

'l : ¥ 3 ™ H ¥
o T{w) = ¥N (zl/a;“o) = (x0 ZJ[Hl/b} , {formule classique d'Hurwitz puisque (a,p) =1) : donc pour A € &
. . A général. on a

H est transverse & XN % et b est premier & P . :

w(xn (2 =23%20)) = x(e™t (V) = %o o

Comme {b,p)=1 , la formule d'Hurwitz (cf. 5.5.2) permet de cal- |
= a.x¢((xﬂ HY - (X0 HN Z)) +x{XNHA Z)

R &
culer 4%{® (]} et on obtient

L . »
x(e™ @) = bux (XN Z) = (XN 2N H)) +x(xN 20 H) . d'ob comme précedemnant

~lEy) = 0 g - (XN BN
Par suite, pour A€& , A général, on a X E () a.x ((xN 8) - (XN H Z}) .
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Prouvons maintenant la modération des RJflee 4 1%infini. Poux

eela, considérons la variété 4'incidence

- 3
X e XX B

ell A’z

3

oli, pour tout réalee’ , ona

ety = xn P =2z") .
La projection pry Xx@l — X induit un morphisme propre ¥ : % —
tel que
-1 1
Y X0 HNZ) = (XA HO Z)XP
&t que

vy (R Hxn 5N 2)) ¢ X-y"HXOHN 2) — X - (XN HN Z)

soit un isomorphisme, de sorte gue 1'on peut identifier X- (XN HN 2Z)
& l'ouvert de X , complémentaire du fermé yhxnpnz) = (XN ENZ) X
on considére alors le diagramme commutatif suivant ¢

Ve Xo (XN 2} tmr X~ (K0 HN Z) o> % e Xlal

lf=ﬂa/2h o 1gx}i&/2b Js - 19{;;1

Al by > ﬁ’i 1?1 MAJ“

ol le dernier carré est cartésien par construction ; on vérifie sans
peine que le premier carré est lui aussi cartésien ; par suite, pour

tout JEN

3 iad = g
(R7g,@,) A~ = R°L,0,

at

i

=9,0,) 18" = RI8laYy 0,

{théoréme de changement de base pour la cohomologie 4 support propre).
Or on a la suite d'excision sur el
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- Ry, @y —> RIB, 0, —> H) —5

ot Hd est 1e memfaisceau constant sur PI de valeur HA (%0 BN Z),

done par restriction a alhﬂ Pl . On a la suite exacte longue

S—— ijz‘kz — Rj{mal)l@z ey B AL s e

Comme la partie sauvage PFg du ¢groupe d'inertie Iy du point
€ 91 est un pro-p-groupe, les représentations continues ¢€-adiques
de dimension finie de Py sont semi-simples ; donc les foncteurs gui
associent 3 de telles représentations leurs composantes isctypiques
sont des foncteurs exacts., Si on applique ce résultat & la suite exacte
longue ci-dessus, on trouve que, pour tout JFEN .

Swanw(ijiwe) = Swanw(ﬁj(e\al)zﬁ}e) .

Considérons alors le diagramme commutatif

xla 2 X6« Yie,
gla’ gls »le
] ™ ™
l } A{ “ab“ lab
& g, = — 2

oll, par construction, le premier carréd est cartésien ; le second carré

- de ee diagramme est "topologiquement cartésien”, i.e. que la fléche

i sm)xﬁmwl g, )

-
g
m

xle )x
m Gmﬁm

déduite de ce carré est propre, surijective et radicielle (c¢f. Lemme
ci-dessus), par sqité, pour tout JE€W , on a
Yrainl = nd
(R7(61a }!Qg)ggm R (3‘%9;%

et

u wy ® j H j

(ap") (RI(Big ), @,)) = Ri(sle )@,
{théoréme de changement de base pour la cohomologie & support propre

et le fait qu'urn morphisme surjectif, propre et radiciel est "innocent"
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pour ia topologie étale). Or

i
LR 4 ----Pl?l

est propre et lisse au-dessus 4'un ouvert de E’l contenant le point
« , donc, pour tout JEN
Iigp! = (&3
rRiole ) 0, = (RFe 016
1

s¢ prolonge sur P° en un ﬂz-faisceau, ij!% y lisse au voisinage dé
x . Comme “ab” est modéré ({a,p} = (b,p} = i}, on a
swany, (87(8l€ ) 0,) = 0
done
3 1 =
Swan, (R7(8]a ) (@) = 0
et on a gagné.
5.3. Preuve directe de la partie (0} du théoréme 5.1.2 (méthode globale
Considérons 1'action de Py X sur ¥ = X{Hlfb,zi/a]‘ définie p

((cb.ca).;x,alfb,zlfan — {x,Cb.H;/b.Ca.ZI/a)

{asbxnaa}xxf,ﬁl/b,zl/a) ——s x[uP, 23]
N : ES 1 P 1
et 1l'action de Gy XB_ sur P° =AU {w} Q@éfinie sur A par

.
((Cb’ca)‘l} ey (sbfga}.)s
i il

@, xp_ yxal —— at

b &

et qui laisse fixe le peint » . Alors
{1} l'action produit de mhxsu.a sur Yx?i induit une action de
By, X, sur la variété d'incidence Y = YxPl et le moxphisme

@ :% mm¢~?l

est ﬁ&bxma—équivariant pour les actions de [y, X8, sur ¥ et sur
gl que 1'on vient de décrire {on rappelle que pour tout X E,Al‘-' E’l

ona ¢ty = (a™P = 1.21/“}0 ¥y :
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{2} i on passe au quotient par 1l'action de By X B o le morphisme

g:Y - Pl induit un morphisme
P 1
P :Y/hbxpa e B ,fhxbxisza

gui est topologiquement isoworphe su morphisme

‘)‘{————b!}’l

¢

”"

via le diagramme comwmutatif
¥ ~
i 4

}e
E’l

8

o B4Y

pl B apt

1

> ~ » x -
{on rappelle gue la variété d'incidence X ™ XXP est définie par

87100 = xt (B =1.5°) pour tout réalee! , que le morphisme

1

“zﬂ)“:l?l“‘ et prolonge le morphisme X&° A% ge al dans A&l et

que, au-dessus de €, le carré ci-dessus est topologiguement cartésien).

D'auvcr= part. rappelons gue les seules singularités de Y sont
des singularités isolées au~dessus des points de X of H n'est pas
transverse &4 ¥ (les singularités de XN H sont isolées car % est
transverse 4 XN H) ; en particulier, ¥ est lisse dans un voisinage de
¥0 Hi""b“ zifa . done Y est lisse dans un voisinage du diviseur excep—
tiennel (YN Hi’jbﬂ Z]‘fa} %ot de 1'éclatement ¥ = ¥ et ce diviseur
exceptionnel est lui-m@me lisse.

On peut alors calculer la cohomologie de Vv = X~ (X1 2} & valeurs

dans f“‘«i!\f de la maniére suivante ;
%

wv e = X - (xnan ) xat, 7))

¥ x ¥

- 5T el zlf&ﬁ Iil/b) xal,ﬂ‘e*£?§ B Ta
=H (Y | - (¥0 e naY ) xat,0 (ab) £y) .
A
Pour aller plus loin nous aurons besoin de guelques rappels.
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RAPPELS. Soit X wun schéma et soit D un fermé de X , pour tout
0 si g#2c

faisceau (pour la topologie &tale) F sur X . on dispose de la Suité g
k Xﬁ(WQz? =

exacte longue de cohomologie & support G, (~c} si g=2c
A .

i N . .
— ,3 i i, i+1 4 i

T H(X3F) — HH{X,F) —> H (X-D,F) > Hy T F) s e Donc la suite spectrale ci-dessus dégénére en E, et fournit les iso-
et d'une suite spectrale morphismes cherchés. En résumé, on a donc une suite exacte longue, dite
de Gysin,

B3Y = P (0, #(x, 5)) = w0k, %)
ey B2, B () ) e BY(X, B) o B (D, F) e 52 (D, T (0] Y

od, pour tout gf€N , 33(}(.3} est la restriction & D du faisceau sup
* * x
8i 1ot revient au caleul de H (V£ S‘!y)' on a ung sulite exacte

X associé au préfaisceau
de Gysin
U—smd (U, %0 .
HDxxt: $e2 e i i-1
e 874D, F (1)) — BT T — 0 (T -D.F) — B (D, T(-1)) e
A A

8i DEVYSU, o ¥V est un ouvert de X , la suite spectrale ci~dessug e
* *

montre que ol 1'on a posé D = (Y0 Zlfa‘j Hl/bixﬁl et F =0 (ab) &y . Or

Hy(X,F) = HL(V,) iew . £(0,5) = 1z 220 BP0 o1 a1, (ap) "8y

Supposons maintenant que X est un schéma de type fini sur un corps et

aslgébrigquement clos i S E A -y -
@ « que D est lisse sur k et admet dans X un B (& (ap) Y) =HA Y) =0

volsinage ouvert V qui lui-méme est lisse sur k et gque D est pure: donc

B XL
(D, 3-1) ° =0
’:\:)
et on a des isomorphismes

ment de codimension ¢ dans X . Alors
i i-
Bi(x,9) = B7%0,3(-c))  (vi)

pour tout E, ~faisceau F lisse sur X% (A\]¢ k)) s
% # car(k)} : en effet, { o . . By i Van  1/b ;1 o« ¥, B
H (Y ;.o (ab) ) 2 EA(Y - (YN 2790 /") xa, v (ab} Ly)
s &

pour tout 1i€N , donc

on a, pour tout i ,
i 1o =
B (% %) = HALV, ),
i * . *® *o gbwa
on & la suite spectrale BV, £ ,s:‘?) ¥ ‘:Yﬁlw fan) &y)
3

HP(D,J:FE{V,:H) am}gg*qw’g} ) pour tout i€8 .
En travaillant avec la suite exacte longue d'excision & la place

on a, pour tout. q .,
de la suite exacte longue de Gysin, on verrait de la nméme maniére que,

%g = ¥y, g f
D(va) “D(V:Qe3® {Fip) pour tout iE€WN ,

. . : Xk
et le théoréme de pureté relative (8aa 4, Xvi) permet de calculer les Hl{?;f*‘sy) =~ u (¥ 1""*(3’{7)“&&‘}“2} :.
¥v.ay) . : S oa
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On aura gagné si 1l'on montre gue les fléches d'oubli des supports

2 ¥
BT o (an) ) —s mh T LeT(ap) 2
[<AR } ¥ 1 ¥
& a
sont des isomorphismes. Pour cela, si 1l'on comsidére les deux suites

spectrales de Leray

:

PI = wP(al, (r0,0,) ® (ab) 'L, =>Hp+qf'§alr¢*(ab)‘£y)

it

Pgq Pial (nd * L P * *
Ez HQ(& SR Q’*Qe}@ {ab) z\y) M}H‘,} {Yﬁlrw {ab) S‘\?’}
pour le morphisme © : ¥ 1 i J&.]‘ {on rappelle que ¢ est propre), il
A
suffit de montrer que pour tout couple (p,q), la fléche d‘oubli des

supports
Pral * 1 *
A, (R,2)) @ (ab) 2y) — B, (R%,0,) 8 (ab) Ly)
est un isomorphisme. La conclusion résulte alors du fait gque les
cho*ina sont modérds 4 1'infini et du lemme clef du numéro 4.

REMARQUE. Dans le ¢as (a,b} = (1,4} du théoréme,la variété Y devient

simplement x]:Hi/ 4, pour tout A€ 6 . le morphisme

s ¥n (@9=nz) — x0 (m=2%7)

est un isomorphisme et pour presque tout A€ e . la variéteé

xn (P{:kdzd} est par conséquent lisse {pour A=w , cette varisté

devient YO (3=0) = (xn ZJ[Hl"{d] . or H est supposé transverse a

XM 2 et d est premier & p , donc (XN 7387 %] est bien lisse).
Or, dans le <¢as {a,b) = {1,d), si nous remplagens {Z,H) par

(z.mm‘i). la variété Vv = X~ {¥N 2} ne change pas et la fonciion

£f= H/zd est remplacée par F£+X ; un tel changement est donc inoffensif

pour 1'étude de la somme exponentielle

z Y(£(x)) .
xEV{&?’q)

autrement dit, on aurait pu ajouter aux hypothéses du théoréme 5.1.1
1'hypothése que H  est transverse & X {on remplace E par H+3\zd

pour X assez général dans Gm) sans affaiblir ce théorsdme. On verra
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plus loin {(cE. 5.4.1) un cas ol 1'on me sait pas si on peut ajouter

1'hypothése que H sst transverse 4 X sans rien perdre.

5.4, Une variante du théoréme 5.1.2.

Dans ce numdro, nous allons démontyer le théoréme suivant

THi:OR:E‘:ﬁE 5.4.1. Sgit X une variété prodective, lisse, géométriguement

bl
i i ini , soit X P =P
connexe. d¢ dimension ™ . suy un corpsg fini E’q Fq
. . . 1,
un plongement projectif de X , soient di‘ . "dr des entiers b

P -
1= 3,0se0T o Zie HO(&GP(&J._}) aéfinissant une hvpersurfag

soit, pour

Lé ore ient i ¥ 1, premiers
de ¢ notee encor zi . SOien bl'””br des entisrs 7 ’

r
& la ecaractbristicue p de ﬁ“q , spit & = i?']. biai et soit

BE Hoi!?,@?{d)) définissant une hypersurface de P , notee engore H .

On suppose gue pour tout sous-epsemble non vide I < {1,.v..xt , gn 2

les deun conditions de transversalité suivantes

{a) %N fg z, gst lisse de codimension # I dans X
if1

(B) XN ED 1’; Z:‘. ast lisse de codimension # t+1 dans X .
i€T

Op associe 3. ges données le Fq-schéma de type fini
r
v Xe (XN (U zi)}
i=1
et la fonction

r b, L
g=w/T 2,* ¢ V—rayp -
i=1 q

3
Alors. pour fout maractdre additif pon trivial Y« qu — Q(;P} et
pour toute place X de Q(Qp}, ME_ . 8¥p . ona

3 = # EY - -
{1} Hé(V®FqE‘q;f £4) = O pour tout i€, ifm :
(2) *‘iw%q‘:q*f*f‘w} est pur de poids w -

Si l'on suppose 2 plus gue H est transverge & X & L.s. . gue
BN X est lisse de codimension 1 dans %, alors on a la formule suivante

167




N, M. KATZ

«{X}

-1 v s, @q,f"is‘,; = x (v8, FLeey =

F g X
4 9 X (14any . TT (214a, 1)
i i
i=1
ol L gst 1a classe d'une section hyperplane de £ ., Pl Loite—
ment, gi l'on suppose en plus gque X& Pii est une intersection compléte
q
- *
de multideqré (al““"a&%—m) , alors xc(vanFq’f '&‘E} est le coeffi-
cient de ¥ dans 1'expression
M-m M+l
ayeanmadg Wb {14L)
T H=m -
(an) 1T () T (1404010
i=1 j=1

DEMONSTRATION. Considérons la variété &'incidence

R e XX B
¥
~ q
f] %2
1
e
e
q

définie par
1 r b,
£ = xN m=2 T 2,
i=1

1

pour tout A éﬁlch? + be fagon naturelle, on peut voir V comme

1'ouvert des couples (v,£{v)) de X g 7 le complémentaire de V dans
&

o T i
X ; est le produit (XN HY { U zZ, )1 %A
A i=1 *

Y ~ s X
velsX | < (xnEN (U zi))xjai

A i=1
Rl? /2

ﬁl

Nous allons démontrer les deux assertions suivantes

iy % 1 est lisse sur ¥_ ;
P’ G
{ii} les @,-falsceaux Rxﬂflae sur a' sont modérément ramifiés &

1tinfini.
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sdmettons proviscirement les assertions (i) et (ii) et déduisons

de ces assertions le théoréme.

Pour les parties (1) et (2} du théoréme, il suffit de montrer

1'assertion suivante :

(0} pour tout entier i . la fléche d'oubli des supports

*
£ ’i’\f}

i o # i -
Hc(v%,q[“q,f ‘Y‘%') sy H (v@@q&"q

est un_igsomgrphisme.

En effet, V est affine, lisse sur E-‘q . purement de dimension m
et fﬁi‘f est lisse et pur de poids © sur V , donc (1} et (2} se
déduisent de {0) par Lefschetz affine, dvalité de Poincaré et 1'esti-
mation fondamentale de Deliune icf‘ 5.2).

prouvons donc {0) & partir des énoncés (i) et {ii}. Tout &'abord,

comme

* 1 =&
HC{% "*Y) a
q
la suite spectrale de Leray pour
X 1 1
pr, : (xNEN{ U 2.1 xXa — A
P )
i=1
dégénére en une suite spactrale identiquement pulle, donc
» X
HC( (XN HED{

1 = L o
Zi)) XA >®(E‘ Fq,przaﬁ,i,) = 0 .
i q

1
La suite exacte longue d'excision pour l'immersion ouverte j:V Swsr X
g’ po 1

donne alors un isomorphisme

» e P o~ N P * - N,
EAX ,B, F ,f4,) «— 8 (V3 F_,£1,) .
o Tt iE‘q q ¥ T3, e E‘q q’ ¥
Ce résultat est encore vral pour 1€ caractére ¥ ; comme ('S:‘Y} = 5»? .
que, par {(i}. % ; est lisse sur F_ et que V est lisse sur ¥_ .,
F2\ 4 q
nous obtenons, par dualité de Poincaré, un isomorphisme

" P o~ * o *
H (X ;9 ﬁ‘q,f Ly) ~SesH (VD Fq,f £?}

A q J q
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{le twist 4 la Tate disparait puisqu'il est le m@me des deux cbtés,
~ i &

dim X 4 = dim V). Les isomorphismes ci-dessus se trouvent dans le
Fi:8

diagramme commutatlf suivant
H(v®, F ,£8,) —2uH (X . & F £,
< Fqlg ¥ Ja (Sl Al Fq q 4
- . * ~ * —
H (V8 F_.f L) 35— H (X % Fq,f L
g & q

ol les fléches verticales sont les fléches d'oubli des supports. Pour
démontrer 1'assertion (0}, il suffit donc de montrer que la fléche
canonigue
W% e FTi,) —su (X 8, F L

A 9q q A g q

e]

est un isomorphisme. Pour ceci, considérons les deux suites spectrales
de Leray pour ERY 1 «—a—&l {en cohomologie & support propre et en
& -
cohomologie ordinaire) ; comme €  est propre, elles s'écrivent
Pg . gPeal o3 s g o ruE
By HC(AFq.{R £,8) 8Ly} s u] (x&l%qe?q,f Sy)

P i oy ke A _ -
B ez (RIF,0,181,) ==y % e, LY, .
a e @Ll Fi} q ¥

pq
2

On a une fléche canonique de la premidre de ces suites spectrales dans
1a seconde, on veut montrer gue cette fléche est un isomorphisme sur
les aboutissements, il suffit pour cela de montrer que cette fléche est
un isomorphisme au niveau E, . Or grice & (ii), on sait que les

Rq§,03 sont moGéxrés & 1'infini, donc le lemme clef de 4.8 nous assure

que la fléche d'oubli des supports
1 1
ag (R%,008L) — @z .’ 0,98,
9 q
est bien un isomorphisme pour tout couple {p,g} d'entiers ; d'oh

1'énoncé {0} et les parties (1} et (2) du théoréme.

Essayons maintenant de ¢alculer
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- * m o *
= - £ L .
x (VB F £0y) = (-0 (VB B fLy)
4 q
vu les isoworphismes .

Tu =} 1'% "g

* a * ~ * s -
H V8, F ,£4,) =B (X B F.ﬁiy}
o] Fq q ¥ s a

et la suite spectrale de Leray
= uPral  (p9¥ 2t P g i
Bh = acmﬁq.m £,0,)@8y) == H] <xal®quq'f L,

nous avons

H

- * s P X
(V8 Bf78y) = x (X 8 B 2 dy)

q a" g
q 1 o3
2 (-1} xerag,q,(a £,0,)®5,) .

E

#

Or, par {ii}, les RqE*Qg sont modérément ramifiés & 1'infini, donc le

’

lemme clef de 4.8 s'applique et
1 .
xc{@%‘q’ (8%¢,0,)®5,) = xc(@s@q.aq‘é*we) - aim(2%E 8, )5

ol 7 est un point géométrique générigue de Al . Vu la suite spectrale
de Leray
PO . yPal  p9E Pty & F
B *H‘_:(AF R f,ﬂ}e} ===H, (X % E‘q.@zl
q A q
et le fait gque F est propre, on obtient le résultat suivant

- * _ ~ N P
xc(vxF Fq.f fy) = xc(x@ti) (€77 () .

Le terme xc(§ .} se calcule de maniére purement combinatoire :
F.\

T
~ 1
xc(x R xc{(xﬁ HN (‘u zii}xa )

A f=1
r Iy
=x(X) - x(xN (U 2.0} +x{x0EN (U 2.))

i=1 Y i=1

soOLt

P #1-1
x (X ;) = x{(X) ~ T =1)TETRRIRD AL T 7))
¢ al {1, .., 1} i€r *

179 P
+ -0 kA BN (0 7))
iy, .. .z} i€1
179
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Ou encorea
~ #1
x (% ) = T = hxn Nz
e Tl {177, 1) jey *
#1

- T (-1
{1, ..., ¢t
1#9

(XM HY (DY S, )) .
i€x *

Pour le terme X(:‘;'Fl(ﬁ“}} nous avone besoin de 1'hypothdse supplé-

mentaire gque H est transverse 4 X : en effet, cette hypothése assure

~al, - e ~-
que £ {n) est lisse : £ 1(0) est lisse (f 10} = X" K} et donc

oAb §

£77{1) est lisse pour presque tout real |

REMARQUE. Il semble probable que cette lissité générique des fibres de
F résulte déjd des hypothéses gue 1l'on a faites sans quion ait besoin
de supposer H transverse &4 X (comme c'était le cas dans 5.1.% on
il o'y avait qu'un seul Zi), mais je ne sais pas le prouver.

En tout cas, si on suppose H transverse 4 X, t1

{(f) est lisse
et

=1

x(E an = x(EFr a0

-1

1 ~t,
pour tout A€A" tel que £ (1) soit lisse, en particulier, comme

Flio) = XNH est lisse, on n
m..l -
x{f “(N)) = x(xXN H} .
En résumé,

— *
xc(v®F F .ri,) =

#1
~1Y RN {2 ) - k(XN EN (Y3,
e 4 Y {1, ..., x} i€r *+ 1€3 1”]

pPour Finir, on utilise les formules suivantes
4. L

(XA {NEI) =\ el ] sde
j€r * gx i€1 ;b
xnEa (Nz)) = § 0.5 TT ity
X H . S e{X PR
i€1 i % l*’diﬂ lel 1+diL
(cf. SGA 7, XVIL}. Alors
" a.L
x (Ve F_ £ = 7 0P8 cma- S T A
e TR AT Y ey T xd gx 4L " ey 1741
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ou encore

*
® F _,£& (X} AL w2} ) (=2)" 7.
V%, Fa ¥ Sx el (- g {1, ..z} if1

I
1 1
( et0opd 1T b -
% TRL7,., TG

i

. N Py N
Dans le cas particulier oli X est une intersection compléte dang P

de multi degré {(ay.. ”“’a‘Nwm) on a de plus

N N+1

- <{F) _ o f1+1)

c(¥) = %:fm x =
{ita..L} {1+a L}
4=1 ] 4=1 3
(cf. SGA 7, XVII1), donc

WL

x (vB, B_L£'5,) = (141)

< | N~ § Y <
9 (144L) . TT (1+a,L). TT (1+a L)
i=1 f=1 3
a{l..“aﬂ m’ (1+£;3N+J”

et (1+dL) . TT (1+4d,L) gﬂm {1+a L)
41

dfok la conclusion.

11 nous rests & ftablir les points (i} et {ii). Le point (i}, la
iissité de %ﬁll est facile, BEn dehors de (XN HA (iéxzin Xﬂ-‘&l ' X est
isomorphe a liouvert V de X , done cst lisse par hypothése. En un

point  {x A} de (xn Bﬂ(Uz 1y xal , i1 existe s€{1,...,r} tel
i=l

que X, soit dans s des hypersurfaces %, at ne soit pas dans les

r-g autres. (uitte & renuméroter les 2, , oOn peut supposer que
zlixo) Bl zs(xg) =

et

Byq (%) # Orefonn B xh # 0

Par hypoth&se, XN HN Zlﬂ...nzs est lisse de codimension s+l dans X,
done il existe des coordonnées locales (hiZgrecarZo s ¥yroeo ’ymus—l)
sur X centrées en L telles que dans les coordonnées locales

1 R
(h,zle-..gzsfyluu;ymms_l,k-)»o} sur Xxpa' cemtrdes en {x A )«
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% est @éfini par une &quation du type

.@\1

b,
h-l,g.ﬁ- zi”}”
i=1
o ¢ est une fonction sur X inversible en x, . 8i l'on désigne par

AR YT TVDPPIT WS STRRETS ¢ cemprhmR) -0

1'idéal maximal de l'anneau local & de XxXal en €x6.ko), on a
s b, L b, 2
h-X.g. 11 21,3' B h-kg.g(x .11 2.0 tmoa %)
i=1 ° =y *
or
b,
h=X .glx )aﬁ 2, € died?
o - MR §
i=1
done
B8 b,
h—k‘g.TT zi16£~£2
i=1
de sorte que, prés de (xO,RQI, X 3 est défini dans la variété lisse
&
1 : s jayd
XXA  par l'annalation 4'une fonction e «d{,—«%z . done X, est lisse

F 23
en (xo,Ao).

Le point {ii), la modération & 1'infini des R?E*Qe , est un peu
plus délicat. Commencons par remarquer qu'il suffit de démontrer gu'il
existe un entier B¥1 tel que, si LB} désigne l'application B-idme
puissance

fﬁ} H Al -—-*-{A}

X pn AR,
alors les faisceaux, sur at
. 2
()7 (r¥E,0,)

sont modérément ramifiés & l'infini. Le point {ii) ¢st donc conséquence

du résultat plus précis suivant =

PROPOSITION 5.4.2. 8i B est un multi WO de bl'bE'“"br‘

alors les faisceaux
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» - inu
(Bl (r7E,0,)

ont une monodromie & )l'infini unipotente g4'exposant 1+l . dong, &

fortiori. sont modérément yemifids & 1'infind.

COMMENTAIRES. Si P : Iy > GL{V) est la représentation locale corres-
* i N .

pondant au faisceau (sl (r f,@e) , ¥ étant un @,-espace vectoriel

de dimension finie, la premidre conclusion de 5.4.2 signifie que

i+l _

(PCC’)-lv} 0

pour tout o€ Iz - La partie sauvage Py de Iy e5t un pro-p-groupe.
done p{Pg) © GL(V) est un sous-groupe fini de GL{V)., Comme #&(Pg)
est contenu dans les unipotents, R{Pg} = “'v) ce gui n‘est autre que

1z seconde conclusion de 5.4.2.

PREUVE DE 5.4.2. Nous sllons nous servir de la méthode des cycles dva~
nescents pour ramensr cette question a une guestion "locale en haut”.
Kotre démonstration est calguée sur la démonstration “géométrique” du
théoréme de monodromie locale (of. SGA 7, Exposé I).

Considérons la variété d'incidence

+he
[P iV

et soit
%8}
?{B}l

?l

1'image réciprogue de X —pt par le morphisme (8] : el —

gui prolonge le morphisme, EB} H .Al -—+.4A1 , &lévation & la B-iéme
puissance. Soit u« = 1/4 1'uniformisante standard de 0?1 centrée au

point o , soit
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g = Syecéﬁq[tuil)

le complété de Pé au point = et soit
g9
Y
d
3

1'image réciprogque de f.8]:X[ml —3p' par 1a fliche évidente

it

sy b,
toeu L afamta = TT 2,00 B
je=1

]

Spec{Fq{gw]])

8 ——a»?l qui envoie le point fermé s de 8 sur le point o de pt .

Soit M le point générique de¢ S , 1 = Specfﬁql(u))) et soit T un
point géomdtrique localisé em 1 , T = Spec(ﬁq((u))SEP) ol §qi(“33$eP

est une clBture séparable de Fq((u)). On doit montrer gue l'action de
I = Gal{fi/n)}

sur la fibre du faisceau [Bl*(3i§*ue) an point géométrigque A de Pl
est unipbtente a’exposant i+l . I1 résulte du théoréme de changement
de base propre que cette action s'identifie & l1l'action par transport de
structure de Gail(7i/m} sur Hi(Yﬁ,Qe). Pour montrer la proposition, on
doit donc montrer gue l'action de Gal{fi/M)} sur Ki(Yﬁ,ae) est unipo~
tente d'exposant i+l , ou, ce gui revient au méme vu la définition de
1a cohomologie £-adigue, que, pour tout entier n¥1 , 1'action de

Gal{f/m) sur Hi(YE,!VEnZ? est unipotente d'exposant i+l ., Pour le

faire, nous allons uwtiliser la méthode des cycles évanescents.

Interlude : la méthode des cycles évanescents.

Considérons une "situation de cycles évanescents”
3 i
Y it Ys

o gl o kgs

P - T e -

Y

95

I ] 1

o8 $ est un trait strictement hensélien de point fermé s , de point
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générigque M , ol T est un point géométrique localisé en T et ol
g:¥ ~—>8 est un morphisme propre : soit A  un amnsau de torsion
premiére & la caractéristique résidueclle de S . On s'intéresse &
1'action de la monodromie, i.e. l'action du groupe de Galois

I = Gal(W/7)}
par transport de structure sur les groupes de cchomologie Hi(Yg.ﬁ).
Plus précisément on cherche un eritére "local en haut” qul assure gue
cette action surk Hi(Yg,ﬁ) egt unipotente 4'exposant i+l , pour tout
degré i . Pour cela. on calcule les groupes Hi(Yﬁ.A), munis de
1l'action de I , 3 l'aide de lz suite spectrale de Leray pour le

morphi sme

Cette suite spectrale s'éorit
B9 = wP (v, R34 = 5Py, 0

Comme le morphisme g:¥ — 8§ est propre et que § est strictement

hensélien, la fléche de restriction
BY(Y, %) — B (Y 1)

@st un isomorphisme pour tout faisceau étale F sur Y , de sorte que

l'on peut réfcrire Ia suite spectrale de Leray ci-dessus sous la forme
Eg"f = HP(YS.i*Rqa*H =z>39+q(Yﬁ.ﬂ} .

Les falsceaux

R, A 4 L "RI3 4

sur Yﬁ s'appellent les falsceaux de cycles évanescents pour le mor—
phisme Y 55 i coefficients dans 4 ; ils sont munis d'une action
canonigque de 1 pour laguelle la suite spectrale ci-desgsus est

I-équivariante.

Compte~tenu de la sulite spectrale Iwéquivariante
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Peq _ P & 1208~ PRV
B HU(Y R Yﬁﬁ) == H (Y.q. }

pour prouver gue I agit de fagon unipotente sur le groupe Hi{&‘ﬁ,-’s}
avec exposant i+l , ceci quel que soit le degré 1 , il suffit de
prouver gque I agit frivialement sur les faisceaux Rq’i’,qt\ : en effet,
si O0€I agit trivialement sur tous les termes Elgq de la suite spec-
tralé. I agit aussi trivialement sur tous les termes Eﬁ'q ¢ OF

Hi(Y;t,?\) est filtréd avec comme gradués
orfEt (v, 0)) = B AP

de sorte gu'il ¥ a au plus i+l graduéds non nuls et gue sur ces gradués
I agit trivialement; ceci impligue bien gue l’action de F sur
Hi(Yﬁ,h) est unipotente d'exposant i+l .

Pour prouver gque l'action de la monodromie sur Hi{Yq,A) est uni-
potente d'échelon i+l (¥i}, il suffit done de montrer gue pour tout
entier g , l'action de I sur R‘*’nl‘\ est triviazle, i.e. gue pour

tout point fermé y de ¥, o I agit trivialement sur les fibres
Gy A
(R™Y, )Y g€ ) .

Cr., ces fibres se caloulent de la fagon suivante : soit Y(y) 1'herigé-

1izé strict de Y en v et soit Y(yy5 1la fibre en é&u morphisme

L]
composé

Yiyy =Y s,

alors, on a un isomorphisme I-égquivariant

qy o qd -
{r ‘l’,;‘)y H (Y(ym,ﬁ)

pour tout entier g .

En résumé, pour montrer que Lfaction de I sur Hi{Y—,M ast
unipotente d*échelon i+l , il suffit de montrer que pour tout point
fermé y de Y et pour tout entier ¢ »0 ., l'action naturelle de I

sur Hq(‘f(yﬁ.f*) est triviale,
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Revenons & la situation de 5.4.2 : ¥ est défini dans XX8 par

1'éguation
r b,
eBoatx) = TT z, (%) *,
i=1

En wn point fermé de ¥ _© xx{0} , ona w=0 donc certains des Z;
s'annulent. Quitte 3 réordonner les Zi . on peut supposer gu'au point

fermé considéré, on a

&t
Zegy # Oreoniy # 0
avec tY¥1 .
41 H s'annule au point considéré, l'éguation de Y dans XXS

s'éorit en coordonnées locales (h,zl,,“,zt,u , autres coordonnées)

sous la forme

t b,
uB.h = (ﬁ z.l).u
i=1 *

z

ol u est une fonction sur X , imversible au point considéré.
§i E ne s'annule pas au point considéré, l'équation de Y dans
XX 5 s'éerit en coordonnées locales (zl....,zt,u . autres coordennées)

sous la forme
t o
uB = {TT z‘j‘).u
i=1

ot u est une fonction sur X , inversible au point considéré.
Comme les b.i sont premiers & p , en particulier le by qui
apparait ici est premier & p» {on: a besolin gque tous les bi soient

premiers 3 p , car on réordonne arbitrairement les Z, , donc les bi)'

/%

1
{h.zl‘u .zz,....zt.autres)

et
1/

(zl.u i.zz.,...zt.autres)
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sont des coordonnées locales dans un voisinage du point considéré de

¥ . Dans ces coordonnées, Y est 3éfini dans XX 8 par une éguation

qui s'écrit suivant les cas, soit

soit

le point considéré étant 1'origine des coordonnées.

La conclusion résulte du lemme plus général suivant {lemme qui
peut éventuellement servir & d'autres estimations de sommes trigonomé-
triques).

LEMME. Spient %k un corps séparablement clos, 2 un nombre premier

distinct de la caractéristique de kX et m et n deux entiers ¥ 1 .
Dans 1'espage affine sur k

a" x a™ x spec(ki{s]D)

avee coordonnées (hl""' n.zl,u.,zm,u}, on considére la variété v

définie par une équation

o les =&, sont des entiers % 0 , o les bi sont des entiers ¥ 1 et

i
oll B est un entier ¥ 1 ns 1'idéal engendré par les ayr-.-ia, gt

lsg by.....b - Désignons par ¥ oy L'hensélisé strict de V en

l'origine (O,....0) des coordonnées et par v(O)ﬁ la_fibre de QKO)
pour_la proijection de V(O) sur Spec(k[[u]ﬁ) en un point géométrigue

% au-dessus du point générique 1 = Spec(k{{s)}} de Spec(kl{ull).

323

Alors le groupe d'inertie I = Gal{¥/} i ivi =

groupes de cohomdlogie

B (Vg5 70D
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(L€W , vER ).

REMARGQUE. On ne suppose plus les bi premiers & p -

DEMONSTRATION DU LEMME. Fixons i et v . D'aprds un théoréme de

Deligne {8Ga 4%, [Finitude}}, nous Savons que
i . v,
H w(omlm =z}

est un groupe fini. L'action de I sur ce groupe de cohomologie est

done définie par un homomorphisme continu
I —r Aut(HS(V, =, 2/2877))
(o
dont le noyau est un sous-groupe distingué ouvert de I , correspondant

3 une extension galoisienne finie E de k{{u))} : si

q o= Spec{k((ﬂ))ﬁap} ol k({ﬂ)}S%P est une clture séparable de k{{u}}
on a la tour dfextensions

k({e))®F
) Kex

b g E
‘ } 1/Ker
k{{}}
11 nous faut montrer gue Ker = I , f.e. que
B=%k{{)} .
Commengons pay quelgues remargues sur les cycles évanescents. Soit
K un corps guelcongus et soit

z

spec(¥ [u1])

un morphisme ; ce morphisme se met dans un dlagramme cartésien

. ]
z:_q' > 7 € Z$

l |

7 = Speci{K({#))*®P} s spec(k[[u]]} «+— Speci(k] = =

181




N. M. K4TZ

sep la

ot K{{u}}®®F est une cibture séparable de K{(u}). Soit K
clBture séparable de X dans K{{u))®%® | aprés 1'extension des sca-

lajires XK ——>» x€P , ce morphisme devient

[ sep
Z Z&x K

Spec{K$ap®KKE{w}])
et se met dans un diagramme cartésien

LI P e v i LR sep
{z )11 = Zg ——3-—»2 o 22 Zs'@KK

| ! !

s Spec(K5P @, K[ (511} e spectk®™P) = 5' .

Or 1l'anfiean
k*Fo k([ull = U x{{s]] = KSP{ a1l
K!

{ou X' parcourt les extensions finies séparables de K contenues
dans xsep) est un trait strictement hensélien, donc le diagramme
ci~dessus est un diagramme de cycles évanescents et on dispose des
faisceaux de cycles évanescents
v, (@)

sur Z;. = zgﬁg(xsep {n' = “Spectre du corps des fractions de 1'anneau
KsePQKid[uJE'W . Ces faisceaux sur 2., sont munis d'une action de
Gal{k( ()P /K((1))) au-dessus de 1'action évidente de son gquotient
Gal(KseP/Ki sux Zé, = ZS§%{K$QP {cf. 8GA 7, Exposé XIII). En parti-
culier, si 2'€ Z;.(Ksep) est fixe par Gal{K®*®P X}, alors tout ie
groupe @al{K((u})S®P/Kk({u})) agit sur 1a fibre en 2' des faisceaux
de cycles évanescents Riyn.{ﬁyﬁvw).

bans notre situation, prenons K = k{t} o t est une indétermi-

née. Nous disposons de deux k-homomorphismes
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W[ [w]] s K (a1
{2}

définis par

(1}

u — U
w»——(-%—z—irtw M
Les deux K{[u]]-schémas déduits de

1

E-
=3 o e 4 1 Ba. h.J
1; {ihl, ceeBaz izl jgs. j S

H

i
M
B

spec(kllwl

par ces deux extensions de sralajires sont KE[%}}—isOmorphes par un
isomorphisme qui fixe 1'origine (0....,0). Explicitemeént, ces deux
K[ p1l-schémas, que 1'on notera W, et W, , sont définis dans 1'espace

affine

aP x A" x Specik[[u]}}

par les équations

n - m b,
Wz H uE.tB.n ho = 11 zil «
=1 4 i=1
or, par hypothése, il existe des entiers cl,...,cn,dl,...,dm tels que
5] "
= £ e..a; -~ & 4d,.b.
? oy 3T T L) e
de sorte gu'un KE{&??-isamorphisme iﬂi hid Wz . préservant l'origine,
est donné par
e 3
h. t “.h,
J 3

a;
P - AR
Zl £ :&'—l
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Choisissons maintenant une cldture séparable K({e1)®F ae Or, d'apras un théordme de Deligne {5GA 4%, {Finitucel}, 1a formation
K({s)) et soit K°°P la ciBture séparable de K dans K({0))%F | des faisceaux de cycles évanescents commute aux changements de traits.
Soit T le trait, spectre de l'anneau de valuation discréte strictement Par suite, pour O=1,2 , si l'on choisit une inclusion
hengélien sep { 0 ) sap sep

k{{w}) ettty K (1))

&l [u]] ®K XSF
gui recouvre 1°inclusion

on note b le point générique de T et & le point géométrigue, loca- (8)
k({u)) sy K{{}}

iisé en & , défini par la cl8ture séparable K({s)37*P | pour chacune

des deux fléches on a un isomorphisme

k i ] o~ i . . »
Kel] 8, k([u]] (8=1,2) BV )7.3/2°8) > B (W) ()5, 3/¢ 2)

on dispose d'une situaticon de cycle‘s évanescents et un diagramme commutatif

s
Gal(K((5])SZB/R((1))) —BowGal (k((u))5Pac((n))

! -

AUt (W) (05, @/ T)) =S Aue (' (V7. 27070

V8 1u ]y~ KO 8 K7 = wg 3 k7F =

sFec(K[[u}] @K x5%P) =

donc de falsceaur de cyeles &vanescents oll la surjection entre les deux groupes de Galois est induite par la

couple d'inclusions ((%), (81°°P)  (c'est une surjection, car chaque

RYY, (2/€77,68) .
extension finie séparable de k({s}) est totalement yamifide, donc

On va décrire l'action de GaL(R({{w)})**P/Ki({s)}) sur ia fibre en : reste un corps, extension finie séparable de K{{u)), aprés tensorisation
{G,...,0) de ces faisceaux de cycles évanescents, i.e. la fléche ; par K{{u)) au-dessus de k{(u})}.
Gallk({ ()1 %P/R(u1)) — aut(Hi({wé}{O}g,Z’/E“Z}} Maintenant, si on se rappelle que les deux situations
pour 8=1,2 . Wg
Pour celas, remarquons gue ces deux situations de cycles évanescents l (6=1,2})
proviennent par lgs deux changements de traits strictement henséliens spec(k({u]l])

{1} 1o ; . .
kf[u]} ___{_,,)__,_ Kt{uj} K[[n]} @K Ksep ) sont K[fuw]-lsomorphes, on a la (:cmcitusum suivante : les deux repre—
2

sentations (8=1,2)

de la mémg situation de cycles évanescents se i v
GallK((u))®F/K(En))) —> Aut(H (W) ()5, 8/E7E))

v
1 ont mé@me noyau, done, si N est le noyau de la représentation
spec(k[le]]) . Gat(x((2))*%F/k((w))) —= Aut(H (Vo =.2/0"T)) ,
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on a -
sTH = st
et par suite
E® e K{{u}} = E B K({x))
k{i{n}) 58 k((»)}»tgf

si1 1'on voit ces dsux corps comme extensions de K({w)}

K{{u}}®EP

contenues dang
au moyen des couples d'inclusions ({1}, (1}5%F} ot
({21.{2)%%F)  respectivement.

En termes plus concrets, choisissons un polynfme d'Eisenstein dans

ki [w11{x] , aisons
fleux) = X% 4 a X e e (u)
tel que
E = k{(«}}{x]

o} x est une racine dans k{{u})®®F 4. fu, X} {ona

aliﬂ)g.ﬂ*.ae_l(n)é w.klful]
a, (v) = . modulo nz-k[{&ig

*

of #€k et e = [E:k((a}}]). Nous avons alers

E ®k(c:u))ﬂ’)"“(w} = k((enir 1,
ol T, = (1)5%P(x)  est racine dans K(())5%P 4 fe%) va comme
élément de KiTuillx] . et nous avons

B P w1y gz K0 = K()Iny]

od ¥, = (2)®F(x) est racine dans K({u))%P agu polynfme en X ,

£, X ER((u)x] . on a étabii jusqu'a présent que
K{wnI7, 1 = ki@u))in,] |

Il nous reste & voir que e=1 pour terminer la démonstration du leamme.

FPour cela remarquons que Hl et ﬁz sont deux uniformisantes de la
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méme extension de K{{u}), cette extension étant totalement ramifiée,

donc nous avons un développement de ﬂz en série en ﬂl s

X

i

= = T
LP bl(t).fl + =, bi(t) v

avec

b () €K = k(t) (viyi) .

D'autre part, comme 1'extension en guestion est totalewent ramifiée de

degré e et que # est une uniformisante de K{{s)), on a un dévelop-

pement en sérxie en “1 de Wt

<= .
w o= L c<.ﬂi
ime T

ot ¢, €k (Yile) et ce€ k" . Considérons alors 1‘éguation
i
£lre,7,) = 05

comme W=0 {mod 77) et ¥,=0 (wod M), on a

P e+l
fitu.ﬂz) w W, vate {mod “l ¥
P E b {t).7. {mod T2) et w = c .1 lmod 7971), on a
et comme T, = b,it).my 1 LB 1
- e =] e+l
£, 1,) # (b, (t])) +ta.t.e )] (mod 7 }
done
e 2 = gotl
ﬁl(bl(t) 4-&.t.ee} 0 (mod 7,°7)
et

e -
blit) +<r.1;.c.e o]

Ed

donc, on a
e = -
bl(t) w.e Wt
e=]1 et la conclusion.

aans ¥ = k{t} , ce gui implidue
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5.5. application aux sommes de Kloosterman et 4 diverses gdnéralisations

de ces sommes.

5.5.1. Fixons un corps fini Fq de caractéristigque p , un entier

n}l et un n-uple
y = (blrn»ntbn)

d'entiers positifs (bi ¥ pour i=1,...,n}. Notons & la somme

des bi ¢
N
PRI
Hous désignerons par Gb le sous-groupe algébrigue de (@m)n défini
par 1'équation -
e
=1

ol x; est la coordonnée standaxrd sur le i-iéme facteur G du produit

n
{ ﬂ?m) H GE

Soit

est un groupe algébrigue commutatif défiri sur F_ .

*
Y.Fqu——s@(ip)
un caractére additif gon trivial de Pq et soit
26 (F ) —> (6 )"
Xy B g1

un caractére gueloongue du groupe fini Gb{Fq} (£ étant une racine

g1
primitive (g~l)-iéme de 1l'unité).

Btant donné un entier k31 et un n-uple d'dléments de F;
& = vaas
&= {a,, o)

nous pouvons former la somme exponentislle définie par

n
S{b.k,o, Y. GF ) = z x{x}¥( o,k
T e j=1 1
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et, plus généralement, pour une extension finie F de Fq nous

pouvons former la somme exponentielle définie par

n
xv()_c}‘fg( .E o, .x}?)

8(§rkr§:YrXSF v)”‘ i i

z
g xEG(F ) i=1
- q
o X = XoN, v/@ et ¥ = YeTrg v/Fq .
q 1 q

Dans le cas particulier ol

= {Llyaneeld}

+4
f

= garactére trivial

%
k=1 .
nous retrouvons les sommes de Kloosterman multiples

e
E Y{ 2 o

}(1.. « .,xncl i=1
x, €F

3

i’xi’

g

avec lesquelles nous avons commencd le cours. Comme nous 1'avons aéija
dit, par un argument fort astucieux, Deligne a démontré gue, pour la
somme de Kloosterman ci-dessus, les groupes de gohomclogie correspon-
dants sont nuls pour i¥n=-1, gue le Hz”l egt pur de poids n-1 et
que ia dimension de ce Hﬁ"l est n . Nous allons donaner une nouvelle
démonstration de ce résultat dans le cas ol l'entier n est premier 3
p . En compensation pour la restriction "n premier & pY, gui est une
limitation intrinséque de notre méthode, nous allons mettre en évidence
et exploiter une relation frappante éhtre 1la somme de Kloosterman
ci-dessus et la famille & un paramétre A des hypersurfaces de degré n
dans "% d'équation homogéne

n 0
T oo, T =L 1] T
=y 1772 i=1
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Dans le cas geéneéral des sommes

S(?:kpfayfxifq}

n
nous allons prouver gue, si lgs_entisrs bi""’bn L 4= I bi et k
i=1
sont tous premiers & p , alors les groupes de cochomologie correspon-—

dants sont nuls pour tout degré i¥n-l1 . que le Hg“l est pur de poids

=1
. Comme dans le cas

n-1 et gue la dimension de ce HE'l gst  d.k
particulier des sommes de Kloosterman, notre méthode de démonstration
dans le cas général s'appuie sur une relation entre nos sommes et une

famille convenable & un paraméire d'hypersurfacesdans @n-l

qui sont
encore des "single-monomial deformations" des hypersurfaces de Fermat.

I1 serait trés intéressant d'essayer de se servir de cette relation
en cohomologie pradique pour étudier les polydgones de Newton associés
4 nos sommes, DE3A dans le cas o X est le cavactére trivial ot ofl

k=1 , donc dans le cas de la somme

E ¥{ Z
¥
- ¥y o, X, )

n i=1
ET xil=1
i=1
E*
g Fq
quelle est la régle qui domme les valuations p-adiques des
n
da= & bi "racines réciproques® correspondantes en fonction du n-uple
i=]

b= {bl""'bﬁ) ? Dans le cas b = {1,...,1}, Sperber a démontré qua
les n racines réciprogues ont pour valuations p-adigues (normalisées pa
ord{g) = 1} ©,1,... et n-1 , ceci indépendamment Gu choix du nombre
premier p » n+2 . Que se passe-t-il pour b = {b,sueeb)  en général 2
Pour le moment, personne n'en sait rien !
5.5.2. Interlude : “"formules d'Hurwitsz".

Dans notre étude des sommes

S(b.k, o, ¥, xF )
: q
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nous allons nous servir plusieurs fois du théorédme suivant gui contrble
les caractéristiques &'Euler-Poincaré des revétements finis, ftales,
galoisiens d'ordre permier 3 p (on s'est déja servi de ce théordme
dans la démonstration de 5.1.2 sous le nom de "formule d'Hurwitz“},
Dans le cas des "coefficients constanis” ce théoreme est 4l & Deligne-

Lustig. Notre légére généralisation en ddcoule facilement. La volci

THEOREME. Soit k un corps alaébricuement clos de caractéristique p

soit V un k-schéma séparé de type find, soif G un groupe fini

d'ordre premier & p gui agit librement sur v {i.e. pour g€G .,

g ¥ id . g agit sans point fixe). On _suppose gue le guotient V/G
existe (ge gui est automatigue sl V =25t supposé guasi-projectif) et

on le note U onnote & 1lapplifation guotient:

Soit &'autre part H un groupe fini. soit W un H-torseur sur Y.

i)

soit E up corps de nombres,sxténsion finie de @, gtosoit M un

B-vectoriel de dimension finie muni d'une action P de H ,

p:H ——-arAutE(M) .

Pour toute place X de E dont la daractéristigue résiduelle ¢ gst

# p . on désiane par Py la représentation A-adigue gorrespondante.

Pyt H —- Aut (M@E Ey )

Ex

st.par ¥, 1ls E,-faiscequ lisse sur U obtenu 4 partiy duo H-torseur

.

¥ par "extension du groupe structural™ & l'ajde de By »
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W
P
X
9 l‘) H ——-)Autgl(ﬁ.‘&ﬁﬁx) .
L]

Considérons slors les qroupes de cohomologie

i »
HC{V,TF 31)

gui sont des Ek~regrésentanians de € , ainsi gue leur somme siternée

i,k »
E(-1)" B (V.7 5}
i
qui _est une E}\—représentation virtuelle de 6 . Alors

{1} pour toute place i de caractéristicue résiduelie E¢¥p , le
garactére de la représentation virtuelle de G , donnée par

z (-t Hi(i.’,ﬂ‘*a")\) .

est 4 valeurs dans B , et ce caractére est indépendant du choix de A ;
{2) pour toute place X de caractéristigue résiduelle €#p , le carac~
tére de cette représentation virtuelle est le caractére d'une représen-

tation virtuelle donnée par wune différence de ®£ [G]-modules proiectifs:
X
(3) pour toute place A de caractéristicue résiduelle {#p . 1'entier

din L
XC(H'EA} -""'f {m:l} di

gst _indépendant de X et ngus avons 1'égalité de représentations vir~
tuellies da G

i
mEl{HC(U‘EX»B}

i 4 *
f {~1) %Ic(vrg El) = XC(U;B’X}‘RQQ(G)
ou Reg{G) désigne la représentation régulidre de G .

PREUWE., Désignons par Z le GxH-torseur au-dessus de U défini par

2 “VXUW .
A
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Alors, pour toute place A de E , nous avons des E)\[G}—isomcrphiﬁmes
canoniques

whovor®s ) = iz, g2 b (160 .

fo R A Q 1By i ®g
Par suite, pour tout g€ 6 , nous avons les relations

(goulv,2 5 ) = L % Trin.g H (2,8, )).Trih, M)
Trg,c : " ﬁh@ﬂ g H, ’E?L

et dope, en prenant la somme alternée de ces relations, nous avons,

pour tout 9€G ,

i i * 1 i i
£ (-1)F rrig, B v, T 4} = Eorr(h,M).E (~-1)* Trlh.g, H {Z.5)) .
i y el A FH jen i @

D'aprés Deligne-Lustig {cf. Ann. of Math. 103, 1 (1976] p. 119, propo-
sition 3.3), pourvu que l'on suppose A de caractéristique 2#p .

pour tout h€H et tout g€¢ fixés, la somme interne

T (-1 Tr(h.g,H(Z,Ey))
: [+4
i
est unr entier indépendant Gu choix de la place X ; ceci rend évident

l'assertion (1).

IL'assertion {2) est un "general nonsense' (¢f. Deligne-Lustig,
p- 120, proposition 3.5) et serait valable pour un E-faisceau cons-

tructible 3>‘ sur U quelcongue.

A partir de (1) et {2), 1'argument donné dans Deligne-Lustig

{cf. théoréme 3.2) montre que, pour tout ¢€6G , g#1id , nous avons bien
N . .
Z (~1)" Trig, HGIV.T FH)) = 0
i
pour toute place A de caractéristique £¥p ., ce gui veut dire préci-
3
sbment que, pour une telle place A , la reprégentation virtuelle
£ (-1F BV, )
©
i
est un multiple de la représentation réguliére de G . Comme le carac-

tére de notre représentation virtuells est indépendant de A , ce

multiple 1’est aussi, 1.e. nous avons
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2 (-1}t LV, 775,) = N.Reg(G)
X

aved un entier N indépendant de A .,
$i nous prencons la dimension des invariants des deux cbtés de
1'égalité de représentations virtuelles ci-dessus, nous obtenons la

formale
= (-0t ainluliv,n'3)% = »
1

formule valable pour toute place A  de caractéristique résiduelle

¢¥p . Compte-tenu des isomorphismes cancnigues de Ekmvectoriels
i e G~ i
HC(V,# KA} - 30(0,31)
on en déduit 1'assertion (3},

REMARQUE. En fait, il est connu que la relation entre représentations

virtuelles

L (- i i ¥z =
i {-1} HC(V,?T ")‘) Kc(ﬁ:gl).Reg(G)

est vrale pour un Ekwfaiaaeau constructible $A sur U quelcongue,

E, é&tant une extension finie des @, . avec EFp , et ¥ Vv 4 U é&tant
un  G-torseur avec € un groupe fini d'ordre premier 4 p . Ce résultat
est lui-mdme un cas particulier dun théoréme général de Deligne, exposé

par Illusie au séminaire E.N.S., 1978-79.

COROLLAIRE 1. Avec les hypothéses et les motations du théordme. pgus

avons la "formule d'Hurwitz”

X AVT F Y = #G*xc{udﬁx) .

COROLLAIRE 2. Avec les notations et les hypothdses du théordme, =zoit

i *
X :G wws B

un carvactére linéaire de 6 . Spit X une place de E de caractéris—

tigue résiduelle ¢7p ; on note % le caractire
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b4 »* *
G —» E %—a»Ek

t SX le E,-faisceau Lisse de yany 1 sur U obtenu & partir duo
- A

' ~1
G-torseur V par extension du groupe structural bpar Xk '

v
xa1 .
7} 6 ——>E .
k7
U

Alors lpour mémoire) nous avons, pour tout entier 1 . up isomorphisme

canonigque

. . %
i s i * X
HC(U'%’@SX}‘B _..,.ﬁc(v,v; 31}

{oh 1 exposant %y désigne la cemém$ante xk—isotggigﬂe}. Par

censéguent. nous avons la formule

1 ®
xa(uas)“g'g‘xk} —Xﬂggfgk} = 35 Xc{vrﬁ 3)\) -

PREUVE DES LEUX COROLLAIRES. La premiére "formule d'Hurwitz" découle
de 1‘égalité
t (-0f whv,r%5,) =% (1,3 .Regta)
A Y o TR

en prenant les dimensions virtuelles des deux cdtés. La seconde découle
de la méme égalité, mais en prenant maintepant les dimensions virtuelles
des %y -composantes isotypiques des deux wbtéds et en me servant des
isomorphismes
. s X
- & =, R
HﬂiUtE;\‘g XA} """‘?‘Hé(V« )‘} .

¥

5.5.3. Retour gux sommes S{b.k,o,¥.X:F ).
4

Pour un n-uplet da'entiers ¥% 1  donné,

-.9 = (bl,...:bn} L3

le groupe Gb ne va 8tre connexe que si les bi sont premiers entre

eux. Pour se ramener a ce cas, il sera commpde 4'introduire
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r = p.g.c.d{bl....,bn) (a®) : G (Gm}n

ot s 1
X {aveer T,uand
a={a,,ec0ra)
! " définit une section de [g} .
avec
(6 )"

ai = bi/r {i:l,...;l}) (ar) 1[8]

de sorte que &
m
b= r.a

et induit des décompositions en produit

at .
(6 )} > G X6
m é m

p.g.c.dlay,-aia ) = 1 .

=G XWw
a

S(g-1)p {q-1)r

Gy, *égxmr .

Pour tout n-uplet ¢ = {c;,...,c } d'entiers, on désigne par

el s (%m}n e n o
" Considérons le “revétement de Lang” du groupe (Gm) par lui-méme,

le caractére . P R < : .
e i.e. llendomorphisme “"élevation a la puissance {g-1)-iéme",

LI 8
(%yreeeix } > NS "
=1 * (e}
du tore trivial (Gm)“ , de sorte que G, est le noyau du caractére {Gm)n(ﬁq) ( l tg-1®
- n
(s,)

n
(2] « (g )" —s ¢ .
gui fait de (Gm)n un (Gm}n(Fq)utarseur sur lui-méme. L'image réci-

Nous avons alors un diagramme cartésien
n
progue de ce torseur sur Gb < (Gm) est le torseur

(Gm)n -2 G

(-1)p <7 % 7 G u
JE ] (a1 IR S(q-1)p T {6
al © I 2l © l al o l[a n
= = - 2 B T FE o) " LM
(s,) wq)(l a-1 "
Gy b )y v By < (1D G, (50" .

: . ' . a
3i nous cholgissons, de plus, des entiers Byreaedy tels gue Etant donné un caractére

n W
z M : £ ) —»E
jep i M 2 X 5 Gy (€ )
i ¥ i i £ ouvons toujours le
alors 1'application oft E est un corps qui coontient @ o’ q-lB’ nous p " 3
prolonger en un caractére X du groupe (Gm)n(Fq} B
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(s ), ) —*—&"
U ¥,
G?{Fq}
Pour chaque place % de E de caractéristigue résiduelle E#yp ,

notons ?él le caractére
n ')\{: * *
(Gm) (E’q) i B Sy By

n = * .os X
de (Gm) fE‘q} 4 valeurs dans B et 6&51gnons, provisoirement, par

S‘%x le Ey-faiscean lisse de rang 1 sur &

P n
b déduit du (ﬁm) {{w‘q)m
torseur G

(g-1)b sur G, par extension du groupe stiructural par %;1 .

fig-1)p ——t
Pl (@ }n( xk *
4 l) - Fq) — .

% .

On vérifie facilement, & 1'aide du théordme de densité de 5eb0tarev,
gue le Ek-faisceau Xfiv)‘ sur Gb ne dépend pas du choix du prolongement
~ 2
X du caracteére X , nous pouvons done noter ce faiscean 3)( .
X

D'autre part, étant domné un n-uplet
@ = iﬂl,...,an)
2 2 *
d'éléments de E‘q et un entier k%1 , nous désignons par
£ : G —-—-—rml
k.« ° b

la fonction définie par
fk,g(i‘) =

Etant donné le caractére additif non trivial

Y s E
q
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, s 1 .
nous disposons du E, ~faisceau lisse de rang 1 . i(i.;\ o sur a5, dlod

. -
par image réciprogque du E,-faisceau ligse de rang 1 , fk"”w";\) sur

1a formule des traces de Lefschetz montre gue pour toute place A

de caractéristique résiduelle I #p . notre scmme exponentielle

sl ko AF )
9

n'est autre que

i v o i = *

THEOREME §.5.3.1. Avec les notationsg ci-dessug, supposons gue les entiers
n

byoeeaiby o d= T b, gt k sgont tous premiers 4 p .- ALors, pour
iwl »

tout caractére X du groupe GblE‘q) , pour tout caractére additif mon

trivial Y de Fq et_pour toute place % de E de caractéristigue
résiduelle €#p » pous avons les résultats sulvants :
(1} pour tout entier 1 . 1'application naturelle

i - < * 3_ - %
xc(%swq. Xng :a(x‘f’x” P—— iagawqﬁxk%fk’gt&?x)}

est un isomorphisme ;
{2) pour i#¥n=1 ., on a

i = * N
H‘ﬁmlé& *‘q’xxk@’ fk'g(etgy)tn = 0

%

-1 - *
H, (e?m-*q.éixx ? fk'g(éli,)‘ i}

gst pur de poids n-1 g

1

o=l per @k ;

{3) la dimengion de ce He:

{4) désignons par X gt ¥ les coractéres 1 oet ¥™1  inverses de

% et ¥ respectivement. glozs le cup-produit

<

-1 @ B
H (GE)@FC!

* -3 - T - -
,£XA b4 fkrf(é:?;\)) X H, {{;Ef& Fq,mxkﬁ fk,gw‘t’ln
252 = Tr
HC (Géz’bﬁ‘q,ﬁtk} Rt Ek(l-na
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est une dualité parfaite & valeurs dans Exil-n) ; 8i l'on désiane par
fyl...,,vj._..} les valeurs propres de “F® sur le premiery de ces

E, «gspaces vectoriels, alors les valeurs propres de "F” gur le

second soggt
1/ precte —/j "‘} “{'JJ--'a ;---}
[q Y q ) ¥ Y .

pour toute conjugaison complexe ¥ * ¥ de 1a clbture algébrigue de Qe.

PREUVE. Compie-tenu de 1'exigtence d'un isocmorphisme

Gy ™ Gy Xy

ol Ga est un tore de dimension n~1 , nous voyeons gue Gb est affine,

lisse, purement de dimension n«1 ; dés lors, {2} et {4} résultent de

{1} par 1l'argument habituel et (3) éguivaut & 1'énoncé :

g 1) = GuP et

* - w
{3pis) xcm?@zx’q,&xl@f X

k.o

Nous allong commencer par nous ramener & tralter une situation du
méme type dans laguelle % est trivial. Pour cela considérons le

revitement fini, étale galoisien

v G(q~l)§
»n N 2]
N (”i l g-1 )(Gm) (€,
g = GQ
et le falsceau
F,o= £ (&,
A LAY

sur S==Gb . Nous pouvons appliquer le théoréme 5.5.2 ("de Burwitz") 3

cette situation, car le groupe
", n
G = (Gm} (&"q)
est d’ordre (q—i)n ;, done d'ordre premier & p . Plus précisément nous

Ead
appliquons le corollaire 2 de 5.5.2 ¢+ s8i X est un prolongement quel-

congue du caractérs X au groupe (Gm)n(Fq) = G ; nous avons donc des
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isomorphismes canonigques

o~

i 8F .5, ®f .5, ~ 86 RF £, (£, 1) >
He(Gb&Fq’ Xy K2 Y ' T(g-11b " gt Ti{g-likeat Yy

et ~

*
3 - * A
i - * 3
H (G] BE '£X ®fic,0f{£‘i’ }}) ™ H (G{ 131 2 ff( 1)k, (Sé\f)\})

{1e point étant que le diagramme

Slg-1)p
el flg-1)k.0
1
Gl:} Mf A
' Tha

est commutatif)., de sorte que 1'énoncé (1} pour S{{g=11h, {g-1ik, 2. ¥,
trivial;¥ ) impligue 1'énoncé {1) pour S(E,k;g,?,x;fqv). De plus,
q

on a 1'égalité

- -* " . * g
xc{sk_)@avq,&:xx@ fk,zwyl)} = #Mgs e Xc(chmng@% f(q—i)k,g( YA”
m g

de sorte gque 1'énoncé (3bis) pour ${{g-1)b.{g-1)k,2. ¥, trivial:F ")
i

bquivaut & 1'énoncé (3bis) pour S{b.k.e. ¥, X ).
9

11 suffit donc de démontrer le théoréme avec l'hypothése supplé-

mentaire "% trivial".
Considérons donc la situation de la somme exponentielle
S(Q;k,z,?,e;f‘ ‘\)}

q
ol £ désigne le caractére trivial de Gb{Fq). Notre deuxiéme réductior
£ -

consiste 4 nous ramener au cas ol les bi sont premlers entre suy,

i.e. aucas o} r=1 et a=b . En effet, nous avons un isomorphisme

e 9F « 11 G_OF
e a2

(a {C.x) ot ﬁé{pr(ﬁq), x€ Gaz>@q , cet iscmorphisme associe 1'élément
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4 ¢ alt

a
£9 » €4 xl,*,.,c xn)

de Gbﬁé@q) 4 travers lequel 1'application
P 1
fk'g H GP&EE‘q WA@;{I

devient l'application somme disjointe pour § parcourant yrﬁﬁq) des

applications

R ¥ Ra'
¢ 2" o= (¢ ta,...f Doy .
- 1 T

Nous trouvons donc des isomorphismes de groupes de cohomologie

+* - * »*
B (6 RF ,f (L, ,))> @ H {G_®F ,f O
e b g Tk Yy Cep F O 2 kF2 e N

et
f* * -
By H (Gag'F £

& _ e Ly N
4 Cen, (F ) R S 5!

r

u'(c, SF ”{S?x}) -

de sorte que les assertions (1) et (3bis) pour S{b. k.2, ¥,¢;F ) sont
g
équivalentes respectivement aux assertions (1) et (3bis)} pour

slak.0"2 o, v, 000 ).
g
on est donc ramené 3 montrer le théoréme dans le cas ot x=¢ et

ok le p.g.c.d des bi ¢est 1 . Dans ce cas Gb est un tore de dimension

n-1 , Nous allons “voir" Gb comme un ouvert Jans 1'hypersurface

H{p} = 7

définie, dans des coordonnées homogénes
(25X 5-..7% )

sur B, par 1'égquation homogéne

De facon évidente nous avons
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Gy,

= H{b} -~ H(b}N (2=0) .
Considérons d'autre part le tore ¥ de dimension n-1 qu'est L'ouvert
de B

n
=02t L e (TT 7.=0)
i=1

N - N n-1
{on (Tl;'*"Tn} sont des coordonnées homogénes sur P }. Hous avons
un homomorphisme de tores

Gy, 3 (z:xl: .. ..-xna

r 2 €xl;...;xn}
dont le noyau s'identifie au sous-groupe #, de G formé des éléments
(6,008}

ou { parcourt By - Par conséquent, 1'endomorphisme “d" de T se

factorise & travers cet homomorphisme

L
T —— Gf_?
Xﬁ‘\l) &d
o

on voit Facilement que l'homomorphisme ¥ est domnéd en coordonnées

homogénes par la formule

T 3 (le...:Tn)

oo

by a A
e, 3 (11 2,45 .. .07
b g1 +0E n
et que, si H est le grouvpe fini &tale d'ordre dn*z , sous~groupe de

Ker("a”) = {uﬂ}nﬂué

(. = (. )}" comme scus-groupe diagonall, formé des classes modulo &
a 4 s 4

des éléments
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n
(Cprenrf) € 2y

qui verifie

alors ¥ donne & T une structure de torseur sur Gb sous le groupe

H . En particulier, aprés teasorisation par ?q{. nous trouvons une

situation

G l H(Fq}

vV = 1 ®F
Fq

4
Um%@ﬁ'

& laquelle nous pouvons appliguer le corollaire 2 de 5.5.2. Nous avons

donc des isomorphismes canoniques

B(F )
* - * * - ® %

= q
BC(G}B‘EFq,fk‘H(SYKF} H(T@F T fk’g{ﬁ:‘f)‘))

et
H(F )
* — * o * — * % q
H {G,:?@Fq,fk'gw%)) H(POF .7 fk‘g(f»ﬁ))

et la fommule

s * 1 - LR 3
X 2F ,f £y 1) = rRF 7 f &
c“*x_: a k,g{ A } & %, { a k,3( Yx))
9
1 . * _®
d—-n_z xc(rsﬁ*q.tr fk,g(i‘?kn .

Caci nous raméne 3 démontrer gue la fléche d'oubli des supports

» . * = * ™ * %

£

Hc(rﬁzs‘q,u fk'g{ Yx)) —— H (r&rfq,n fk,g(x‘i’x))

est un isomorphisme et que
P -l -1
£ = { - n v
X ATBE .7 fk,g‘ ,)‘)J {~1)"" "{ax) .
Or la fléche composde £,  of s'éorit en coordonnées homogénes

K,
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(Tl:...;*l"nl o

done, ce qui nous reste A démontrer est un cas particulier du théoréme

5.4.1: cas o l'on prend {potations de 5.4.13

X = E,n-l

4 K
BC X , hypersurface de degré @k , d'équation iil o '1'? =
25X . hypersurface &'équation T;=0 . pour izlie..,n

s o= . 1 i=1,..% a
b, = bk et d; 7 {(i=1, s1)

L*ouvert

H
Vo= X-X0 (U zi)
i=1

n'est autre gque T et la fonction sur V

n'est autre que la fonction £, . °F . Par suite d'aprés le théoréme,

[

Fflache d'oubli des supports est bien un isomorphisme et on a la formul

explicite suivante

n-1
™ P
x AT8F_.77e (5, ) =S -1 SUe
< q krg X ?ﬂ
: (1+aki) . 11 (141
i=1 ¢

L = S {14208
"} (1earny (14000
= S i
E,n-—l 1+3ki,
n-1

= {~dk}

4'cd la conclusion.
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English Summary

These notes are devoted to the theory of exponsntial sums over finite
fields, The first ehapter recalls some of the number~ithacretic interest
of such sums, The second chapter discusses the L-functions attached to
such suws, the "Weil conjectures™ for these L-functions a5 established by
Deligne, and the conseguences for, the exponential sums themselves. The
thirad chapter is devoted to the cohomological interpravation of exponential
sums snd of thelr associated L-functions. These first three chapters are
largely of an 2xpository nature.

The maln new results are found in chapters four and five. Chapter
four i3 devoted to theorems of wniformity "for almost all p' for the
cohomological strusture of guite general exponential sumg. Chapter five
is devoted to a precise analysis of the cohowological strusture of certain

gpecific classes of expenential sums for whickh the associatad algebro-

gecmeiric situation is especially atiractive.




