
SGA 7 

EXPOSE XX 

LE THEOREME DE GRIFFITIIS 

par N, ~TZ 

O. Introduction 

On d~montre le th4or~me de GRIFFITHS [I], qui donne une facon 

syst~matique (bien que non-constructive) de "trouver" des cycles 

alg~briques qui sont @6-cohomologues ~ z~ro, mais donc aueun multiple 

n'est alg~brlq,ement ~quivalent ~ z6ro. La d~monstration donn~e ici 

(due ~ GROTHENDIECK) est la traduction en termes purement alg~briques 

de la d6monstration originelle, plus au molns transeendante, de 

GRIFFITHS. Dans toutes les deux, c'est le th~or~me d'irr~ductlbilit~ 

XVIII 6.7 qui est un point-clef (cf. 3,1.6 et 3.2). 

i. Le formalisme des classes primitives 

Dans toute la suite, on suppose fix4 un nombre premier • . Tousles 

schemas envisages sont suppOs4s & caract4ristiques ~ 6 . 

Consid~rons la situation 

( 1 . 0 . 1 )  X rr  , ,, > y 

S 

dans laquelle on suppose 
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- 2 - XX 

( 1 . 0 . 3 )  f, g lisses de dimensions relatives $ d Iet d 2 , 

( 1 . 0 . 4 )  ~ propre • 

Compte tenu de ce q,~e X et Y soni: lisses sur S ~ la propret~ 

de ~ nous donne -n morphisme de G~sin (SGA 5 IV ) 

(I.O 5) ~ : Hq(x, 06(i)) -> }~q-2(dl-d2)(Y, Q~(i-(dl-d2))) • 

Localisant sur S (au sens ~tale), on obtient ~galement un morphisme 

de faisceaux sur S 

(1 0 . 6 )  ~ : Rqf~(~6(i) 

et, appliquant le foncteur 

> Rq-2(dl-d2 ' g~(~(i_dl_d2)) , 

HP(s, ) , un morphisme 

(1.O.7) F~: HP(s,Rqf~@~i)) > HP(s,R q-2(dl-d2) g~(~i-dl+d2))) 

D~finition 1.0.~. Soient (E p'q d p'q) et ('E p'q 'd p'q) de2x 
r ' r -- r ' r 

suites spectrales (dans une cat6gorie ab~l~_enne donn4e), e t 

(a, b) 6 2Z X YA. Le d~calage de ('E p'q , 'd p'q) par (a, b) est 
r r 

la suite spectrale ("E p'q, "d p'q) avec 
- r ' ........ 

(1.0o9) I 
,E ,q = ,EF a,q+b 

.dPr, q = dPr+a , q+b 
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I.O.IO. Un morphlsme de suites spectrales de (EP'q ' dP'q)r dans 

("EP'qr , "d rp'q) s[a~pelle un morphisme de ...... bidegr~ (a, b) de 

(E p'q d p'q) dc~ns ( 'E p'q 'd p'q) 
r r r r 

Le lermae suivant est une consequence trivi.ale de Io th~orie du 

mor__~hisme de GysJ_~n (SGA 5, IV). 

Lemme 1 i, Ii exlste un morphisme canoniqu ~ 

d@s suites spectrales de Lera ! 

~ de bidegr~ (a,-2(dl-d2)) 

(1 ,1 ,o)  

e t  

(1.1.1)  

RP&~Rqf~6(1) ----7-',> RP+q(~f)~ @~(i) 

RP~Rqg~@6(i-dl+d2)---~RP+q(~g) ~ @~(i-dl+d 2 ) 

qui sur le terme E 2 e__sst donn~ par (1.O.7), et sur l'aboutissement 

p_~ ( 1 . 0 . 5 ) .  

1.2. Consid~rons maintenant la situation 

(1 .2 .1)  X Y 

T 
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- 4 -~ XX 

dans laquelle S, X, f, Y, g sont comme dans (1.0.2) - (I~O.4), 

mais en supposant maintenant ~galement f propre. 

Soit 

(1.2.2) z ~ Ha(x ×S Y, @$(b)), 

Alors z induit une application (encore notre z ) 

(1.2.3) z : llq(x, @~(i)) .. > Hq+a-2dl (Y, @6(i+b-dl)) 

par la formule 

(1.2.4) z(x) = Pr2 (z A pr I (x)) , 

o~ Pr2~ est l'homomorphisme de Gysin Par localisation ~tale sur 

z d~finit ~galement 

(I~2.5) z : Rqf~@~(i) ~> Rq+a-2dl g~ (@~(i+b-dl)) , 

et, appliquant HP(s, - ) , des ~pplicatlons 

HP(s, Rqf~£(i)) .... > HP(s, Rq+a-2dl g~(~(i+b-dl)) . (1 2.~) 

Lemme 1 3 L~ classe z d4finit un morphisme de bidesr6 (O, b-2d I) 

de___s suites spectrales de Leray 

(1.2.7) HP(s,Rqf~ ~(i)) = HP+q(x, @{(i)) 

et 

(I 2.8) HP(s,Rqg~ @~(i+b-dl))., = HP+q(Y, ~£(i+b-dl)) 

S , 
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qui sur les termes E 2 est donn~ par (1,2.6), et par (1.2.3) sur les 

aboutissements. 

D~monstration. Compte tenu de la formule (i 2.4) et de ce que la 

"multiplication par z " d~finit un morphisme de bidegr~ (0, a) de 

suites spectrales de Leray 

(1.2.9) 

(1.2.10) 

HP(s, Rq(pr 1 f)~ ~6(i))  ~ IlP+q(x XsY, @6(i)) 

HP(s, Rq+a(Prl f)~ ~ ( i + b ) )  ~ HP+q+a(x XsY, Q~(i+b)) 

on n'a qu'R appliquer I I. ~ la situation 

(1.2.11) 

Pr 2 
X XsY ~ Y 

S 

Corollaire 14. 

(I 23) 

Dans la situation (I 2.1) - (i 2,2), le mor~hisme 

> Hq+a-2dl (y, @6(i+b-dl)) 

5.8.1) en classe primitive, e_! 

(1.4.1) z : aq(x, ~g(i))  

transforme classe primitive (XVIII 

le diagramme suivant est commutatif. 
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6 - X~ 

Z 

Primq(x/s, ~(i)) > Primq+a-2dl(y/s, @~(i+b-dl)) 

u l ( s ,  -1 ,f~ . ~ I t l ( s ,  Rq+a-2dl- i  g ~ ( i + b _ d l )  ) 

(9~ uf, Ug so nt les homomorphismes canoniques de XVIII 5.8.1). 

1.5. Soit ~ un point g~om~trique de S (au-dessus d'un point 

de S ), et soit 

(I 5.1) z~ ( Ha(x~ X k(~)Y~ , @g(b)) 

la classe induite par z sur la fibre g~om~trique correspondante de 

(1.5.2) X X S Y ~ S 

Proposition 1.5 3. Supposons f, g propres , S annexe, et soit 

q C ~ . Si la classe z- indult l'homomorphisme nul 

(1.5.3) O = z- : Hq-I(X - , ~6(i)) > Hq+a-2dl-l(Y~, ~ ~6(i+b-dl )) 

alors, P0U~ tout X E Primq(x/s, @$(i)) Orl 

(1.5.4) Ug(Z(X)) = O dans ~!l(s,Rq+a-2dl-lg~Q~(i+b-dl)) 
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D4monstration Par la conmlutativit~ de (1.4,2), il sufflt de voir 

que z induit 1'homomorphisme nul 

O 
(I 5 5) z: Rq'If ~(i) -----> R q+a-2dl-I g~£(i+b-d I) 

Or f et g ~tant propres et lisses, les faisceaux R'f~@£(-) ec 

R°g~Qg(')sont conmtantstordus (SGA 4 XVI 2,2), donc ~quivalents ~ leurs 

valeurs en ~ , vus comme modules sous nl(S, ~) 

1.6. Une Construction de Manln 

Supposons donn4es deux sections de f : X----->S : 

t 
I 

(1.6. O) S <----f X , 

t 2 

chacune on associe sa classe de cohomologie 

(1 ~.1) c l ( t  i)  = t i  (1) E H 2dl (X, Q£(dl)) 

Si les fibres de f : X > S sont g~ol~triquement connexes, (plus 

g4n4ralement si pour s E S , f(s) et g(s) appartiennent h la m~me 

composante connexe de X s ) on volt bien que 

(1.6,2)  c l ( t  1) - cl(t 2) E Prim 2dl (X/S, Q4(dl)) 
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On d~signe par 

(1.5.3) 

son image par 

(i.6.4) 

uf(tl-t 2) E HI(s, R2dl-lf~@~(dl )) 

uf : Prim2dl(x/s, ~(dl)) ) HI(s, R2dl-lf~@~(dl )) 

(C'est un analogue ~(t I - t 2) 

[5]). 

de cet ~l~ment que Manin ~tudie dans 

1.6.5. Soit maintenant z un cycle alg~Drique sur X × S Y de co-- 

(~) 
dimension ~ b sur chaque fibre de X X S Y , qui d~termine une 

classe de cohomologie (SGA 5 IV ): 

(1.6.6) cl(z) E E2b(x X S Y, ~(b)) 

Cette classe d~finit un~ e~plication (cf (1.2.3)) 

(1.6.7) cl(z) • H2dI(x, ~£(dl)) > H2b(y, ~6(b)) , 

et si les cycles z(t I) et z(t 2) sont d~finis, on a (grace ~ la 

compatibilit~ SGA 5 IV du cup-produit avec les intersections de 

cycles): 

(~) Si S est lisse sur un sch4ma T (p. ex. T=Spec k, k un corps), il 

suffirait de supposer z de codimension e b sur chaque fibre au-dessus de T . 
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(1o6.8) cl(z) (cl(t I) - cl(t2)) : cl(z(t I) - z(t2)) . 

La commutativit~ de (I 4~2) nous donne 

(1.6.9) cl(z) (uf(tl-t2)) = Ug(Cl(z(t I) - z(t2))) 

Com~ne corollaire de 1.5.3 , on ~ alors: 

Pr__oposition 1 7. Soient t I e~t t 2 deux sections de f : X----> S , 

f ~tant suppos~ ~ fibres connexes, et soit z u__n cycle alg~bri~ue 

suy X × S Y de codimension b , tel que le cycle alg~brique 

(1.7.2) 

alors 

( t  7.3) 

( 1 . 7 , 1 )  z ( t  1) - z ( t  2) 

soit d~fini. Alors sa classe de cohomologie est primitive (XVIII 5.8.1). 

S! !e cycle alg~brique Z~ su_ r X~ × Y~ induit l'homomor~hisme n>l 

z~ : H 2dI-I (X~, ~(el)) _O.. > li2b-i(y~, ~(b)) 

Ug(Z(t I) - z(t2)) = 0 dans HI(s, R2b-lg, @g(b)) , 

(o~ u est l'homomorphisme de XVIII 5.8.1 intervenant dans 1.4). 
-- g 
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- 1 0  - X X  

2, 

2.O.1. Soit X propre et lisse sur un corps 

On s vu (1.2.3) que, pour tout 

(2.0.2) T propre, lisse et connexe sur k de dimension d , 

et tout 

(2.0.3) cycle alg~brique z de codimension b sur T X X, 

la classe de cohomologie 

(2.0.4) el(z) E H2D(T × X , ~4(b)) 

donne lieu aux applications 

(2.0.5) cl(z) : Hq(T, Q4(i)) > H q+2b'2d (X, ~4(i+b-d)) , 

On d~finit la filtration par le co Tniveau (N j) de Hq(X,~6(i)) 

(2.0.6) NJHq(X,~(i)) = ~__ images cl(z):Hq-2J(r,~(i-j)) 
(T,z) 

la sonde ~tant ~tendue aux couples 

(2~O.7) (T, z) T/k 

z cycle alg~brique sur 

11 faut remarquer qu'on parle parfois de la filtration 

"par le niveau" , d~fini par 

( 2 . 0 . 8 )  F j Hq(x, ~ 6 ( i ) )  = N Hq(x, @i( l ) )  . 

Un rappel sur le niveau (Cf. [2], 9.7, i0. i] ) 

k alg~briquement clos. 

--> Hq(X,~(i)), 

propre lisse et connexe de dimension d 

TXX de codimension j+d. 

F j croissante 
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Remplaqant (T, z) par ( ~I× T, [pt] × z) , on voit que 

(2.0.9) N j Hq(x, ~6(i)) C NJ-IHq(X, ~6(i)) 

Evidemment on a: 

Propositiqn 2,1, Soient X pro..pre, lisse et. g~om~triquement conn exe 

sur un corps k , k une cloture alg~brique de k , >~ = X~kk 

Alors gal(k/k) , a__$issant sur Hq(x~, ~£(i)), preserve la filtratio__nn 

par le co-niveau. 

Des raisonnements standards (of [2]) montrent les ~nonc~s suivants, 

Pro~0sition 2.2, La filtration par le niveau est.invariante .par exten- 

sion des corps alg~br, iquement clos k'/k 

Proposition 2.3. Soient S un schema r~duit et irr4ductible, ~ point 

g4n6rique ~ , et 

: X----> S 

un morphisme propre et lisse, ~ fibres g4om4triquement connexes. Si, 

pour des entiers ~ e!t q donn4s, on a pour la fibre g~n4rique g4o- 

m~trique X- 

(2 .3 . : )  Hq(x~, ~ )  = N j Hq(x~, e£) , 

alors il existe un ouvert non-vide U c S tel queen tout point 

u E U , on ait pour la fibre g4om4trique X- 
u 

(2,3.2) Hq(X~, ~£) = N j Hq(x~, ~) 
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3, Application aux pinceaux de Lefschetz 

3,1. A partir de maintenant, on fixe : 

(3,1.0) k , un corps alg~briquement clos, 

(3.1.1) X c ~r , un k-schgma projectif, lisse et connexe de dimen- 

sion paire n , qui v~rifie (LV) (XVIII 5,2,2) . 

Prenons 

(3.1.2) D = {Ht}tE~l un pincean de Lefschetz d'hypersurfacesde degr~ d 

fibre g~n~rique 

(3.1.3) X , ~ = le point g~n~rique de ~I . 

Posons (cf, XVlll 5.4.4) 

(3.1.4) m : X- C > X ×kk(~) l'inclusion , 

(3.1.5) En-l(x~, @~(i)) = l'orthogonal de m~Hn-l(x,06(i)) dans 

Hn-I(x~,~6(i)) . 

Nous avons vu (XVIII 6.7.2) que la formule de Picard-Lefschetz 

(3.1.6) Si n est pair, tou~ sous-groupc d'indice fini dans 

gal(k(~)/k(~)) agit de fagon irr~ductible sur 

2n-i 
E (X~,~£(i)) 

un pinceau de Lefschetz, et supposons Proposition 3.2. Soit D = {Ht] 

n = 2m pair. Alors ou bien 

entralne 
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(3.2.1) 

ou bien: 

Hn-i (X~,@z(i)) ~ n-i . Cm H (X,~z(i)) + Nm-iHn-l(x~,~g(i)) 

(3.2.2) Pour toute courbe C propre et lisse sur k(~) , et tout 

cycle alg6brique z sur C X X~ de codimension m , l'homo- 

morphisme induit (1.2.3) 

(3.2.3) cl(z) : HI(c, @6(l+i-m)) > H2m-l(X~,@£(i)) 

~H2m-I 
a son image dans m (X,~£(i)) 

D~monstration. Supposons que l'image d'un tel homomorphisme (3.2.3) 

n'est pas contenu darts m i~ (X,~6(1)) , ou, ce qui revient au m~me, 

que son image dans En-l(x~,~(i)) = Hn-l(x~,~(i)) fln-l(x,Q~(i)) 

n'est pas nulle. Comme cette image est ~videmment stable sous les op6ra- 

tions d'un sous-groupe d'indice fini dans gal(k(~)/k(~)) , l'irr~- 

ductibilit~ (3.1.6) de En-l(x~,~(i) se r~crit en disant 

Hn-l(x~,Q£(i)) = m~Hn-l(x,QT(i)) + l'image de O.2.3) 

et, par d6finition, 

l'image de ~.2.3) = l'image par cl(z) de Hl(c,~6(l+i-m)) 

c Nm-iHn-1(X~,~g(i)) , 

de sorte qu'on a bien [rouv~ 

Hn-I(x~,Q£(i)) = m~Hn-l(x,@6(i)) + Nm-IHn-l(X~,~£(i)) 
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3.3. L a condition (B). 

3.3.1. On dira que l'inclusion 

m : X~ C > X Xkk(~) 

v~rifie la condition (B) slil existe 

(3.3.2) ~ , un cycle alg~brique de codimension n-i sur X~×(XXkk(~)) 

tel que l'application qu'il d~finit 

(3.3.3) V~ ; Hn-l(x~,Q£(i)) > Hn'l(x,~(i)) 

soit inverse ~ gauche de 

(3.3.4) m ~ : Hn-l(x,(~g(i)) ~ Hn-l(x],@£(i)) 

i.e. tel que l'on ait 

(3.3.5) V-- m ~ = id . 

(3.4). Cette condition (B) est v~rifi~e si l'op~ration A [4, 1.4o2.1] 

est alg~brique (cf. [4, 2.12 (ii)]. On conjecture que A est toujours 

alg~brique~ donc que la condition (B) est toujours v~rifi~e, et on seit le 

v~rifier dens de nombreux cas [4]. Elle est v~rifi~e trivialement pour X 

une intersection compl~te de dimension palre ear alors on salt (IX 1.6) que 

Hn-i (X, @o (i)) = 0 (3.4.1) 
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4. Le th~or~ne de GRIFFITHS 

Th4or~me 4.1. Soit X projectif, lisse et connexe sur k , de dimen- 

s_ion paire n = 2m z 4 Soit D un pinceau de Lefschetz de sections 

par des hypersurfaces de degr4 d . On suppose 

(4.1.0) 

(4.1.1) 

( 4 . 1 . 2 )  

(4.1.3) 

X v4rifie (L V) (XVIII 5.2.2), 

le pinceau D v4rifie l'hypoth~se (A) (XVIII 5.3) 

l e pinceau D v4rifie (3.2.2), i____ee~ (3.2) la cohomologie 

4vanescente En-I(x~,@£) n'est pas de niveau ~ I 

l'inclusion m : X- ~ > X ×kk(~) v4rifie l'hypoth~se (B) (3.3). 

Alors, si un cycle algfibrique z de codimension m sur X est tel 

~ue sa restriction(en tant que cycle alg4brique) ~ X- satisfasse 

(4.1.4) z 6 = z!X~ est alg~briquement ~quivalent ~ z~ro 

Alors (4.1.5) z es___tt Q2-coho~olo~ue ,,~ z~ro, i.e. cl(z) g H2m(x,@6(m)) 

est nulo 

4.2. Une remarque sur le cas off X est une intersection compl~te= 

Conmle on a d~j~ remarqu~ (cf. XVII! 5.2,5, et (3.4)), les hypotheses 

(4.1.O) et (4,1.3) sont alors automatiquement v~rifi~es. Quant 

l'hypoth~se (4.1.1), on a vu (XVI!I 6.3.4, 6.4) qu'elle est v4rifi4e pour 

un pinceau d'hypersurfaces de degr~ d > 2n D'autre part, on va 

prouver dans le prochain expos4 la condition (4.1 2) pour un pinceau 

"g4n~ral"d'hypersurfaces de degr~ d > 2n (XXI 5.2 )~ Doric un pinceau 

"g~n~ral"d'hypersurfaces de degr4 d > 2n v~rifie toutes les hypotheses 

du th~or~me 4.1. 
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4.3. Revenant au cas oh X est quelconque, il semble tr~s plausible 

que pour un degr~ d assez grand, routes les conditions de 4.1 sont 

v~rifi~es pour D , du moins pour D assez g~n6ral On a d6j~ vu que 

c'est le cas pour (4,1~I) (XVIII 6.4), et on a signal~ qu'on conjecture 

que (4~I.0) et (4.1.3) sont v~rifi~s en tous cas (et c'est vrai en tous 

cas pour (4.1~0) si car k = O ). Quant ~ la condition (4.1~2), elle 

est v6rifi4e (grace ~ la th6orie de Hodge) pour d grand si car k-O, 

et des arguments heuristiques (que le lecteur trouvera en appendice 

l'expos~ suivant) rendent plausibles qu'il en est encore de m~me si 

car k > O. Plus g~n~ralement, ces arguments (th~orie de Hodge, resp 

cohomologie cristalline) prouvent (resp rendent plausible) que pour 

une vari~t~ projective lisse X de dimension n, et pour tout pinceau 

de Lefschetz D d'hypersurfaces de degr~ d assez grand (resp. tout 

pinceau D "assez g~n6ral" d'hypersurfaces de degr~ d ) la cohomologie 

4vanescente En-I(x~, ~£) est de niveau 6gal ~ n-I (i.e. n'est pas 

de niveau ~ n-3, i.e. n'est pas de coniveau 1 ). 

4.4. D6monstration du th~or~me de Griffiths. 

Soit z un cycle alg~brique de codimension n sur X , tel que 

(4.4.1) z~ = zlX ~ est alg6briquement 6quivalent ~ z~ro 

Par d~finicion, il existe 

(4.4.2) une courbe C- , propre, lisse et connexe sur k(~) , 
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(4.4.3) deux sectionm ti(~) : Sp(k(~)) > C , i=1,2 , 

(4.4.4) 

tels que 

(4.4.5) 

un cycle alg~brique Pn sur C- × X- , de codimension n , 
n 

z~ = P~(tl(~)) - P~(t2(~)) sur X~ 

Consid~rons le cycle P~ conm~e une correspondance alg~brique sur 

(C~, X~) , d~finissant une correspondanee cohomologique, encore notre 

P~, ou encore un homomorphisme 

U~+2(m-l)(x , (4.4.6) P~ : H (C~,~g(i)) ~ '-~ - @6((i+m-l)) 

Consid~rons de m~me la correspondanee alg~brique V- (3.3.2) sur 

(Xx,q X ®kk(~)) donn~e par l'llypoth~se (73) de (4.1.3), d~finissant 

(4.4.7) V~ : H (X~, @£(i+m-l)) --> H (X~kk(6), ~£(i+m-l)) , 

d'o~ une correspondance alg~brique compos~e Q~ = v- o P sur 

(C~, X,~kk(~)) , d~finissant 

(4.4.8) Q~ = V~ o P~ : H~(C~,@~(i)) -----> !i~+2(m-l)(X~kk(~),Qg(i+m-l)) 

Consid~rons l'inclusion 

m : x~ "~X%k(6) , 

donnant la correspondance alg~brique m sur (X ~kk(~), X~) , d'o¢~ 

la correspondance compos~e m Q~ ~ sur (C~, X~) , d~finissant 
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(4.4 9) m~Q~ =m~V~ P~ : H~(C~, ~g(i)) ---~ H~+2(m-l)(x~,~6(i+m-l)) 

Consid~rons la correspondance alg~brique 

(4.4.10) R~ = P~ m ~Q~ =(id-m~V-)P-~ ~ :H~(C~,~(i)), > H~+2(m'l)(X~,~2(i+m-l)). 

( i d-m ~ Comme V- est inverse ~ gauche de m , V-) est un projecteur 

dans H (X~, - )  , d o n t  l ' i m a g e  e s t  un s u p p l ~ m e n t a i r e  de 

Im (m': ~I (X ~kk(~),-) ~ H~'(X~,-)) Comme en vertu de l'hypoth~se 

(4.1.2) l'homomorphisme 

(4.4.11) R~ : HI(c~,~(i)) > H2m-l(x~,~2(i+m-l)) 

a son image dans Im m , on trouve que 

(4 4.12) l'homomorphisme (4.4.1].) est nul 

Choissisons maintenant une extension finie 

L/k(~) 

au-dessus de laquelle les objets 

C~, tl(~) , t2(6) , Q~ , R~ 

soieat d~jh d~finis, et 

U un ouvert # @ dans le normalis~ de ~I dans L. 

Prenant U assez petit, il existe une courbe relative propre et lisse, 

fibres g~om~triquement connexes 
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C > U , 

dont la fibre g~n~rique g~om~trique salt C- ~ et deux sections 

t, : U >C i= I, 2 
i 

dont les valeurs en ~ sont ti(~) 

Soient 

p : ~ > ~pl 

la projection (XVIII 3.1 4) dont les fibres sont les sections du pinceau, 

XU=•× U ~pl 
et 

M : XUC- ..... >X ×U 

l'i~mersion canonique de ~ dans X × U 

constante sur U de valeur X ) , 

(consid4r4 comme la famille 

z U = M Pri(z) , 

le cycle alg~brique sur X U , induit par z Prenant U assez petit, 

N 

il existe un cycle alg~brique R sur C XuX U dont la valeur en 

C- × X- est R- , et un cycle alg~brique Q sur C x X x U dont la 

valeur en C~ x(X ~,_k(~)) est Oz , tels que l'on ait 
H 

(4.4.13) z u = R(t I) - R(t 2) + (idxM)~[Q(tl) - O(t2)] 

Pour d~montrer i,-, theorY_me, il suffira, grace ~ l'injectivit4 de 
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l'homomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe" (XVIII 5.8.7) 

Prim2m(x,~(n)) grif ~ HI(u'R2m-I°u~g(m)) 

M~NI(u,I{2m-I(x,~£(m)) 

de d~montrer que l'image de z U par 

u0 : Prim2m(XU/u,@g(m)) .3, HI(u,R2m-lpu ~45(m)) 

se trouve dans M~(HI(u,H2m-I(x,@&(m)) 

Or, compte tenu de la d~composition (4.4.13), et de la commutativit~ 

de (i 4.2) 

4~ 
Prim2(C/U,~£(1)) ~ Prim2m(xXu/u,~£(n)) M Prim2m(XU/u,~£(m)) 

I l" 
HI(u,H2m-I(x,Q6(m) ) M .°~ HI(u,R2m-lou~g(m) ) 

il suffit de d~montrer 

uo(R(t I) - R(t2)) = O dans HI(u,R2n-lpu~6(n)) , 

qui est consequence de (4.3.12), grace ~ 1.7. 

5. Le Grou.pe de Griffiths 

5.0. Soit S propre et lisse sur un corps 

D~signons par 

k alg~briquement clos 
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(5.0~I) zi(s) le groupe des cycles alg~briques de codimension i sur S 

(5.0~2) Z i (S) le sous-groupe de Zi(S) form~ des cycles alg~Lrique- 

ment ~quiva!ent ~ z~ro, 

et, pour tout hombre premier ~ @ car (k) 

i 
(5.0.3) Z~_coh(S) le sous-groupe de zi(s) 

classe de cohomologie dans 

(On conjecture [4] que ce groupe est ind@pendant de 

vrai du moins si car.k=O . ) 

On pose 

(5.0 4) Grifi(S) i Z i (S) = Z~-coh(S)/ alg 

form4 des cycles dont la 

H2i(s,@6(i)) est nulle. 

, ce qui est 

Si de plus 

pose 

( 5 . 0 . 5 )  

S est projectif, et muni d'une immersion projective, on 

zi'prim(s) = le sous-groupe de zi(s) form~ des cycles qui 

sont primitifs (i.e. dont la classe de cohomologie 

l'est), 

2~ 
(5~O.6) Primalg(S,~6(i)) = le sous-@-vectoriel de H2i(s,@~(i)) 

engendr~ par des classes de cohomologie 

des cycles alg4brlques primitifs. 

Corollaire 5.1 Sous les hypotheses de 4.1, on a 

n 
5.1.i, dim~(~rif (X~)%~) ~ dimQ(Prim~g(X,~(n))) 

En effet, d'apr~s 4.1 5, le noyau de la fl~che compos~e 

aw~ Zn,prim(x ) rest. ~ X~ n 
....... . > ~ ® ~Z~_coN(X-)~ > Grifn(x~) 

361 



- 22 - XX 

est co ntenu dans Z~_coh(X)$~ @ , de sorte que Prim2alg(X,@6(n)) 

est un quotient d'un sous-groupe de Grifn(x~ ) ®2Z ~ ' ca qui 

ach~ve la d~monstration 

Remarque 5.2. Pour X une hypersurface quadrique dans ~2m+l on a 

dim~ (Prim~g(X,~(n)) = 1 

En particulier (4.2), pour X une quadrique dans ~5 , la section de 

X par une hypersurface g~n~ri~ue de degr~ > 5 contient une courbe, 

Q6-cohomolog!e ~ z~ro, dont aucun multiple n'est al_g@briquement ~quiva- 

lent ~ z~ro. 
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