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INTRODUCTION 

Dans le present expos4 nous donnons la structure cohomologique 

~l~mentaire des pinceaux de Lefschetz. Les sections 1-4 donnent les fairs 

"blen connus" sur la structure cohomologique des fibr4s projectifs et des 

~clatements. Dans 5 nous faisons l'~tude qui figure dans le titre, en 

supposant que X satisfait au "th~or~me de Lefschetz vache" (5.2), et 

que le pinceau Den question satisfait ~ une eertaine condition (A) 

de nature locale sur D (5.3). Les r~sultats principaux sont 5.6, 

5.7 et 5.8,7~ ce dernier intervenant de faqon essentielle dans la 

d4monstration du th4or~me de GRIFFITHS dans XX. Dans la derni~re 

section, de nature nettement molns ~14mentaire, nous nous appuyons 

sur llexpos4 SGA 1XIII de Mme. RAYNAUD sur le ~roupe fondament@! 

"modern", et sur la formule de Picard-Lefschetz (XVI) pour d4montrer : 

(i) La condition (A) est souvent satisfaite (6.3, 6.4) ; 

(2) Sauf dans le cas dim(X) impair et caract~ristique = 2 , !e 

groupe de monodromie d'un pinceau de Lefschetz 8git 

irr4ductiblement sur la "cohomologie 4vanescente", et 

transitivement (modulo signe) sur l'ensemble des 
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- 2 - XVlII 

"cycles ~vanescents locaux" assoei4s (via la formule 

de Picard-Lefschetz) aux divers "points critiques" du 

pinceau (6.6 et 6.7). 

I. La cphomolo$ie d'un fibr4 projectif 

Th~or~me I.i. (DELIGNE). Soient f : X ~ Sun. morphisme propre, 6 u n 

premier !nversible sur S, u E H2(X,~6(1)) (resp. u E H2(X,~(1)) nombre 

une classe de cohomolo~ie sur X, e t ~ u__qn ~6-faisceau (resp. @~-faisceau) 

sur X , On suppose qu'il existe un entier n tel que pour tout entler j 

et tout entier i > O~ l'application 

i 
(I.i.I) --RH-if,(~(j)) A u ~ Rn+if,(~(j+i)) , 

soit un i@9morphisme de ~6-faiscea~(resp. de ~6-falsceaux) s~K S . 

Alors. pour tout morphisme g : S ----~ T, is suite spectrale de Leray 

EP,q = RPg.Rqf.(F) , ~ RP+q(gf).(~) 
2 

~st d~g~n~r~e. 

La d~monstration se trouve dans [i, Prop. 2.4]. On remarquera 

que, grace au th~or~me de changement de base pour un morphisme propre (SGA 4 

XII 5.2), l'hypoth~se se v~rifie fibre par fibre. 
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- 3 - XVIII 

Th~or~me 1.2. (Cf. SGA 5 VII 2.2.1 ). Solt ~ > X un fibre vect0riel, 

loealement llbre de ran~ 1 + r. D~signons par f : ~(£) .... > X le fibr~ 

proJectif d~finl par g, et par u 6 H20p(g),~¢(1)) la premiere classe 

de Chern du falsceau inverslble canonic~ _~(£)(i). Alors , 2our 6 un 

nombre premier Inversible sur X, on a 

a) la suite spectra le 

(1.2.1) E~ 'q = HP(x,Rqf~6) ~ HP+q(~(g), ~6) 

d~n~re. 

b) la fl~che 

(1.2.2) @ Hq-2"J (X,~ ~(-j) ~ > Hq(]P(g), ~ ~) 
O~j~n 

d~fini par • Tq_2j ~ ~ E f~(Tq_2j) A u j 

est un isomorphisme. 

D~monstration. Les fibres de f ~tant des espaces projectifs de dimension r 

on u 

(1.2.3) Rif~% < N u 

pour i pair, 0 ~ i ~ 2r 

sinon 

Le th~or~me I.I s'appllque ~ la situation (f, 6, u, ZZ6, r), d'o~ a). 

D'apras 1.2.3 on a 
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_a,b 
(1.2.4) 52 

I a ~ -b 
. (x, pour b pair, 0 ~ b ~ 2r 

sinon~ 

donc le gradu~ associ4 de HqaP(g), ~L) pour la filtration provenant 

de la suite speetrale est @ Hq-2J(x,~6(-j)). On volt tout de 
O~j~r 

suite que, munissant ~ ~q-2J(x,~6(-j)) de la filtration 
C~j~r 

V i = ~ Hq-2J(x,m L(-j)), 

O~j~r 

q-2j~i 

la fl~che 1.2.2 est compatible aux filtrations, et qu'elle induit 

l'identit4 sur les gradu4s associ4s, d'o5 b). 

2. La cohomologie des vari4t4s 4clat4es (cf. SGA 5 VII 8) 

2.1. Soient X un sch4ma lisse sur un corps k, et ~ c X un sch4ma lisse 

partout de codimension i + r. On salt (EGA IV 19.4.9) qu'il existe un 
N 

sch4ma !isse X , muni d'un morphisme projectif 

(2.1.1) f : 

tel que, posant 

(2.1.2) ~ = 

f induise un isomorphisme 

(2.1.3) f / X - 

>X 

f-l(~) = ~ Xx ~ , 

: ~-Z -~ > x-~ 

v 

et qu'il existe un A-isomorphisme entre ~ et ]P(N~/x) , le fibr~ projectif 
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des droltes dans le flbr4 normal ~A/X 

diagramne connnutatif : 

(2.i.4) 

de A dans X. On a donc un 

v 

flZ /proJ =  onin e 

2.1.5. Dans le cas sp4cial X = Spec(A), A = Spec(A/l) o~ I = (go,...,gr), 

s'obtient par le proe~d4 de Hopf (cf. EGA IV 19.4.11) : 

On d4finit un morphisme de X - A dans ~r par 

x 6 X - A > (go(X) ..... gr(X) E~ r , 

et on consid~re son graphe F comme plongd dans X X~ r. Alors on ddfinit 

= l'adh4rence seh4matique de ~ dans X X ~r, le morphisme f : ~ > X 

s~obtient comme le compos~ 

C------>X X ~r Prl ~ X 

2.1.6. De faqon analogue (cf. encore EGA IV 19.4.11)~ si X est 

projectif, et si A est l'intersection de X avec 1 + r hypersurfaces,disons 

dl~quations G. = O, i = O,...,r~ on consid~re encore le morphisme 
l 

X - A .... >~r 

. . . .  (x) . . . . .  ~(x)), x6X- ~ > (G O 

et on obtient ~ comme l'adh4rence de son graphe dans X X IP r. De faGon 
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- 6 - XVIII 

concrete, en termes des eoordonn6es homog~nes %o,...,%r dans~ r, 

smobtlent con~me le sehama de X ×~r dafini par les ~quations 

(2.1.6.1) %i %(X) - kjCi(Z) O~<j~r . 

On volt par ces ~quations que le point (x,~) se trouve dans ~ si et 
v 

seulement si x £ A ; autrement dit, ~ (N~/x) est le fibr4 projeetif 

trivial 

v 
~(N~/x ) "~ A X ~r 

(2.1.6.2) proj.eanonique~ / i  

On ale diagramme commutatif suivant 

(2.1.6.3) 
~ c > 

et l~incluslon compos4e A X~ r c --> X ×~r provient de ~C----->X 

par changement de base. 

Th4or~me 2.2. Solent X lisse sur un corp 9 k, A un sous-sch4ma llsse 

partout de codlmension 1 + r, e_tt f : ~ > x l'4clatement de X e__nn 4, Alors : 

(2.2.1) L a suite speetrale de Leray 

E~ 'q = HP(x,Rqf~ =-------~ HP+q(~ ° ~) 

d~g~n~re. 
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- 7 - XVIII 

2.2.2. Ii existe un isomorphi_~sme additif 

Hq(~,m ~) <N, Hq(x,~ ~) G Hq (~, ~z &-Vlm Hq(A, m ~) N 

D4monstration. 

r 
@ Hq-2j(A,Z~6(-j)) ~ Hq(x,2Z~) 

j=l 

D4signons par 

(2.2.3) g : ~ > A 

la restriction de f ~ ~ , et par 

(2.2.4) 

~j : A c >X 

les inclusions, de fa~on ~ obtenir le diagrarmne cormmutatif 

(2.2.5) 

X < 

i 

g 

A 

Celui-ci induit un homomorphisme des suites spectrales de Leray pour 

les morphismes f et g, et le faisceau ~ sur X et ~ , 

(2.2.6) E p'q (f) (i~'J~) > EP'q(g) 
r r 

D'autre part, f induisant un isomorphisme de ~ - ~ avec X - A , nous 

avons, par le th4or~me de changement de base pour un morphisme propre, 
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Rqf, N (2 .2 .7)  ~ ~ -- 

Ii 6 si q = O 

,Rqg, ~6 si q > O 

d'o~ 
(i*,j*) 

(2.2.8) E~'q(f) ....... > E;'q(g) pour q # O 

Nous allons d~montrer par r~currence sur r que 

(i*,j*) 
(2.2.9) EP'q(f) ~ > EP'q(g) pour q # O, r m 2 

r r 

et 

(2.2.10) dP'q(f) = 0 pour r e 2 
r 

Admettons pour lJinstant la formule 

(2.2.11) dP'r-l(f) = O pour r ~ 2, tout p . 
r 

Commen~ons par r = 2 . Nous avons un diagramme commutatif 

( 2 . 2 . 1 2 )  

E;'q(f) , , 

d;'q(f) 

E72' q-l(f ) 

(i*,J*) 

(i*;~*) 

> E;'q(g) 

O = d~'q(g) 

> E72'q-l(g) 

Pour q ~ O, on a E~+2'q'l(f) = O, donc d;'q(f) = O . Pour q = I, on a 

d~'l(f) = O par (2.2.11), et pour q > i, les fl~ches horizontales dans 

(2.2.12) sont des isomorphismes, et on salt que d;'q(g) = O par 1.2 et 

2.1.4. Ceci donne (2.2.10) pour r = 2, et (2.2.9~ pour r = 2 n'est autre 

que (2.2.8). 
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9 XVIII 

Supposons connues (2.2.9) et (2.2.10) pour une valeur de r ~ 2 . 

P,q L'hypoth~se (2.2.10) implique EP'q(f)r ~ Er+l(f)' et pal: 1.2 on a 

Ep,q(g ) N Ep;q(g), de sorte qu'on ale diagranm~e commutatif 
r 

(2.2.13) 

(i~,j ~) 
EP'q(f) ,, > EP'q(g) 

(i%j~) 
~ ; ~ ( ~ )  . . . . . .  , ~ ;~ (~ )  

ce qui donne (2.2.9) pour r+l, compte tenu de (2.2.9) pour r. Pour 

d~duire (2.2.10) pour r+l, on regarde le diagramme oon~nutatif 

(2.2.14) 

(i~,J ~) 

i P'q I O = =PJq" " dr+l(f) ar+itg; 

(i~'J~) ~p+r+l,q-r 
-r+ImP+r+l'q-r(f) ~ -r+l (g) 

p+r+l~q-r 
Pour q ~ r-l, on a Er+ 1 (f) = O, donc dP'q(f)r = O . Pour q = r, 

on a (2.2.11), et pour q > r les fl~ches horizontales dans (2.2.14) 

P,q _ sont des isomorphismes, et dr+l(g)- O par 1.2, d'o~ la conclusion voulue. 

Ii reste ~ v~rifler (2.2.11), qui signifie que le "edge homomor- 

phisme" compos~ 

(2.2.15) ~,o(f) ......... > ~,o(f) > E~,0.) . .. ~,0(~) 

est un isomorphisme, i.e. que 

(2.2.16) f~ : HP(x,m~) > HP(~, ~6) 
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est inJectif. Or, il existe un inverse ~ gauche, savoir l~homomorphlsm£ 

de Gysin (~GA 5 IV) 

(2.2.17) f~ : HP(~, ~6) > HP(x,~6) , 

qui vdrifie en effet, 

(2.2.18) f~f~ = id. 

comme il rdsulte de la formule de projection, et du fair que f~(1) = I, 

f ~tant birationnel donc de degr4 un. 

Ceci d~montre (2.2.1). Quant ~ (2.2.2), remarquons que le 

diagramme (2.2.5) donne, par passage ~ la cohomologie, un diagramme 

commutatif 

(2.2.19) 

d'cnh un morphisme 

HP(x,~ 6) i~ .... > HP(~,~ 6) 

f~ g~ 

HP(x, 2Z 6 ) ]~ ~ HP(A,Z~ ~) , 

(2.2.20) HP(x,~6) (i~ j~ ) HP(~ ,~6) 

fa~HP ( X, ~ 6) gwHP( A, ~ 6) 

D4signons par F i les filtrations de H'(X,~6) et de H'(~,~6) provenant 

des suites spectrales de Leray, de sorte que (2.2.20) se r~crit 
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(2.2.21) HP!~'~6) (i%j ~) > HP(~'~6 ) 

FPHP(~,~Zg) HPFP(~,Zg~) 

Or, d'apr~s (2.2.9), le gradu~ associ~ ~ la flache (2.2.21) est un iso- 

morphisme, done (2.2.20) est un isomorphisme. D'autre part, (2.2.18) 

donne une d~composition en sormme direct 

f~+inclusion 
(2.2,22) H'(~,m~) ~ 

> 

fee(l-fWf~) 

H'(X,~6) • Ker f~ 

et (1.2.2) nous donne une decomposition en sormne directe 

(2.2.23) H'(~,~6) ( ......... ~ H.-2J(~,~6(.j) ) ; 
g*H'(~,~) 

INjNr 

mettant ensemble l'isomorphisme (2.2.20) et les decompositions (2.2.22) 

et (2.2.23), on trouve (2.2.2), cqfd. 

Remarque 2.2.24. Esquissons une deuxi~me d~monstration de (2.2.2) 

nettement plus simple, valable dans le cas o~ X est propre sur k. Plus 

g~nEralement, on trouve (sans hypoth~se sur X) le r~sultat correspondant 

(2.2.26) en cohomologie ~ support propre. Nous avons les suites exactes 

de"cohomologie ~ supports propres", notre H" , pour les couples (X,A) et (X,A) 
c 

qui forment un diagrsmme comanutatif 
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(2.2.25) ~ H i ( z - ~ , ~  - . .  ~ie(Z,~) ,~ IFo(Z,~) , ~+~(Z-~,=o ,)  

(2.2.2~) - - ,  ~ ( x - ~ , ~ )  > ~ i (x ,~ )  , ~ (  ~ , ~+~(x-~,~)e 

Or, le quotient du eomplexe acyclique (2.2.25) par le 

sous-complexe acyclique (2.2.26) nous donne le complexe acycli~ue 

(2.2.27) ~ O > "~ ~ O > 

f~H~ (X, %) g~H~ < 4, ZZ ~) 

i.e, on trouve, sans consid~rer des suites speetrales, que (2.2.20) est 

un isomorphisme. D~s lors, les raisonnements quTon vient de donner 

stappliquent pour donner (2.2.2). 

Corollalre 2.3. Posons 

On s 

(2 .3 .1 )  

(2.3.2) 

bq(X) = dim~ Hq(x,@6), 

r 

bq(~) = bq(X) + T 
j = l  

~(~) = ~(X) + r ~(A) 

X(X) = E(-1)qb (X) q 

b (A) , q - j  
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3. L'~clatemgnt associ4 A un pinceau 

3.1. Soient X projectif, lisse et irr~ductible sur un corps k alg4- 

briquement clos, de dimension u, et D = [HT] TE]p I un pinceau d'hyper- 

surfaces dont l'axe coupe transversalement X, en A . Consid~rons alors 

11~clatement de X en 4, que nous allons d4crire explicitement. 

En termes d'~quations, d4signant par (~,~) des coordonn4s 

ho~o~nes de ~I, et par F et G deux formes lin4aires tels que F = G = 0 d4- 

finlsse l'axe du pinceau, le pinceau s'4crit 

(3.1.1) % F - ~ G 

Le sous-seh~ma ~ est par d4finition IIintersection de X avec la 

sous-vari~t4 lin~aire G = F = O . D'apr~s 2.1.6, 

(3.1.2) ~ = {(x,(L~) 6 X Xm 1 I ~ F - ~G = 0 ] ; 

caest l~adh4rence sch4matique, dans X X~I, du graphe de l'application 

(3.1.3) X - ~ . . . . . . . . . . . . . .  > ~ i  

x ............. ~ (G(x),F(x)) 

La grande vertu de ~ est d'etre une vari4t~ projective 

(car plong~e dans X XIP I) et lisse(car ~ l'est) sur k, qui admet un 

morphisme p vers]P I, ~ savoir 

(3.1.4) p : ~ ~ > X X]P 1 Pr2 > ~i , 

dont les fibres sont les sections hyperplanes de X par les membres de 

notre pinceau 

d4f 
p-l(t ) = X t .... ,~ X.H t 
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3.2. Le de~r~ de la varl4t4 duale : m~thode topologique. 

Supposons en plus que le pinceau de 3.1 soit tel que 

(3.2.1) X test lisse pour tout t contenu dans un ouvert non vide de ]pl, 

(3.2.2) Si X test singulier, elle n'a que des singularit4s quadratiques 

non d~g4n4r4es (XVII I,i) ; 

ces conditions sont v4rifi4es en particulier pour un pinceau de Lefschetz 

(XVII 2.21) si car k # 2 ou si X est de dimension paire. 

Soient ~ le point g4n~rique de ]pl, ~ un point g~om~trique 

au-dessus~ n la dimension de X, et X la earaet4ristique d'Eu!er-Pincar4 

valeurs dans le faisceau 96 . Alors la formule d'Euler-Poincar~ XVI 2.1 

appliqu~e au morphisme S, nous donne 

(3.2.3) ~<(~) -- ~<0P I) ~ (X~) + (-I) ~] ~ i 
pts sing. 
des fibres 

formule qui, compte tenu de (2.2.2), se r~crit 

~nombre total des~ 
(3.2.4) (-i) ~ = X(X) + ~<(A) - 2 ~(X~) 

Lpoints singuliers~ 

On remarquera que la quantit4 X(X) + x(A) - 2 X (X~) est ind4pendante 

du choix particulierdu pinceau, et ne d~pend que du plongement de X 

dans unlP r, et m~me seulement de la classe de Chern de O__X(1) , 

cf. [XVII, 5.7.5 et 5.7.6]. 
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3.2.5. Explicitons eeci dans un cas eoncret. Prenons X =~2 , {H ] 

un pinceau de courbes de degr~ d dans~2 qui v4rifie (3.1), (3.2.1) 

et (3.2.2). On a 

(3.2.6) 

x(x) = 3 

X(x~) = -d (d-3) 

X(&) = d2 

(en vertu de 1.2) 

(cf. SGA 5 VII 7.3) 

d'o~ 

(3.2.7) le nombre total de points singuliers est 3 (d-l) 2 

Prenons le cas particulier d = 3~ et consid~rons la famille des 

courbes elliptiques (en caract~ristique ~ 3) 

(3.2.8) X 3 + y3 + Z3+ 3~ XYZ 

Les quatre fibres singuli&res sont au-dessus de ~ = racine cubique 

de l'unit~, et ~ = =, et chaque fibre singuli&re est l'union de trois 

droites conmae eeci ~ /  

(3.2.9)  

eta exactement trois points singuliers, tous quadratiques non-d~g~n~r~s. 

Cela fait ensemble douze points singuliers, et v~rifie (3.2.7) dans 

cet exemple. 
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Proposition 3.2.10. Soit X c >~r un plon$gment de Lefsehetz (XVII 2.3), 

et supposons que n = dim X soit pair, ou que car. k # 2 . Alors tout 

Vr pinceau de Lefschetz, consider4 comme droite dans~ , coupe ~ e n 

(3.2.11) (-i) n [ X(X) + X(A) - 2 X (X~)] 

points, et le coupe transversalement (EGA IV 17.13.7). 

D~monstration. Par hypoth~se, toute singularit~ d'une fibre du pinceau 

de Lefschetz est quadratique non-d4g~n~r4e, de sorte que (3.2.4) stapplique 

pour donner que le nombre des fibres singuli~res (chaeune contenant 

exactement un point singulier) dans le pineeau D est le nombre (3.2.11). 

v 
Or, la fibre X est singuli~re si et seulement si T 6 X ~ D . Pour voir 

la transversalit6 de lWintersection, on remarque que le hombre (3.2.11) 

est ind~pendant du choix particulier du pinceau de Lefschetz, et que, 

le pinceau g4n~rique 4tant un pineeau de Lefschetz, ce nombre (3.2.11) 

v v r 
est le degr4 de X (i.e. son degr4 comme hypersurface dans~ , qui est 

v 
(par convention) 0 si dim X~r-2). Or, si une droite D coupe une hyper- 

surface de degr4 d > 0 end points distincts x. (i~i&d), llintersection 
I 

est forc~ment transversale. En effet, la multiplicit~ dlintersection 

v v d 
~i = rg(D n Xlx i) de D et X en un x iest z i, done corame ~ ~i = d , 

on a ~i = i, pour tout i, i.e. D N X est lisse, ce qui, ~quivaut 

la transversalit4, comme on voit aussitSt. 
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Remarque 3.2.12. Pour un pinceau de Lefschetz D dont on suppose 
v 

d~j~ qu'il coupe X transversalement (condition v~rifi6een tous cas 

pour D assez g~n~rale), le r4sultat 3.2.10 peut 8ire consid~r~ aussi 

comme la conJonction de XVII 5.7.2 et du falt que deg ~=I, contenu 

dans XVII 3.5. Bien entendu, le fait que tout pinceau de Lefschetz D 

coupe X transversalement, ~tabli ici via la formule d'Euler- 

Poincar4 XVI 2.1 , peut aussi se v~rifier directement de fa~on 

~l~mentaire, en utilisant le fait que it axe de D coupe X transversalement. 

4. La c ghomolo~ie de l'4olatement associ4 ~ un pinceau 

4.1. Nous reprenons la situation 3.1, r~sum~e par le diagrarmme conm~u- 

tatif (of. 2.1.6.3) : 

(4.1.1) 

x x m I < f x o >~ 
i 

(g-gLPi) > ~ xlP 1 

Commengons par pr~ciser (2.2.2) dans ce cas. 

Proposition 4.2. Sous les hypotheses d e 3.1: 

(4.2.1) Les homomorphismes de ?Z~-modules 

f,6)(l-f*f.) 

H'(X, ZZ2) ~ ........ > H'(X,ZZ2) ~9 i~er(f,:H'{~,m2) --> H'(X,~2)) 

f~+ind I! 
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so nt des isqmorphismes , inverses l'un de l'autre. 

(4.2.2) Les homomorphismesde 2Z ~-modules 

fw~g~i ~ ) 
H'(~,~)< > H'(X,= 6) • H"2(~,=~(-I)) 

f~+i~,g ~ 

sont des isomorphismes~ inverses l~un de l'autre. 

(4.2.3) La structure d'al~bre sur H'(X,~L) G H''2(A,~6(-I)) d4duite 

p@r "transport de structure" par (4.2.2) du cup-produit dans H'(~,~L), 

s'exprime, en termes des ~14ments 

a,b 6 H'(X,~) , x,y 6 H'-2(A,~(-I) , 

par !es formules : 

(4.2.3.1) (0 ~x) A (O ~9 y) = - j~(xy) ~ 2xy Cl(OA(1)) 

(4.2.3.2) (a • O) /% (b E9 0 = ab ~ 0 , 

(4.2.3.3) (a ~ O) A (0 @ y) = 0 • j~(a)y , 

(4.2.3.4) (0 ~ x) F% (b @ O) = O ED xj~(b) . 

En par ticulier, pour 

a ~x 6 H'(X,~ t) ~9 H'-2(A, 2Z ~(-i) 

b ~ y £ H2n''(X,~Z~) E9 K2n-2-'(A, ZZ2(-I)) 
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on_.__£a 

(4.2.3.5) (a • x) A (b ~ y) = ab - j,(xy) 

sI~crit : 

Autrement dit~ la matrice d'interseetion totalede H'(~, ~6) 

0 t 
/la matrice totale~ 

- (des intersections) 
ksur A / . 

D~monstration. On a d~j~ d4montr4 (4.2.1) ;(cf. 2.2.22)). Pour (4.2.2), 

remarquons dlabord que, g : ~ > A 4rant un fibr~ projeetif de rang un, 

la suite 

(4.2.4) O ~ H'(A,~6) g* g~ " > H ' ( ~ ,  m 6 )  " > H ' ' 2 ( A ,  m 6 ( - 1 ) ) = ~ >  0 

est exacte (cf. (1.2.2)). Compte tenu de (2.2.26), on obtient le diagran~me 

eommutatif de suites exactes 

O > H" (X,ZZ 6) f* - i 

(4.2.5) I j~ 

o >H'(A, m6) ~ g*> 

g.i* 
H" (g,2Z 2) > H'-2(A, ZZ •(-i)) 

g .  
H" (Z,~Z Z) . . . .  > H ' - 2 ( & , m  ~ ( - 1 ) )  

~ 0  
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Compte tenu du scindage (4.2.1), ceci donne un isomorphlsme 

(4.2.6) f~ @ g~ i ~ : H'(~,~) ~ ..... > H'(X,~g) ~H''2(A,~6(-I)) @ 

Le transpos~ de (4.2.5) donne un diagramme commutatif de suites 

exactes (apr~s le d~calage . -----~ 2n-.) 

(4.2.7) 

f~. ~ i~+g~ 
o < H'(X,ZZ~) < H'(X, ZZ~) <---------- 

g~ ~ g~ 
O ~ H'-2(A,2Z~(-2)) <--H'-2(~,%(-I)) <-- 

et on obtient un isomorphisme 

H'-2(A, ZZ 6(-I)) ~ 0 

H'-2(~,m 6(-I)) < 

Jr 
~'(~,m~) 

fw+iwgW 
(4.2.8) H'(X,~6) ~H'-2(~,mt(-I)) " 

II reste g d4montrer que le eompos4 

f~+i~g~ ~ f~(g~i~) 
(4.2.9) H'(X,m6) ~ H''2(~,~(-I~ ....... > H'(X,~) ~I'(X,~)~-2(A,~(-I)) 

est l'identit4. Or, on a 

fwfw = id sur H'(X,2Z 6) , par (2.2.18) 

par (4.2.5) 

par (4.2.7) 

geiWf W = 0 

fei~g ~ = 0 

de sorte qulil suffit de d4montrer 

(4.2.10) g~i~i~g~(X) = X pour X E H'(A, Zg2(-I)) 
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Pour v~rlfier (4.2.10), remarquons d'abord que i : ~ ¢ > ~ 6rant 

l'inclusion d'une sous-vari~t~ lisse de codlmension un, on a [SGA 5 VIII 

(4.2.11) i~i~(x) = cI(_N~A/~) x 

(4.2.12) i~(x)i.(y) = i,(xy cI(_N~A/~)) 

E~r~von~ ~ = Ox(1), ~ = o~(1) , ~1 = ~1(1), ~tc . 

En vertu de EGA II 8.1.7, on a, si ~ est l'Id~al ~ dans 

V 

(4.2.13) ~/~ ~ ~ 

o~ ~ est Interpr4t~ eormue ]P(~152), 5 ~tant l'Id~al de A dans X . Or 

on a un isomorphisme canonique ( A ~tant reprdsent~ eor~ne intersection 

de X avec deux hyperplans donn~s dans ]pV) , 

5152 ~ o2(_1) , 

qui donne naissance ~ l'isomorphisme 

C~ 

o~ ~ est Itlsomorphisme canonique EGA II 4.1.4. Par loc. cir. cet iso- 

morphisme trans forme 

_~(i) = ~(~/~2)(I) = ~p(o_~(_l))(1) en _~(O~)(i) ®O~ OA(-I)=~I(1) ~K OA(-I), 

de sorte que (4.2.13) s'~crit 

(4.2.14) N~ ~ (pO*(~(1)) ® g*(OA( -1 ) )  , 

dWo~ en prenant le c I des deux membres~ le 

275 



- 22 - XVIII 

Lemme 4.3. On a 

¢l(_N~/g) : g * (gA)  - ( p i ) * ( ~ l )  

Reprenons i s  d~mons t ra t i on  de ( 4 . 2 . 1 0 ) .  D 'sp r~s  ( 4 . 2 . 1 1 )  e t  ( 4 . 3 ) ,  

il sufflt de d~montrer 

g.(g*(x)[(pi)* (Cl(glpl)) - g*(cl(~A) ]) : x 

Or, d'apr~s (4.2.4), gqrg * = O, et, compte tenu de ce que 

g~xPi ,> ~ x le  l , 

on 8 

(4.3.1) 

(4.3.2) 

g~(g*(x) (p i )* (C l (  ~ p1 ))  : x 

g , ( g * ( x )  c I ( N ~ ) )  : - x . 

Calculons maintenant la structure d'alg~bre sur H'(X,~) ~ H'-2(~, 

d~dultedu cup-produit par transport de structure via (4.2.2). Soient 

a, b des ~l~ments de H'(X,~6), 

Commen~ons par (4.2.3.1). 

(0 • x) A (0 ~ y) = ? @ ?' 

? : f.((i.g*(x))(i.g*(y)) 

: f~(i.(g*(xy) c I (N~))) par (4.2.12) 

: j.g.(g*(xy) c I (N~)) 

= j.(-xy) par (4.3.2) . 

6(-I)), 

x,y des ~l~ments de H'-2(&,~6(-1)). 
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or~ 

?' 

(ci(~D~))2 

= -g~i~(i~g~(x)A i~g~(y)) 

= -g~i~(i~(g~(xy) Cl(~/~))) 

= -g~(g~(xy)(Cl(N~))2) 

par (4.3.2) 

par (4.3.2) 

= (g~cl(~A(l)) - (pi) ~ (Cl(~]pl))) 2 par (4.3) 

= g~((Cl(~A))2) - 2g~(cl(~A))(pi)~(Cl(~I)) 

( + (pi) ~ ((Cl(~l)) 2) = O ) , 

?' = - g~(g~(xy)g~(cl(~A)2)) + g~(2g~(xy)g~(cl(~A)Cpi)~(Cl(~ ~l)) 

? = 0 + 2xy Cl(~) par (4.2.4) et (4.3.1) , 

ce qui ~tablit (4.2.3.1). Quant ~ (4.2.3.2) : (a @O)A(b ~0) = ab G O, 

ceci exprime que f~ est un homomorphisme d'alg~bres. 

Prouvons (4.2.3.3). Or, la formule de projection implique 

Ker f~ nimage f~C Ker f~ , de sorte que 

(a@o) A (O~y) = o @ ? , 

o~ 

(4.3.3) ? = _ g~i~(f~(a) i~g~(y)) 
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= - g.(i*f*(a) g*(y) cI(N~A/~)) par (4.3.2) 

= - g.(g*(j*(a)) g*(y) Cl(_l_N~/~)) 

= j*(a) .y 

ce qui ~tablit (4.2.3.3). On remarque enfin que (4.2,3.4) se d4duit 

de (4.2.3.3) par l'anticommutativit4 du cup-produit. 

5. Etude cohomolo$ique d u morphisme p : ~' >IP I a~ssoci~ ~ un pinceau 

5.1. L'homomorphisme de restriction HW(~) ~ Hw(Y). 

D~signons par Y une des fibres lisses de p : 

Y = p-l(t o) = X.Hto . On ale diagra.m~e conmautatif 

]pl < 

Sp(k)=[t o ] 

Y 

P , R" ,: i - , ,~ 

x f< .i ....... ) ts 

~- ]pl disons 
J 

A xIP I 

~= idX[to? 
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~oposition 5.1.1. 

fibre lisse : 

Sous l@s hypotheses de (3.1), Y d~signant une 

(5.1.2) L'hgmomorphisme restrict!on 

s'exprime (via (4.2.2)) Pal 

H.(X,~Z4)G H. -2 (A,2Z4(_ l )  ) m*+h. ~ H.(y ,2Z4  ) • 

(5.1.3) La,fl~che de Gysin 

k. : H'-2(Y,~ 4(-1)) > H'(~,~ 4) 

s' expr ime Ear 

H'-2(Y,~ 4(-i)) 
m.e (-h*) 

H'(X,m 4) @ H"2(n,m 4(-i)). 

D4monstration. Les sous-schdmas lisses ~ et Y de X se coupent trans- 

versalement en A , autrement dit, le carr4 de sch4mas lisses 

(5.1.6) 

A 6 
>A 

h £ 
f 

Y > X  k 

est cart~sien, ce qui implique la formule [SGA 5~ IV 

(5.1.5) h.4* = k*i. , 4.h* = i*k. 
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Le compos4 

H'(X,~) • H'-2(~)m~(-l)) 

est la somme de k'f* = m* et de k*i~g* 

g.~ : id A , ee qui donne (5.1.2). 

Le eompos~ 

H'-2(Y,~ L(_I)) 

est la somme de f~. = m. 

ce qui donne (5.1.3). 

f*+i.g* 
H'(X) 6) >H'(Y)~6) 

= h.6*g* par (5.1.5))) et 

, f*~9(g* i*) 
k.> H'(X, =6) > H'(X,~ 6) @ H'-2(A,~6(-I)) 

et de -g.i*k. : g.6.h* : -h* , 

Corollaire 5.1.6. S ous les hyppth~ses de 5.1.1, pour i~n-l, les imases de 

m* : Hi(X,~L) > HI(Y,~ 6) 

et de 

k ~ : Hi(X,m 6) 

sont ~gales. 

D~monstration. D'apr~s le "th~or~me de Lefschetz faible" sur les 

sections hyperplanes (SGA 5 VII 7.1 ), pour iNn-i Is fl~che 

(5.1.7) Hi-2(X,~ 6(-1)) J* Hi-2( > ~,m 6( -1) )  

est un isomorphisme, de sorte que pQur i~n-l, itimage de h* est ~gale) 

grNce ~ (5.1.2), ~ la sonmae de celle de m* et de celle du compos~ 

Hi-2(X)~6(-1)) J* > Hi'2(A)EZ6(-I)) h* ~ Hi(y)~6) • 
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Or) par 18 formule de projection 

haj~(x) = h~(h~(mW(x)) = mW(x)h~(1) = % 

= m~(x % )  p u i s q u e  m~(~ X) = ~y 

d)o5  l W i n c l u s ¢ o n  Im k i c Im m i , c q f d .  

m~{x) 

5.2. Le "th~or~me de Lefschetz vache" (LV) 

5.2.1. Soit S projectif de dimension n, sur le corps k (alg. clos) 

muni d'un plongement projectif SC >~ . D~signons par 

u E H2(S,~(1)) 

la "classe de cohomologie d'une section hyperplane " (de sorte que u 

s)obtient cormne lWimage r~elproque par le plongement S~-->~ de la 

premiere classe de Chern de ~ (I), classe qui se trouve dans 

H2(]P ) ~(i))) et d~signons par 

Ls : H'(S,~I(j) > H'+2(S,~6(j+I)) 

I)op~ration "multiplication par u". 

5.2.2. On dit que S (muni de u) v~rifie (LV)) (le "th~or~me de Lefschetz 

vache") si pour tout (ou unjentier jet eout entier i > O) les applica- 

tions 

i L S : Hn-i(s,~(j)) > Hn+i(s,~(i+j)) 

sont des isomorphismes. 
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5.2.2.1. On conjecture que cette condition est v4rifi4e si S est lisse. 

C'est vrai si k est de caract~ristique nulle [6], d'o~ on conclut, 

grace au "th4or~me de sp4cialisation", SGA 4 XVI 2.2 quill enest de ~me 

si S, evec son plongement projectlf, se remonte en caract~ristique nulle. 

Donc on trouve que c'est v4rifi~ pour S une intersection compl~te lisse. 

On sait ~galement que c'est vrai pour S llsse de dimension ~ 2 [2], 

et pour S une vari~t~ ab~lienne (solt~"directement '' (LIEBERMAN [4] et [2]), 

soit par le th4or~me de MUMFORD [5] qui dit qutune vari4t4 ab41ienne 

polaris~e se remonte, avec sa polarisation, en caract~ristique nulle). 

Rappelons que pour une vari~t4 S projective, on d~finit pour i ~ n la 

"pattie primitive" de la cohomologie : 

(5.2.2.2) Primi(S,~(j)) = Ker (n n-i+l : Hi(s,~2(j)) -~ H2n-i+2(S,~+2n-2i~2)). 

S~i S v~rifie (LV), on a pour i<n la d4composition : 

(5.2.2.3) HI(S,~2(j)) < I+L~ Primi(S,~2/j) ) • Hi-2(S,~(j-I)) 

Proposition 5.2.3. Soit X pro~ectif et lisse, v~r£flant (LV). D~si~nons 

par 7 : Yc > X l'inclusion d'une section h~perplane ' lisse. Alors 

(5.2.3.1) Primn(x,~2(j)) = Ker(T~ : Hn(x,~(j)) ---~ Hn(y,@ (j))) 

D~monstration. On a, grace ~ la formule de projection pour m : Y ~ X, 

le diagrarmne corm~utatif 
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(5.2.3.2) 

Hn(X,%(j)) .... L ......... 5- Hn+2(X,~I(J+I)) 

Hn(y, ~6(j ) ) 

Par dualit~ et Lefschetz faible, 

• ~ : Hn(y,~(j)) > Hn+2(X,~(j+I)) 

est la transpos~e d~une isomorphisme, donc un isomorphisme, dto~ la conclusion. 

Ler~ae 5.2.4. Soient X pro iectif et l isse, e t ~ : yC > X l'inclusion 

dlune section hyperplane lisse. Alors X v~rlfie (LV) si et seulement si 

le@deux condition§ §uivantes sont v~rifi~es. 

5.2.4.1. Y v4rifie (LV) . 

5.2.4.2. La restriction du cup-produit Hn'I(Y,Q~) au sous-espace 

Im Hn-I(x,Q~) est unc forme non-d~n~r~e . 

D4monstration. On a 

(5.2.4.3) 

I L X = %~ 

= q-~T~ (par 4.2.11), 
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de sorte que 

(5.2.4.4) ~+I = T, Ly ~_ ~i 

Dans le diagram~ne cormmutatif 

(5.2.4.5) 

+i 
Hn-i-1 (X, ~6(j )) .... ~ Hn+i+1 (X, ~6(j+i+1) ) 

Hn_l_i(y, ~(j ) ) Ly ) Hn_l+i(y, ~z(j+i) ) 

on salt que ~-~ est un isomorphisme pour i ~ 1 par "Lefschetz faible", 

et que 7. l'est par dualitY. Donc X v~rlfle (LV) si et seulement si 

Y v~rifie (LV)j et la fl~che 

(5.2.4.6) L x : Hn-l(x,~6(j)) > Hn+I(x,~(j+I)) 

est un isomorphisme. Pour achever is d~monstration, il suffit de voir 

l'~quivalence de 5.2.4.2 et 5.2.4.6. Pour ceci, soit a, b E Hn-l(x,@g(j)). 

Par la dualit~ de Poincar~ sur X, (5.2.4.6) ~quivaut ~ : 

(5.2.4.7) La forme bilin~aire 

Hn-I(x,@~(j))× Hn-I(x,~(j)) > H2n(x,~g(2j+2) 

est non-d~g~n~r~e. 

(a,b) i ..... > a.Lx(b) 
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Mais par (5.2.5) et la formule de projection, on a 

a.Lx(b) = a.T.(q-g'(b)) = T~(~(a) .T~(b)) ,  

dmoh l l6qu iva lence  de (5 .2 .4 .7 )  e t  ( 5 . 2 . 4 . 2 ) .  

Corollaire 5.2.5. Soient x pro~ectif et lisse, de dimension n, e t 

: Y ~ > X l'inclusion d'un# section hyperplan lisse. Supposons que 

X satisfait ~ la condition (LV). Alors pour i ~ n, la fl~che 

: Hi(x,~6(j)) "i Hi(y,~i(j)) 

@st surjectiye. 

D4monstration. Par (5.2.4.3), on a, pour i ~ 0 

i 
= ~'~ LX T ~ ~ +I 

d'o~ le diagram_me commutatif 

i 
LX nn'i(x,%(j+i)) Hn'i(x,~(j+i+l)) 

% 

Hn-i-2(y,~6(j)) 

Li+l 

ce qui donne le r~sultat voulu, cqfd. 

"~ Hn+i(Y,@i(j+i+l)) 
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Lemm 9 5.2.6. S oit f : F > Bun mor phlsme propre et lisse, avec 

B connexe. Ddsignons par ~F(1) un module relativement ample sur F, 

et munissons ch@que fibre gdom~triqu e P~b du module, ample induit par O_F(1). 

Alors, si une des fibres g~gm~trjques satisfait la condition (LV), i l 

en est de mSme pour toutes les autres. 

D~monstration. Notons par ~F q H2(F,~6(1)) la premiere classe de 

i Chern de ~F(1). Cette classe, et ses puissances ~F E Hii(F,~6(i)) 

induisent des endomorphismes par cup-produit 

i : R~-i~(j) > R~+i@~(j+i) (5.2.6.1) ~F t~ ~ 

o~ n ddsigne la dimension relative des fibres. Par le th~or~me de 

changement de base pour un morphisme propre [SGA 4 XII 5.2], routes 

les fibres g4om~triques satisfont ~ la condition (LV) si et seulement 

si routes les fl~ches (5.2.6.1) sont des isomorphismes. Or, par le 

th4or~me de sp~cialisation [SGA 4 XVI 2.2], les faisceaux Rif#~(j) 

sont constants tordus, de sorte que les fl~ciles (5.2.6.1) sent des 

isomorphismes si et seulement ils le sont au-dessus dlun point 

g~om4trique donn~, cqfd. 

Corollaire 5.2.7. Soi___~t X p ropective et lisse. $i une section hyperplane 

lisse v~rifie (LV), il enest de m~me ~pur toute section hyper lane lisseo 

D~monstration. En effet, l a famille universelle des sections hyperplanes 

lisses de X v~rifie les hypoth&ses de 5.2.5. 
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5.3. La condition (A). 

5.3.1. Soit 

P : ~ ~I 

la "fibration" associ4e ~ un pinceau dont l'axe coupe transversalement X, 

et dont la fibre g4n~rique est suppos~e lisse. 

D~signons par U un ouvert non-vide de ~i au-dessus duquel p 

soit lisse~ et par 

(5.3.1.1) ~ : U ~ >~i 

l'inclusion. Compte tenu de ce que les faisceaux R~.(~(j)) sont 

constants tordus au-dessus de U, on volt que les faisceaux 

Ri.(~o (j) ) 

sont essentiellement ind~pendants du choix de U, et que les homomorphismes 

canoniques "dtadjonction" 

(5.3.2) R~Z(  j ) ~  " W ~W~ R~(~6(j)) 

sont aussi ind~pendants du choix de U . 

5.3.3. Remarquons que pour un pinceau ~uelconque de sections hyperplanes, 

le th~or~me de Lefschetz faible implique que pour i~n-2, laimmerslon 

F (fxp)> X>~pl donne lleu ~ un isomorphisme de faisceaux sur ~I 

Rip~(J ) < N" Hi(X,~(J )) ~i , i~n-2 
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R i i.e. p~(j) est un faisceau constant pour i~n-2 et, afortiori, 

les fl~ches (5.3.2) sont des isomorphismes pour i~n-2 . 

5.3.4. On salt, par la th~orie locale des cycles ~vanescents et 

notanm~nt la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4 ), que, pour un 

pinceau de Lefschetz, les homomorphismes 5.3.2 sont des isomorphismes pour 

i # n , et sont surjectif§ 9our i = n. 

5.3.5. On dit que 0 , ou le pinceau dont il provient, v~rifie la condition 

(A), si tousles homomorphismes (5.3.2) sont des isomorphismes (ou, 

ce qui revient au mSme, s'ils le sont pour tout i, et j = O) . 

On verra plus has (6.3, 6.4) que cette condition (A) a 

une nette tendance & 8tre v~rifi~e. 

Leme 5.4. Si une des sections hyperplanes lisses de X (donc route, 

par 5.2.7) v~rifie (LV) (~.ex. si X v~rifie (LV), cf. (5.2.4)), e t 

s i p v~Fifie l'hypoth~se (A), alors toute fibre (y compris toute 

fibre singuli~re) v~rifie (LV), et les faisceaux Rip~(QL(j)) so n,t 

constants pour i ~ n-i . 

D~monstration. D~signons par 

Ri+2 - . . L : Rip~(~(j)) > p~@~(j+l)) 

le morphisme multiplication par f~!(~X(1) E H2(~,~(1)); fibre par 

fibre~ crest l'op~ration envisag~e dans (5.2.1). Par hypoth~se, on a 

288 



- 35 - XVlll 

un isomorphisme su-dessus de U 

n-l+i (5.4.1) ~*(L i) : v*Rn-l-ip.(~(j))--~-~R p.(~(j+i)) 

pour i > O, tout j . Appliquant le foncteur V. , on obtient des 

isomorphismes 

(~M~) L i : ~.~* Rn'l-lp.(~(j)) ~ ~ ~.V*Rn'l+i0.(@~(j+i)) , (5.4.2) 

qul, compte tenu de (A) s'identifient aux morphismes 

L i Rn-l-ip~@L (5.4.3) : (j) ~ > 

On conclut par 5.3.3. 

5.4.4. D~signons par Y une fibre lisse de ~ : 

"Lefschetz faible", la fl~che de restriction 

n-l+i 
R p~(j+i) 

IP I . Par 

Hn-I(x,~L(j) ) C m~ > Hn-l(y,~(j)) 

est injeetlf, et on a vu (5.2.4) que~ si X v~rifie (LV)~ le eup-produit 

sur Hn-I(Y,~(J)), restreint ~ m~ Hn'I(x,~6(j)), reste non d~g~n~r~. 

L'orthogonal de Hn-I(x,~(j)) dans Hn-I(Y,Q6(j)) est donc un sous-espace 

compl~mentaire de Hn'I(x,~(j)) dans Hn-I(Y,@~(j)), qu'on appelle, 

suivant la termlnologie classique~ l'espace de eohomolo~ie ~vanescente 

de Y . On d~finit un sous-faisceau eorrespondant de ~(Rn'ip~L(j)), 

o~ V : U >~I est un ouvert de lisait~ # ~ de p , le "faisceau de 

n-l cohomolo~le ~vaneseente" E p~@6(j) sur ~I, par 
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(5.4.4.1) 
En_l ~ ('" = ~l'orthogonal dans ~Rn'Ip~6(j) du 

n-i p.x.~ 6 Jl ~ ~sous-faisceau constant H (X,~6(J)) U 

Ii est clair que ce faisceau est ind~pendant du choix de U . 

Lermne 5.5. Si X v4rifie (LV) et si les fl~ehes~.3.2) sont des isomor- 

phismes pour i = n - I, ap_!!_ exemple sip Erovient d'un pinceau de 

Lefschetz (cf. (5.3.4)), on a u ne d4composition en sq~e directe 

Rn-I ~ (.. (5.5.1) P~-~ JJ ~ Hn-I(x,Q~(J )) ]pl 6) E n-I ~ ('~ 

D~monstration. Par (LV), on a une telle d~composltion au-dessus de U : 

n-I (5.5.2) ~)eR p~,(j) ~ Hn-I(x,Q~(j))u ~) v ~ E n-I ~ (" P~6 J~, 

h laque!le on applique ~ . 

XVIII 

Th~or~me 5.6. Soit X une vari~t~ projective, lisse et irr~ductible 

f qui v~rifie (LV) (5.2.2). Soit ~ [I ~ _'m pinceau d'hy~erplans dont 

l'~l~meDt ~n~rique et l'axe coupent transversalement X, e n X et en A 

respe.qtiyement. Supposons que l=2__pro]ection p : ~- >~I v~rifie la 

condition (5.3.2). Alors : 

(5.6.1) la suite spe~t~ale de Leray 

d~g~n~r e. (NB. ~eci reste valable si, au lieu de supppser ~ue X satisfait 

la condition (LV)~ on suppose seulement ~u'une section hyperplane lisse 

Y X satisfait.) 
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5 .6 .2 .  D~si~nons par ~ le point ~n~rique de ~I Ea r ~ l e  po!n ~ 

g~n~rique g~om~trique, par X~ la fibre g~n~riqueg~om~trique de p, 

et par ~ le group e de Galois de k(~)/k(~); 

Pou___~r q # n-i, on a des isomorphismes canon!ques : 

(5.6.2,1) ~2 'q (=H°~pI,Rqp~6)) = Hq(X~,~g) 

(5 .6 .2 .2 )  

(5 .6 .2 .3 )  

E~'q(fH2(IpI,Rqp~Q~)) ~ Hq(x~,@6(-I)) 

E~'q(fHP(IpI,Rqp~)) ffi O, p ~ 0,2 

Pour q = n-l~ on a 

(5.6.2.4) E~,n-l(=Ho(R~l Rn-lp~Q~)) ~ Hn-l~x.~,~_ )rf 

(5.6.2.5) 2,n'l(=H20pi,Rn-lp~6 ) 
E 2 

~Hn'l(x,~ 6) , 

~ Hn-I(x~,~(-I)) ~ 

Hn'I(x %(I)) 

(On trouvera la valeur manquante EI~ n-I dans 5.7 cf-dessous). 

D~monstration. Le th~or~me I.I stapplique~ par (5.4.3)~ pour donner 

(5.6.1). Quant aux trois premieres formules (5.6.2), e!les r~sultent 

du fait que les Rqp~6 pour q # n-I sont constants (5.4) ; pour (5.6.2.3) 

il faut utiliser bien sQr que~ Iest simplement connexe. La premiere 
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~galit~ de (5.6.2.4) r~sulte de ce que Rn-10~. ~ ~ ~Rn'I0~Q 6 , 

de sorte qu'on a H°(]PI,Rn'Ipw~ 6) ~ H°(U,V~Rn-lfw~i), et de ce que 

~)wRn-lfw@~ est un faisceau "constant tordu" sur U, done 4quivalent au 

n-i ~-module H (X~,~i). La deuxi~me ~gallt~ de (5.6.2.4) r4sulte de la 

d~g~nerescence, compte tenu de 5.1.6. 

Passons ~ (5.6.2.5). D~signons par F" la filtration d4finie 

sur H'(X,~ 6) par la suite spectrale. Par d~g~n~rescence, 

_2,n-I rlHn+l(~ ~ ) l,n F 2 Hn+I(x',(~) = 52 , et g '~4, = E 2 = 0 (5.6.2.3), de 

sorte que (of. 5.1.0) 

_2,n-I = FIHn+I(~,~) = Ker(Hn+l(~,Q6) (5.6.3) E 2 

(pa r  (A)) = Ker(k  ~ : Hn+l(~ ,~6)  > Hn+I(x~,Q6)) . 

Par (5.1.2), k~ se r~erlt 

m~+h~ 
(5.6.4) Hn+l(x,~) ~ Hn-I(A,~(-I)) 

et, par (5.2.2.3) se r~erit encore 

(5.6.5) Primn'l(x,~(-l) e Hn-3(x,@~(-2)) • Hn-I(A,~(-I)) 
m~L+m~L2h~ H n+l CX-- 

Or~ la fl~che 

Hn-3 (X,@~(_2) m~L 2 ~ Hn+l (X~, ~6) 

est un isomorphisme, par (LV), car m~ = ~_ • m~ (cf.(5.2.4) et (5.2.5)). 

Done le noyau de (5.6.8) slidentifie (par pr I • pr 3) h 
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Primn-l(x,~(-l)) ~ Hn'I(A,~6(-I)). Par (LV), 

L 
Hn-l(~,Q~(-l)) ~ ~ Hn'3(~,~(-2)) ~ ~ Hn-3(X,~(-2)), la derni~re 

par Lefschetz faible. Par (5.2.2.3)~ on a donc 

(5.6.6) E~ 'n-I ~ Hn-I(x,~6<-I)) , 

et llautre ~galit~ de (5.6.2.5) se d~duit en "tordant" (5.6.2.4). 

Remarque 5.6.7. On peut d~montrer (5.6.1) sous des hypotheses nettement 

plus faibles, comme DELIG~ m~a expliqu~: 

Th~or~me 5.6.8. 

clo§, e t 

Soient X lisse de dimensionl~llFun corps k al$4briquement 

p : X _ I i ]Pk 

un morphisme projectif, dont la fibre 84n~rique est. lisse. Supposons que : 

(5.6.8.1) la fibre g~n~rique g4om~trique, munie de la restriction du 

module relativement ample OX(1) ~ satisfait ~ la condition (LV); 

(5.6.8.2) les fl~ches (5.3.2) sont des isomorphismes pour i # n, e t 

sont sur~eetives pour i = n (condition satisfaite en particulier si p 

provient d'un pinceau de Lefschetz (cf. 5.3.4)). Alors, la suite spectrale 

de Lera~ 

d~g~n~re. 

E~'q : ~P(mi,Rqp~q~) ----->HP+q(x,~) 

Remarque : Le m~me th~or~me vaut, avec la m~me d~monstration, pour 
1 

]Pk remplac~ par une courbe projective lisse irr~ductible quelconque, 
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D~monstration, Nous allons identifier ,pour la d~monstration, le 

faisceau %(1) A ~ (possible car on a pris k alg~briquement clos). 

On peut ~videnm~ent supposer X connexe, et p surjectif, donc plat, 

fibres de dimension n-l. D4signons par 

la premiere classe de Chern de ~X(l ). Soit 

: U > ~i 

l~Inclusion d~un ouvert de lisslt~ de p . Par 5.6.8.1 et.5.2.6, les fl~ches 

de cup-produit 

sont des isomorphismes, pour i ~ I, de sorte que, en appliquant le foncteur 

v~ , on trouve des isomorphismes (compte tenu de 5.6.8.2) pour iz2 

_n-l-i ~ _n-l+i _ 

et, pour i = i, un isomorphisme 

Rn-2 . (5.6.8.4) ~ : p~w2. ' ~ > v~V~Rnp~ . 

Cette derni~re fl~che se factorise en 
fl~che 

% I~ d' adjonction n 
(5 .6 .8 .5 )  Rn'2pa.Qg, >R 0~5  > V,aV'aR p~{, , 
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de sorte qulon a une d~composltion canonique 

%+ind 

(5.6.8.6) ~ . . . .  ~Local ~6 

o~ l'on a pos~ 

(5.6.8.7) Localn~, = Ker(Rnp,~ > v@v*RnO~,) . 

de]P 1 On remarque que le falseeau Localn~ est concentr~ aux points 

o~ la fibre de p n'est pas lisse, de sorte que, compte tenu encore de 

(5.6.8.3), on trouve 

Rn-2-i ~ , (5.6.8.8) HJ~ i, p~J 
%_ 

HJ(]p I ' -I+i@6 ) R n si i,j z i 

D4montrons maintenant la d4g4n~rescence. Compte tenu de ce que 

E~ 'q = 0 saul pour p = O, 1,2~ il suffit de prouver que les operations 

d 2 : H°(~l,Rip~) ----~ H2( ~l,Ri~10~ ~) 

mgnt nulles. Pour q ~ n - I~ posons 

(5.6.8.9) Prim(E~ 'q) = Ker(~ "q : E~ 'q E~ '2n-q) . 

GrSce ~ (5.6.8.3) et (5.6.8.6), impliquant l'injectlvig~ de 

: Hp(]pI,Rn-2p@q2) ~ > Hp ( ]pl l~ip@QL), pour q ~ n - I, on a 

(5.6.8.10) E p'q I+~+~+... Prim (E p'q) • Prim(E p'q-2) 6)Prim(E~'q'4). 
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Pour volr qu'on a 

d~ 'q = O pour q K n - 1 , 

remarquon8 simplement que le diagrancae commutatif 

Prim(E~ p'q) .......... ~'q=o , Ep, 2n_ q 

dP,q dP,2n-q 

Ep+2,q-i 
~-l-(q-l) 

2 ~ ~ E2P+2~2n-q-i 

(la fl~che du bas 4rant un isomorphlsme grace ~ (5.6,8.8)), entra~ne 

que d~ 'q rue Prim(E~ 'q) pour q ~ n - i, et donc, par (5.6.8.10), que 

tue E~ 'q pour q ~ n - i. Par (5.6.8.3), ceci d 2 implique aussi que d 2 

E~ 'q pour q ~ n + i. Donc ilreste a prouver que l'homomorphisme tue 

_O,n _2,n-i 
d~ 'n : E 2 ~ E 2 

est nul~ ou, ce qui revlent au m~mejque 

_2,n-I _2,n-I 
(5.6.8.12) dim E 3 = dim E 2 

Nous avons d6j~ d4montr6 qu'on a 

(5.6~8.13) dim E~ 'q = dim E~ 'q pour (p,q) # (0,n), (2,n-l) 

et~ pour une raison de degr6s, 

(5.6.8.14) E~ 'q = E p'qm pour touto couple (p,q) 
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Par(5.6.8.14), on a 

= 4im Hi(x,~ 6) bi(X) 

et, eompte tenu de (5.6.8.13), on a 

= ~ dim E~ 'q " 
p+q=i 

c,n-i _l,n-2 .. 2,n-3 
(5.6.8.15) bn_l(X) = dim E 2 + dim E 2 + Glm 2 

et 

_O,n+l l,n 
(5.6.8.16) bn+l(X) = dim ~2 + dim E 2 

_2,n-I 
+ dim 53 

Par la dualit~ de Poincar~, on a 

(5.6.8.17) bn_l(X) = bn+ I(X) 

Remarquons d'abord que, par (5.6.8.8), on a 

_l,n dim _l,n-2 
dim E 2 = E 2 

de sorte que (par 5.6.8.17) la d4monstration de (5.6.8.12)estmrmin4e 

une fols connue 

2,n-3 dim _O,n+l (5.6.8.18) dim E 2 = E2 

O,n-i _2,n-i 
(5.6.8.19) dim E 2 = dim E 2 

Or, ces deux formules r~sultent de (5.6.8.2) at la dualit~ de Poincar~ 

pour les fibres lisses de p, cempte tenu du le~me sulvant, appliqu~ ~ ]pl 

et aux faisceaux Rn-3p~2 ~ et Rn-lp~2~ . 
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Le~me 5.6.9. (ef. SGA 5 I § 5 et SGA 4 XVIII ). Soit Dune courbe 

proPre , lisse et connexe sur u n corps k als~briquement clos. D~signons 

par i : ~ > D l'inclusion du point $4n~rique , et par F u_nn @6-faisceau 

eonstructible sur D tel qu e F ~ > i~i~F . Alors 

%/ 
o_~_fl F N i~( (iWF) v ). 

H2 (D, F) N HO(D, ~(_l))V , 

Corollaire 5.6.10. (Utilise Picard-Lefschetz). Soit p : ~ >]pl l_~a 

"flbration" provenant dtun pinceau de Lefschetz, et supposons que les 

fibres lisses satisfont ~ la condition (LV). Alors 

(5.6.10.I) Hi(X~,(~) ~ = Im (Hi(X,~2) > Hi(X~,~2)) 

D4monstration. Par 5.3.4 (qui utilise la formule de Picard-Lefschetz)) 

5.6.8 s'applique, et donne 

Hi(x=,@~) ~ = Image Hi(x,@ 6) 

II reste ~ voir que Hi(X,~2) et Hi(X,~g) ont la m~me image dens Hi(x~,~6). 

Or, ceci est vrai pour i~n-I par 5.1.6, et pQur i~n par 5.2.5. 

Passons maintenant au calcul le plus important : 

Th~or~me 5.7. Sous les hypotheses de 5.6, posant 

En-2(/~,Q6(J)) = orthogonal dens Hn-2(~,Q~(j)) de, l'ima~e de Hn'2(X,~2(j)) 

(partie "4vanescente" de la cohomologie de ~, of. 5.4.4), on a une 

d~eomposition en somme directe (cf. 4.2) 

l,n-I I~I, Rn-i P~ ) ~ (5.7.1) E 2 =H ~ ~'~ Primn(x,Q2)__ • En-2(A,~2(-I)) 

fw+iagw 
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D~mons tr ation. 

El,n-I 
2 

On a par (A) : 

n "~ (5.7.2) F I H (X,~2) 

Par d~g~n~reseence on a 

n ~ ~ / 2 nr~ @ F I H ( X , ~ o ) / F  :: . . . .  ) 

o K e r  > %)) 

(par 5.1.2) - ' '~- . ~  .... -. (Hn(X,~)~ ~ Hn-2.,A, Q6(_I) ) m~+h~ > Hn(x~,Q6)) . 

Par (LV), k~ se r~crit encore 

m~+m~L+h~ 
(5.7.3) Primn(x,@~) • Hn'2(X,Q6(-I)) • Hn'z(A,~6(-l)) q > Hn(x~,QL), 

et la fl~che du milieu 

(5.7.4) Hn-2(X,~(-l)) - m ' ~ ' L  7- Hn(x~,Q L) 

est un isomorphisme (cf. 5.2.3 et (5.2.2.3))~ de sorte que, d~signant par 

(5.7.5) ~ : Hn(x,@~) > Primn(x,Q 6) 

la projection sur la partie primitive, on a 

(5.7.6) F I Hn(~,~ 6) "~" > Primn(x,~ 6) ~ Hn'2(A,~L(-I)) 
(~ f~(-g~2~) 

Par (5.6.2.2) et d~g~n~resccnce, on a 

n ~ _2,n-2 ~ Hn-2(X~,~(_I)) (5.7.7) F 2 H (X,Q~) "~ ~2 
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n N 
part, (x,Q~) D'autre i'inclusion de F2HN(~,~I~,) = Hn-2(X~,~t(- l ) )  dana H 

est par la fl~che k~ de G~sin. ( En route riqueur, la fl~che de Gysfn 

nlest d~finie que comme une fl~che 

mais compte tenu de ce qulon aun isomorphisme canonfque (SGA 4 XII 5.4) 

pour tout corps K/k alg~briquement clos 

Hi(x'@~ ) ~ > Hf(x ~k K,~) , 

nous esp4rons que le lecteur nous permettra de tels abus.) D'spr~s (5.1.3), 

la fl~che de Gysin s'exprime par 

(5.7.8) Hn_2(X~,~(_l) ) m#~(-h~) Hn(x'~% ) • Hn_2(~,Q~(_I)) • 

Par Lefschetz faible, 

m~ Hn'2(X~,~(-I)) = m~m ~ Hn'2(X,~L(-l)) = LXHn-2(X,@L(-I)) 

est llorthogonal de la partie primftive~ de sorte qu'on ale diagramme 

commutatif 

(5.7.9) 

2 n~" F H (x,~) ¢ . . . . .  > FIHn(F,Q~) 

Hn-2(x.~,~(_l))  o • h~ ............. > eri~(X,Q~)e nn-2(~,QZ(-1)> 

ce qui donne bien (5.7.1), cqfd. 
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RemarRue 5.7.10. Dans 5.7, l'hypoth~se (A) peut-~tre remplac~e par celle, 

plus faible~ que pour q = n~ les fl~ches 

(5.7.11) 

et 

(5.7.12) 

Hq(x, %) > H°~P I , Rqp~6) 

Hq(x,~ 6) > Hq(x~,Q 6) 

alent m~me noyau~ corm'ae le montre notre d~monstration. En Itabsence 

de cette condition, la conclusion peut tomber en d~faut, cf. 5.9. 

5.8. L'homomorphisme de Griffiths. 

5.8.1. Soit f: T > Sun morphisme de schgmas. La suite spectrale 

de Leray d~finit une filtration (F i) sur les H'(T,~(j)). On d~finit 

(5.8.1.i) Prim'(T/S,~(j)) ~ FIH'(T,~(J)). 

Cr~ce au fait que la suite spectrale de Lersy eat contenu dans le 

"premier quadrant", on a 

(5.8.i.2) 

de sorte q~e 

(5.8.1.3) Prim'(T/s,~(j) 

Pour la m~me raison, on a 

(5.8.1.4) E l'' 

0,, 
EO, .~ C > E2 

C~ 

~= Ker (H'(T,~6(J)) > H°(S,R'f~6(j)) . 
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Le compos4 

(5.8.1.5) Prim i (T /S,~t(j ) ) = FIH i (T, @2(j ) ) > grlHi(T,(~6(j)) = El, i-I 

_ l , i - 1  

sere d~not~ 

(5.8.1.6) U i : Prim(T/s,~i(j)) > HI(s,R'-Ifw@6(j)) . 

5.8.2. Soit maintenant X projectiv~ lisse, et irr~ductible, D = [HT] 

un pineeau d'hyperplaradont l~41~ment g4n~rique et l'axe coupent trans- 

versalement X. D4signons par U V > ~i un ouvert de lissit~ non vide 

de la projection p : X >~i et soit ~IU = ~×F1U . On ale diagramme 

corauutatif 

(5.8.2.1) x p 01 u 

I < U 
v 
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Le morphisme plU : ~IU ....... > U ~tant propre et llsse, on a, par le 

th~orb~ne de la sp~ciallsatlon de la cohomologie (SGA 4 XVI 2.2) 

(5.8.2.2) Prlm'(~Iu/u,~(j) = Ker(~'(Flv~(j)) ..... > H'(X~,~6(J))) , 

doric, d'apr~s (5.2.3.1), on a 

Proposition 5.8.2.3. Sous les hypotheses (5.8.2),~2_uE x E Hn(X,~(j)), 

on a l'~quivalence 

(5.8.2.4) x E Primn(x,~(j)) -% ~. ~@f@(x) E Primn(~IU/U,~6(j)) 

Si de plus p vdrifie lWhypoth~se (A) de 5.3, on a 

(5.8.2.5) x E Primn(x,~6(j)) ~-> f~(x) E Primn(~/~l,~(j)) 

D~monstration.(5.8.2.4) est prouv~. Quant ~ (5.8.2.5), l'hypoth~se (A) 
V~ 

implique que H°(~ I R n " "" ,, , p~kJ)) ~ > H°(U,~@Rnp,~(j)), donc[f~(x) 

est primitlf rel. ~i ] ~&~f~(&) iZes t rel. ~ U . 

D~finitlon 5.8.3. Dans la situation 5.8.2, l~h0momoKphisme ' compos~=" 

(5.8.3.1) Primn(x,~(j)) ~f~ > Primn(~IUIU,~(j)) 

HI (U, ~tRn-i ~( j )) 

@'appelle l~homomorphisme de Griffiths (PPuE X,~elati~f. au pinceau donn~ D). 
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Ajoutons au diagra~nme (5.8.2.1) la famille constante au-dessus 

de U, de fibre X 

(5.8.3.2) 

~i < ~) U ~ 

Th4or~me 5.8.4. Supposons que X v4rifie (LV) (5.2.2), e t que p v4rifie 

l'hypoth~se (A) (5.3). Alors pour tout U V > ~I, ouvert de lissit4 # 

de p, !'homomorphisme de Griffiths "modulo pattie fixe", qui est, p_a~ 

d~finition, le ¢ompos4 

(5.8.4.1) Primn(x,~6(j)) Gri f H 1 (U,v~Rn-lp,~2( j ) ) 

HI(u, En-lp,(~(j)) ~ HI(u,v*Rn-lp*~6(J)) 

(f×plU)*HI(u,Hn-I(x,~6(j))u ~ 

est injectif. 
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D~monstration. 

(5.8.4.2) Rn-lp~(j ) 

et au-dessus de U~ on a 

(5.8.4.3) ~Rn-lp~(j)) 

Par (5.5.1), on a, au-dessus de lP I , 

---~ Hn'I(x, Q6(J)) ]pl @ En-lp~@~(J ) 

Hn-I(x'~ (J))U G V4tEn-lp~g(j) 

ce qui permet de r~crire (5.8.4.1) cormne Indiqu~ : 

(5.8.4.4) erimn(x, ~(j ) ) Grif~ Hl (U, V~Rn-I p~(j ) ) 

,1 
H I (U, V~En-I p~( j ) ) 

D'apr~s (5.7.1), la fl~che (qui n'est d4fini que grace ~ l'hypoth~se (A)) 

(5.8.4.5) u : Primn(x,Q~(j)) ~ HI@pI,Rn'Ip~Q~) 

est injective. La d~composition (5.8.4.2), compte tenu de ce que]P 1 

est simplement connexe, donne 

(5.8.4.6) Hl~pI,Rn-lp~g) ~ Hl(]pi,En-lp~g~j 7) , 

de sorte qu'on peut compl~ter (5.8.4.4) en un diagrarmme conmnutatif 
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(5.8.4.7) 

Primn(x,~2(j ) ) 
Grif > HI(u,v~Rn'Ip~%(J)) 

HI( , P@~kJ)) ................ ~, HI(u,v~En'Ipe~(j)) . ]pl En-i ~ , ~ 

Ii suffit maintenant de voir que la f!~che en bas est injeetivejce 

qui r~sulte du fait 

(5.8.4.8) En'ip~6(j) ~ v~En'Ip~g(j) 

par le lemme (bien eonnu l) suivant : 

Le~e 5.8.5. Soient V : A > Bun mor~hisme de topos, et soit Fun 

faisceau sur A. A!ors la fl~che canoni~ue 

(5.8.5.1) HI(B,~@F) > HI(A,F) 

est injeqtive. 

D~monstration. 

(5.8.5.2) 

Dans une suite spectrale du premier quadrant, on a 

EI,O __~ EI,O 
2 

Donc pour la suite spectrale de Leray 

E~ 'q = HP(B,Rq~F) ................... > HP+q(A,F) 
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on a 

_I)O HI(B,v~F) N E~,O FIHI(A)F) (5.8.5.3) ~2 ffi 

Prenant F = v'E, E un faisceau sur ~, on trouve 

(5.8.5.4) HI(B, ~v~) C > HI(A,xf~E) 

5.8.6. Soit L/k(~) une extension finie du corps des fonctions ration- 

nelles sur ~I et posons 

(5.8.6.1) S = le normalis~ de~ I dans L 

Faisons le changement de base S >]pl dans la situation (5.8.3.2) 

(5.8.6.1 bis) 

P 

CL S 
S I" 

~i < ~ S 

Pour tout ouvert V ~ ~ > S au-dessus duquel PS soit lisse, on obtient 

apr~s le changement de base V ..... ~ ~ > ~i dans (5.8.3.2), 

( 5 . 8 . 6 . 2 )  

S, V 
~[ < .... . .  

X V ~.~X~ v 

V , 
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et on a encore (cf. (5.8.2.3)) 

• n e~ 

(5.8.6.3) (~vf) ~ Primn(x,(~(j)) c Prim (Xv/V , ~g(j)) , 

de sorte quVon peut parler encore de l'homomorphisme de Grlffiths 

(5.8.6.4) prfmn(x,~g (j)) ............ Grif ~ HI (V,Rn-lpv~ ~g (j) ) • 

Corollaire 5.8.7. Avec les notations pr~c~dentes, et sous les hypoth&ses 

de 5.8.4, llhomomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe" 9 i.e. le 

compos~ 

(5.8.7.1) Primn(x, ~(j )) Grif ..... > HI (V,Rn-lpv ~(j) ) 

est in~ectif. 

HI(v,(~ ~)@En'ip~(~6(j))) 

HI(v,Rn-lpv~%(j)) 

(f×pv)~ HI(v,Hn'I(x,%(j))~ 

D~monstration. 

on a 

Par le th~or&me de la sp~cialisation pour Is cohomologie, 

Rn'Ipv~%(j) ) = (11 ~)~ Rn-lp~g (j) 
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de sorte que par la d~eomposition (5.8.4.2), (5.8.7.1) se r~crit blen 

eomme indiqu~ 

Prlmncx,@6 ( j))  Grif > HI(v, (H ~i)*Rn-lp,@~(j )) 

1 
HI(v, (H ~)* En-lp,@2jj)) 

II suffit donc de d4montrer l'injectivlt4 de 

Primn (X, ~6(j ) ) > HI(v,~ * ~ E n'l ~ (.,, p . ~  J J J 

pour V c ~ > S arbltrairement petit. On est ramen4 au cas 

Ii V > ]p1 

~v 
> U 

un ouvert de lissit~ de p 

le normalis4 de U dans L 

Du diagramme cor~nutatif eart4sien 

v C  .... ~a 

U C 

>S 

> !I n 
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on con¢lut que 

~1 ~ E n-I pw~(j ) 

de sorte que (5.8.7.3) se factorise 

Primn(x, %(j ) ) 

= ~ En-lp~ 

> HI(u,v ~ En-lp~6(j)) 

HI (V,~u ~ En-I pw@~,(j )) . 

Or~ il suffit, grace ~ (5.8.4), de v4rifier que 

I~ : HI(u,v ~ En'Ip~(j)) > HI(v,~ ~ En'Ip~2(j)) 

est injectif. Comme I~[; : V > U est fini et plat, la th~orie de 

la trace [SGA 4 XVII 6.2] nous fournit, pour tout ~-faisceau F sur U 

(p.ex. F = V ~ En-lp~@~(j)) une application 

tr~u: HI( V,~ ) > HI(u,F(j)) 

qui v~rifie 

tr~ o ~ = deg(~u).id , 

ce qui impllque llinjectivit~ de H~(U,F) > H~(V,~uF) , et ach~ve 

la d4monstr atlon. 
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5.9. Un exemple o~ l'hypoth~se (A) n'est pas v~rif~. 

Soit X une surface quadratique lisse dans~ 3. Alors X 

v~rlfie (LV) (5.2.4). Prenons un pinceau (de Lefschetz, si l'on veut) 

dShyperplarm dont lW~l~ment g~n~rique et It axe coupent transversalement X . 

Alors (comme mta falt observer Dellgne) la projection p : X >~I n e 

pas (A). En effet, R2p~¢ nlest pas constant, car v~rifie les fibres 

singuli~res sont des courbes coniques singul£~res~ donc sont r~ductibles~ 

et pour un pinceau de Lefschetz, sont chaeun la r~union de deux droltes 

qui se coupent en un point (crest la d~finition dlun pinceau de Lefschetz 

dans ce cas simple). Donc 

dim~ ( H 2 (fibre sing., Q~))= 2 

bien que 

dim~ (H 2 (fibre llsse, ~)~ = I . 

Do plus~ la conclusion du th~or~me 5.8.4 est ici fausse. D~slgnons par 

U r V > ~I un ouvert de lissit~ # ~ de p . Cormae les fibres de p 

au-dessus de U sont des courbes lisses de genre z~ro, on a 

v ~ R l p ~  = 0 

et donc 

HI(u,V*RIp,~¢) = O , 
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de sorte que Ithomomorphlmue de Griffiths 

Prim2(X,~) ........ Gr.if.. > Hl(u,v.Rlp.~) 

est nul. Mais sur une surface quadratique, on a 

dim~ Q Prim2(X,~) ) = I 

On volt de m~me que la conclusion de 5.7 est ici en d~faut. 

6. Application .de la th~orie locale des cycles evanescents (Picard-Lefschetz) 

Proposition 6.1. D~signons par Z une hypersurface dans llespace pro~ectif 

r 
~k J r ~ 2, k ~tant un corps al~brlquement clos. Soit 

i : D ~ ~ . ~r 
o o 

IVin¢lusion d'une droite qui ne coupe Z quten son ouvert de llssit4, 

et le coupe transversalement. Choissisons un point ~.om~triq.u.e ~ de 

D o - D O n z, et d4si~nons par 

mod- 
41 ~Do-D ° ~ Z, ~) 

l.e quotient de ~l(Do-Do n Z, ~)~qul classifie les rev@tements {tale~ 

de D o - D o n Z ~ul sont mod~r~ment r amlfi~s en tout point de D o n z . 

Alors 
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6.1.1. L'homomorphisme canonique 

(6.1.1.1) 

est surigctif° 

m o d -  
i : ~i (Do-D o N Z,~) O4~ 

mod. 
> ~i ki~r-z'~) 

6.1.2. Chaque~ choix d'un point ~om4triRue x ° ~ Do n z et d'un 

"chemin" dans D o entr_.._~e~ ° e._~t~ d~termine un hom0morp~isme 

(6.1.2.1) ~ ~(i) > ~od (Do_Do N Z,~) 
~#car(k) 

dont l'image est "l__ee" 8roupe d'inertie en L " Prenant le compos~ 

de ce morphisme et de i , on trouv e un homomor2hisme 
o~ 

mod. 
(6.1.2.2) ~ ~(I) > ~i t ~r-z) 

~#car(k) 

S~i Zest frr4ductible, to us ces homomorphismes sont conjuKu4s entre eux. 

D~monstration. D~signons par Tle sous-sch~ma de la grassmanniene form~e 

des droites dans lP r qui 

(i) passent par 

(ii) ne coupent Z qu'en son ouvert de lissit4, et IIy coupent 

transvers~Isment, par ~ son point g~n~rique, et par i : D R > ~r®kk(~) 

la droite correspondante (qui est donc une droite "joingnant a Bu paint g~n~rique 

r ,,). Choisissons aussi un point g~om~trique ~ au-dessus de ~, et de ~k 

notons par D- la droite "g4om~trique" correspondante. Soit o le point T 

correspondant ~ la droite donn~e D . 
O 
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D'apr~s (SGA i, Xlll 2.8), il existe un homomorphisme de 

sp~clalisation (d~pendant drun chemin entre ~ et O dans T, donc d~fini 

conjugaison pros) 

>o 
mod.~ mod. - D ~Z,~) 

(6.1.3) ~I (~ - ~ N Z), a) . > ~i (Do o 

tel que l'on alt : 

6.1.4. Les homomorphisme (6.1.2.1) de monodromle locale 

~T m g(1) > nl(D -D OZ,7) 
6#car(k) o o 

aWobtiennent en prenant le compos~ de la fl~che de sp~cialisation (fi.l.3) 

avec lea homomorphismes de monodromie locale pour ~ , 

mod- -- ~ ~o mod -- 
(6.1.4.1) ~--~ 7z6(I) > TT I ~ -D-- N Z,a) .......... ~ ~i (Do-DoNZ'a) 

~¢car(k) ~] 

(6.1.5) le diagramme sulvant est commutatif 

~ °d(Dq- D Q 

mod--r _ --. 
~I ~P -~, a) / 

n Z,a) i% 

mod. 
11'1 ( D9 "Do 

S 
n z,7) 

mod. ~-o-nz,a) T] 
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Admettons ceci, et prouvons dlabord 6.1.1. Or~ par la eommutativit~ 

de 6.1,5~ il suffit de d~montrer que IIhomomorphisme 

mod mod,_r _ --, 

est surjectif, et pour ceci il suffit de d~montrer que l'homomorphisme 

analogue des ~I immod~r~s 

(616  : - n > er- 

est surjectif, i,e. que pour tout rev~tement ~tale E >]Pr-Z, avec E 

connexe (et donc irr~ductible, ~r-z ~tant lisse, donc unibranche 

(EGA IV 18.10.3)), son image r~ciproque E-- = E X (D-- - D-- n z) au-dessus 
~r_ Z ~ 

de D- - D-- n Z reste g~om~triquement irr~ductible. Pour ceci, il suffit 

dlutiliser la variante suivante du th~or~me de Bertini (EGA V .... ) 

(pour la fl~che compos~ E ---->~r-zc--->~r, et s = I); 

6.1.6.1. Th~or~me de Bertini : Soit k un corps, ~r =]p~, et f : X >~r 

un morphisme non constantj o~ X est un schema alg~brique g~om~triquement 

irr~ductible. Pour chaque entier s < dim f(X), d~signons par L t le 

sous-espace lin~aire g~n~rique de codimension s de pr . Alors 

X t = f-l(L t) est g~om~triquement irr~ductible. 

Etablissons maintenant 6.1.2. DWapr~s 6.1.4, et la cormmutativit~ de 

(6.1.5)~ il suffit de d~montrer que tousles homomorphismes de monodromie 

locale (6.1.3) pour 
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(6 .1 .7 .1 )  ~ L(1) .................. > mod.  

6#car(k) 

deviennent conjuguds apr~s la composition avec ithomomorphisme 

mod. (6.1.7.2) ~I (~ ~ n Z,~) > mod.~ - ~1 t ~  -D nz,~) . 

Pour prouver ceci, remarquons que pour tout K fini et galoisien sur k(~), 

k(~) C KC K(~ le sch4ma 

def 

D K D R X k(~) K 

est un rev~tement 4tale de D R , de sorte que D K - D K N Zest un revStement 

mod- 
mod4r4 de D R - D R N Z, d'o~ on d6duit une action de ~I (~ - D R n Z,~) 

sur le schema D K N Z . Nous prenons K sufflsament grand pour que tous 

les points de D K N Z soient K-rationnels, ceci 4rant possible ear 

par hypothAse le sch6ma D N Zest 6tale sur k(~). 

mod- 
II reste ~ ddmontrer que le groupe ~i (D -D N Z,~) agit 

de faQon transitive sur les points de D K n Z~ pour 4tablir la conjugaison 

des homomorphismes compos~s dlinertle locale 

mod,~ TT m~(l) >~1 ~u - D n z , T )  
6#car(k) ~ 

pour les divers points de D K N Z. Or, l'actlon sur D K N Z de 

~d(D R - D R n Z,q) se faetorise par le quotient canonlque 

mod,~ 
~1 <u R - D n n z , 7 )  > ~ l ( n , ~ )  = G a l ( / k ( R )  , 
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et l'actlon de Gal(Ik(~)) sur K K 

avec l'incluslon 

N Zest celle qui est compatible 

DK n z c >]Pk Xk K , 

o0 Gal(/k(~)) n'aglt sur~ X k K que via le deuxi~me facteur. Ceci pos~, 

on voit que l'4nonc4 voulu ~quivaut ~ ce que le schema D N Z nla qu'un 

point (i.e. que c'est le spectre d'un corps).Or, en termes terre ~ terre, 

ceci n'est autre que le fait suivant (du style Bertini) (o0 l'on prend 

pour Z une 4quation affine F = O, et on suppose que le point ~ est 

l'origine) : 

Fair 6.1.8. Soit k un corps al~4bri~uement clos, r a 2, et 

F(XI,...,X r) E k[XI,...,X r] un polxnSme irr~ductible. Alors le polynOme 

G(T) = F (X I T ..... X r T) E k (X I .... ,Xr)[T ] 

est irr4duetible (en rant que polynDme en T ~ coefficients dans k(Xl,...,Xr). 

Ceci termine la d4monstration de 6.1.2, cqfd. 

Remarque 6.1.9. Une autre m4thode de d4monstration de 6.1.2, vslable 

sous des conditions nettement plus g4n4rales, consisterait ~ s'assurer 

simplement d'une compatibilit4 g4n~rale pour les "homomorphismes de 

monodromie", disant que les homomorphismes compos4s de 6.1.2 sont 

conjugu~s de l'homomorphisme de monodromie relatif au point g4n4rique 

de Z (done sont conjugu4s entre eux !). 
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Corollsire 6.1.10. Soit X une vari~t~ projective, lisse et connexe 

de dimension n sur un cprFs k alg~briquement clos k. Supposons que 

n = dim X soit pair, 0u que card(k) # 2. Soit Dun pinceau de Lefschetz 

pour X, ~ son point g~n~rique, ~ un point ~om4trique au-dessus ~e ~ • 

Alors la repr~sentatipn naturelle de ~I(D - D N X, ~) sur Hn-l(x~,@6) 

mod- v 
se factorise par ~I ~D - D N X, ~). Si cette re pr~sentation est 

non trlviale, alors D n X # @ et le sroupe d'inertie en tout PP~q~ 

de D n ~ a$it non trivialement. 

D4monstration. Si dim (X) ~ r-2, alor D N X est vide, et il nly a rien 

prouver, compte tenu que ~i est simplement connexe. Sinon, X est 

une hypersurface dans~r (XVII, 3.1.4), et, par 3.2.10 et XVII 3.5, 

v 

6.1.1 s'applique (prenant X pour Z, D pour D ). Le fair que l'action 
O 

de ~I sur Hn-I(x~ , @6) soit mod4r4e a ~t~ rue dans la th4orie locale, 

avec la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4) , rappel~e plus has. 

modr_ 
Compte tenu du fait (non trivialI) que ~i k~ - D n X, ~) est engendr4 

v 

par les groupes d'inertie en les diff~rents points de D n x (SGA i XIII 2.16), 

on a la conclusion voulue. Nous allons utiliser le r~sultat prfic~dent 

pour ~tudier maintenant la condition (A) de (5.3.5). Rappelons d~abord 

le r~sultat suivant (XV 3.4) , consequence facile de la formule de 

Picard-Lefschetz : 
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Proposition 6,2. Soit X une vm'l~t~ p, rolective lisse et connexe de 

dimension n .sur le corps alg~briquement c los k. D~si~nons par D u~n 

pinceau de Lefschetz, ~ son point ~n~rique, ~ un point R~om~trl ~93~ 

au-dessus de ~] 0 Alors le pinceau D satisfait ~ la condition (A) 

si et seulement si le groupe d'inertie e n tout point de D ~ X _a~It 

non trivialement sur Hn-I(x--'@¢ )°13 

Th~or~me 6°3. Sous les hypotheses de 6.2, on a : 

(6.3.1) S~i n- dim X est impair, la condi.ti9 n (A) est v~rifi~e pour 

tout_pinceau de Lefschetzppur X. 

(6.3.2) S~p~osons que n = dim X soit pair, ou que car(k) # 2. Alor.~s 

les conditions suivantessont 4quivalentes : 

(i) D ne satisfai.t pas ~ ! a condition (A) (5.3.5) 

(ii) ~I(D-D n X) a~it trivialement sur Hn-I(x~,~), e_~t D n x # ~, 

(iii) i__I existe un point de D n X dont le groupe d'inertie agi~ 

trivialement sur Hn"I(X~,Q~)~ 
(iv) Le faisceau Rn'Ip~ est un faisc~au constant sur D e t D n X 

e@t non vide. 

(v) Le faisceau Rn-lp~61U est un faisceau constant s ur U 

(~ U est un ouvert non vide D au-dessus duquel p soit liase)~ e~t 

p ,n~est pas l isse. 
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(6.3.3) Si de plus X satisfait A la condition (LV) (5.2.2), qes 

conditions (i) -(v) s9nt aussi ~quivalentes ~ la condition : 

(vi) la fl~che de restriction 

Hn'l (X, ~) ..... > Hn-I (X~, ~) 

est sur~ective (donc un~somorphisme par "le th~or~me de Lefschetz faible'~). 

D4monstration. L'assertion 6.3.1 r~sulte de XV 3.4. 

Passons aux ~quivalences de 6.3.2 ; (i) ~.. (iii) par 6.2, 

(ii) <~ (iii) par 6.1.6, (ii) =C.~ (v) par tautologie, et (iv) ~ ) (v) 

par 5.3.4. Enfin, sl X satisfait A la condition (LV), 5.6.10 donne 

l'4quivalence (il) ~ ~ (vi), cqfd. 

RemarRue 6.3.4. On volt que la condition (A) ne d~pend pas du choix du 

plnceau de Lefsehetz D, mais seulement de l'irmnersion (de Lefschetz) 

i : X ........ >~r envisag~e. C'est en effet clair par (6.3.1) si dim X 

est impair, et sl dim X est pair, la condition (A) signifie aussi que 

le syst~me local sur ~r . X form~ des Hn-I(x n Hs, Qi) est constant, 

cormme il r4sulte du crlt~re (ii), et du falt que le syst~me local envi- 

eeg~ eat mod4r~ment ramifi~ en le point g4n~rique de X 

et de la surjectivit~ (6.1.2). 

Corollaire~ ~ 6.4. Sous les hypotheses, de 6.2, supposons que n = dim X 

est pair e, ou que car(k) # 2 et qU e X satisfait ~ I~ condition (LV). 

Alors il existe un entier d o tel que pour d ~ do, tout pfnceau de 
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Lefsehetz de seetionsde X par des hypersurf@ces de desr~ d satisfait h la 

condition (A). 

D4monstr@tion. D'apr~s l'~quivalence (1) < 2-(vl) de (6.3.2), ii 

suffit de volt que, d4signant par Y(d) une section hypersurface lisse 

de X de degr~ d, on a 

(6.4.1) dim Hn-l(y(d),~) > ~ pour d ..... > 

En effet, on ale r~sultat precis sulvant : 

Lermne 6.4.2. Soit X une varlet§ pro~ectlve, lisse, et connexe de 

dimension n ~ I su; un corps alg~briqu@msnt clos k, et d~signons par 

Y(d) une section hypersurface de dggr~ d. Alors il existe un pol~nOme 

f(T) 6 Z~[T] tel que 

(6.4.2.1) f(T) = deg(X) T n + un polyn0me de desr4 ~ n-I 

(6.4.2.2) pour d ~ I, f(d) = dim Hn-l(y(d), ~) 

D4monstration. DIapr~s (XVII 5.7,5), d~slgnant par C(X) la classe 

de Chern totale de X~ et par N la premiere classe de Chern d'un hyperplan, 

on a la formule suivante pour la caract~ristique d'Euler-Poincar4 de Y(d) 

(6.4.2.3) X(Y(d) = = (-l)i-ldi Hl'Cn i ' 

X X 
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On a, dtautre part~ par dualit~ de Polncar~ et Lefachetz faible 

(6.4.2.4) X(Y(d)) = (-l)n'idim Hn-l(y(d),~) + 2 Z(-l)n'l'idim Hn'l'i(X,~). 

Mettant ensemble (6.4.2.3) et (6.4.2°4) donne le r~sultat voulu. 

6.5. Un rappel sur la f0rmule de Picard-Lefschetz (XV 3.4). 

Sofent Sle spectre dtun anneau de valuation hens~lien strict 

son point g4n4rique, ~ un point g4om~trique 

au-dessus de 7], ets son point ferrY. Soit 

p : X  ...... > S  

u n  m o r p h i s m e  p r o p r e ,  a v e c  X un  sch4ma  r ~ g u l i e r  c o n n e x e  de  d i m e n s i o n  n ,  

tel que pest  lisse en dehors dtun point x, point qui se trouve dans 

la fibre sp~ciale, et qui eat une singularit~ quadratique ordlnaire 

de la fibre sp~ciale. 

D4signons par I le groupe dtinertie de Sen s. On salt 

(XV 3.4) que I agit trivialement sur Hi(x~,~ 6) pour i # n-l, 

et que son action sur H n'l (X~,~) est donn~e par les formul~s suivantes : 

6.5.1. S~i n = 2m+l, alors I agit ~ travers un quotient isomorphe 

/2Z~ (NB. sl car.k # 2, il y a un seul tel lluotient). II existe un 

Hn'I(x~,~2( m ))# uniquement d~termin4 au signe pros, qui ~l~ment 6 £ 

stappelle le cycle ~vanescent en le point s~ tel qu'on air 
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(6.5.1.1) 

(6.5.2.2) 

la sym~trie 

8.8=(-i)m2 dans H2n-2(X ~6 (n-l)) ---~ @6 

l'~l~mant non trivial ~ de ~/2~ aglt sur Hi(x~,@ 6) par 

O x= x- (-!)m(xs)8 

[L'~l~ment x.8 est dans H2n-2(X~,~£(m) ~ ~(-m), donc le 

produit (x.8)6 d~finit un ~l~ment de Hn'I(x~,~)~ 

6.5.2. S i n = 2m + 2 , alors I agit ~ travers son quotient canonique 

Ii existe un ~l~ment 8 E Hn'l(x~,~6(m) , ~l~ment canoniquement ~(I). 
m 

d~termin~ au signe pros et qui s'appelle le cycle ~vanescent en l e~in_t s, 

tel que ~ 6 ~(I) agit sur X 6 Hn-I(x~,Q~) par la transvection 

(6.5.2.1) o(x) = x - (-i) m ~.(x.6)6 

lEe produit x.0 est dans H2n-2(X~,~(m) --~ @~(-m-l), do~¢ ~on 

produit par a E ~(I) d~flnit un ~l~ment O.(x.6) E ~g(-m) , et cet 

~l~ment, multipli~ par 8 E Hn-l(x~,~(m) donne l'~l~ment 

a.(x.6)6 ~ Hn-l(x~,%).] 

Reprenons le cas global : 

Th~or~me 6.6. So it X une vari~t~ pro~ective l isse et connexe de dimension 

n sur un 9orps al~briquement clos k. On suppose n pair ou car k # 2. 

Soient Dun pinceau de Lefschetz pour X, ~ son point N~n~rique, ~ u nn 
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p o i n t  ~om~trique au-dessus de ~, e t Sl,...,s N les pointsde D [~ X. 

Choisissons par chaque i un isomorphism e 2~ i entre ~ et le point 

~n~rlque g4om~trique de gi = le hens41is~ strict de Den s i , de 

s or re que le groupe I i d'inertie de 8 i e n S i asit sur Hn-I(x~,~g(j)) 

et d~finit le cycle 4vanescent (6.5) e nn s i 

I n-i si n impair 
5 i 6 Hn-l(x,~6(m) , m = 2 

n - I sin pair . 

mod,. ~ v 
On osuppose les 6i choisis de telle faqon ~ue les lic~ = ~I ~u-w N X,~) 

en~endrent topolo~lquement le ~rgupe ~i ~ce qui est possible, en vertu 

d~e SGA i XIII 2.10). Ceci pos4, on a : 

6.6.1. S..iX satisfait ~ la condition (LV), llespace de cohomolo~ie 

~vanescente En-l(x~,@~(m) ( dfn l'ortho~onal de Hn-l(x,Q6(m)) dans 

Hn'l(x~,~i(m), of. 5.4.4) est en~endr~ par les cycles ~vanescents 

8 i, i=l,...,N • 

6.6.2. Les cycles ~vanescents 5 i spnt co nju~u~s , au sign e pros, sous 

v 
le ~roupe de monodromie ~lobale ~I(D - D N X). 

D~monstration. Pour prouver 6.6.1~ notons que, par la formule de 

v 
Picard-Lefschetz 6.5~ on a, posant ~ = UI(D - D N X), et grace au 

fait que les I i engendrent ~ : 
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( 6 . 6 . 3 )  Hn-l(x~,%(m) n 

Par 5.6.10, on a 

(6.6.4)  Hn 

l'orthogonal dans Hn'l(x~,@6(m)) 

du sous-espace engendr6 par les 6 i . 

= Im(Hn-l(x ~¢(i))) 

de sorte que prenant les orthogonaux des deux membres de (6.6.3), on 

trouve 6.6. i. 

Pour prouver 6.6.2, on remarque simplement que le cycle 

~vanescent 6. est d~termin~ au signe pros, par l a representation du 
l 

gro~pe d ' i n e r t i e  en s i . D o n c  on n ' a  quVa a p p l i q u e r  6 . 1 . 2 ,  qu i  donne 

mod~_r la c o n j u g a i s o n  darts ~1 ~ - X,~) des homomorphismes d ' i n e r t i e  composgs 

~(i)  > ~d(D - X, ~) D n 

mod. ~! v_ 
~1 k - X,q) 

Ceci donne la conjugaison (~ signe pros) des cycles ~vanescents qulils 
v %/ 

d~termlnent, par des ~l~ments de ~l°d( ]pr _ X, ~), et la d~monstration 

s~achgve par  6 . 1 . 1 ,  qui  donne l a  s u r j e c t i v i t ~  de 

mod,  
41 tu - D n X) > 
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Corollaire 6.7. Sous les hypotheses de 6.6, supposons que X satisfait 

la condition (LV). Alors : 

V 

6.7.1. La representation d 9 ~I(D - D n X) sur En-I(X~,~) est absolument 

irr~ductible. 

6.7.2. Sin est pair, tout sous-~rou e d ~ . . . . . .  p indice fini dans ~I(D - D n X) 

a~it de fa~on absolument i;r~d~¢tible sur En-l(x~,~). 

D~monstration. On peut 4videmment remplacer le module envisag~ par le 

tordu E = En-I(x~,@6(m). Soit E = m ®~ ~6 et soit X un ~l~ment # 0 de E. 
4~ 

Pour d4montrer 6.7.1, il faut prouver que le sous @q -vectoriel de 

engendr~ par X et ses conjugu~s sous ~ est ~ tout entier. D'apr~s 6.6.1 

et 6.6.2, il suffit de prouver que ce sous-module contient u n des cycles 

~vanescents 6 i . Mais comme X satisfait (LV), la restriction de la 

forme de cup-produit ~ Hn-l(x,~6(m)) C Hn-l(x~,@i(m)) est non 

d~g~n~r~e, donc aussi la restriction ~ l'orthogonal En'l(x~,~(m)), donc 

en vertu de (6.6.1) il existe au moins une valeur de i telle que l'on ait : 

x.6 i # O . 

Pour cet i, il existe par 6.5 un ~l~ment ~i du groupe dlinertie en s i 

tel que 

(6.7.3) ~i(x) - x = un multiple non nul de 6 i , 

ce qui ach~ve la d~monstration de 6.7.1. 
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Quant ~ 6.7.2, on a n-I impair, done 6.6 = O, et pour tou~puissance 

k.iAme de O i on a, en it~rant 6.5.2, 

k 
(6.7.4) ~.(x)l = X + k ~i(x.6i) 6 i . 

Done un sous Q~-module M de E est stable sous l'action de ~ si et seulement 

il iIest sous un sous-groupe dWindice fini, car les deux conditions 

~quivalent ~ la condition 

x q M ~ >-Vitel que le cup-produit ~.8. # O, alors 6. 6 M. 
l i 

Done on est ramen4 ~ l'4nonc4 6.7.1 d4j~ prouv4. 
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